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Mesure et Intégration

Fiche 11
Mesures produit.

* Inz "Inz
Exercicel. a) Montrer quel'intégrale généralisée [ := /0 o dx existeetque [ = 2 /0 poa dx.
b) Calculer de deux facons diftérentes I'intégrale
dxdy
/R+><R+ (L +y)(1+2%)
En déduire que I = 7% /4.
c) Déduire des questions précédentes et d’'un développement en série entiére dela fonction z — . _1 p

que
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Exercice 2. En calculant de deux fagons différentes 'intégrale

0 1
I:= / (/ e " sin(2zry) dy> dx,
0 0

;2
_pSin“w

dz.

o0
déterminer la valeur de / e
0 T

Exercice 3. (Transformée de Fourier d'une mesure) Soit ;. une mesure borélienne finie dans R. La trans-
formée de Fourier de la mesure i est définie par

o(x) = /Rexp(—ixt) du(t), Vo eR.

(En théorie des probabilités, on travaille plutdt avec la fonction caractéristique de 11, définie par

U(x) = p(—x) = /Rexp (ixt) du(t), Ve R.)

a) Calculer ¢ dans les cas particuliers suivants : (i) u = do; (i) u(A) = AM(A " [0,1]),V A € Brg; (iii)
est la mesure de densité e*".
b) Montrer que la fonction ¢ est continue et bornée sur R.

c) Soientn > 1eta € R. Montrer que

% ' exp (iax) o(z) dr = /RKn(t —a) dp(t),

ou K, est une fonction que 'on explicitera.
n

1
d) DéterminerlimQ—/ exp (iax) p(r) d.
n n _n

e) Endéduire que, si | l‘im o(x) = 0, alors 1 est une mesure diffuse.
T |—00

f) Méme conclusion si ¢ est Lebesgue intégrable sur R.

Exercice 4. a) Enoncer les hypothéses etles conclusions des théorémes de Fubini-Tonelli et Fubini pour
la mesure de comptage sur N x N.



b) Soit
1, sin=m — 1
f*NxN->R f(n,m):=<-1, sin=m+1.
0, sin+m=+1

+00 +00 +00 +00

Calculerz Z f(n,m) et 2 Z f(n,m), et vérifier si les conditions du point précédent sont sa-
n=0m=0 m=0n=0
tisfaites.
Exercice 5. Soit ;1 la mesure de comptage sur N, v une mesure o-finie sur X, et soient f,, : X — R des
fonction mesurables, Vn € N. Soit f(n,z) := f,(x),VneN,Vz e X.
a) Quelles hypotheses supplémentaires doit-on ajouter pour pouvoir appliquer le théoréme de Fubini-
Tonellia p ® veta f, et quelle est I'identité obtenue?
b) Quelles hypotheses supplémentaires doit-on ajouter pour appliquer le théoreme de Fubinia p®v et
a f, et quelle est 'identité obtenue?

Exercice 6. Dans R?, on considére deux cylindres (pleins) circulaires droits infinis de rayon 1. Siles axes
des cylindres sont concourants et orthogonaux, calculer le volume de leur intersection.

Exercice 7. Soient ji1, po deux mesures boréliennes, o-finies, non nulles, sur R, telles que
1 @ p2(RA\A) =0, ot A := {(z,2); v € R}.
Le but de cet exercice est de montrer quil existe a € R et by, by €]0, 00| tels que g = by d, €t g = by d,.
(Et réciproquement.)
a) Montrer que si Ay, Ay € HBg sont tels que 1 (A;) > 0et ps(Ay) > 0, alors p; ® pa(A; x Ay) > 0.
b) Avec A;, A comme ci-dessus, en déduire que (A; x As) N A # F, puisque A; N Ay # .
c) Soit A € Ay tel que p1(A) > 0. En utilisant les questions précédentes, montrer que 15(R\A) = 0,
puis que uo(A) > 0, et enfin que 1 (R\A) = 0.
d) Conclure en utilisant 'exercice 9 de la fiche 5.

Exercice 8. Soient 1, v deux probabilités sur Ag. Soient

Fult) i= (1t D), Golt) i= (] — o2, 81), Holt) = p({t}), ¥ < R.
On définit de manieére analogue F,,, G, et H,,.
a) Montrer que les fonctions F),, G, et H,, sont boréliennes.
b) Montrer que [, F,, dv = [,(G, — H,) dp.
¢) Soient D, := {teR; H,(t) # 0}et D, := {t e R; H,(t) # 0}.
(i) Expliquer pourquoiles ensembles D, et D, sonta. p. d.
(i) Montrer 'égalité suivante :

/RF“dVJr/RF,,dMJr > HJ()H(t) = 1.

teDynDy
Exercice 9. Soit i une mesure borélienne finie dans R. Soit

1 Y
HM(ZL',y) = %/ﬂgmdﬂ(t% Vze R, Vy > 0.

Le but de cet exercice est de montrer que si H,, = H,, alors 1 = v.
a) Montrer que H,, est continue.
b) Soit x € R. Déterminer ?Kr(l) yH,(x,y).
b
¢) Soient a < bdeux réels. Déterminer ?141\15(1)/ H,(z,y)dx.
a

d) Soit v une autre mesure borélienne finie dans R. On suppose que H,, = H,. Montrer que y = v.



