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Fiche 11
Mesures produit.

Exercice 1. a) Montrerque l’intégralegénéralisée I :“

ˆ 8

0

ln x

x2 ´ 1
dxexiste etque I “ 2

ˆ 1

0

ln x

x2 ´ 1
dx.

b) Calculer de deux façons différentes l’intégrale
ˆ
R`ˆR`

dxdy

p1 ` yqp1 ` x2yq
.

En déduire que I “ π2{4.

c) Déduiredes questionsprécédentes et d’undéveloppement en série entière de la fonctionx ÞÑ
1

1 ´ x2que
`8
ÿ

n“0

1

p2n ` 1q2
“
π2

8
et

`8
ÿ

n“1

1

n2
“
π2

6
.

Exercice 2. En calculant de deux façons différentes l’intégrale

I :“

ˆ 8

0

ˆˆ 1

0

e´x sinp2xyq dy

˙

dx,

déterminer la valeur de
ˆ 8

0

e´x sin
2 x

x
dx.

Exercice 3. (Transformée de Fourier d’unemesure) Soitµ unemesure borélienne finie dansR. La trans-
formée de Fourier de la mesureµ est définie par

φpxq :“

ˆ
R
exp p´ixtq dµptq, @ x P R.

(En théorie des probabilités, on travaille plutôt avec la fonction caractéristique deµ, définie par

ψpxq :“ φp´xq “

ˆ
R
exp pixtq dµptq, @ x P R.q

a) Calculer φ dans les cas particuliers suivants : (i) µ “ δ0 ; (ii) µpAq “ λpA X r0, 1sq, @A P BR ; (iii) µ
est la mesure de densité e´t2.

b) Montrer que la fonction φ est continue et bornée surR.
c) Soient n ľ 1 et a P R. Montrer que

1

2n

ˆ n

´n

exp piaxqφpxq dx “

ˆ
R
Knpt ´ aq dµptq,

oùKn est une fonction que l’on explicitera.

d) Déterminer lim
n

1

2n

ˆ n

´n

exp piaxqφpxq dx.

e) En déduire que, si lim
|x|Ñ8

φpxq “ 0, alors µ est une mesure diffuse.

f) Même conclusion si φ est Lebesgue intégrable surR.

Exercice 4. a) Énoncer les hypothèses et les conclusions des théorèmes de Fubini-Tonelli et Fubini pour
la mesure de comptage surN ˆ N.
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b) Soit

f : N ˆ N Ñ R, fpn,mq :“

$

’

&

’

%

1, si n “ m ´ 1

´1, si n “ m ` 1

0, si n ­“ m ˘ 1

.

Calculer
`8
ÿ

n“0

`8
ÿ

m“0

fpn,mq et
`8
ÿ

m“0

`8
ÿ

n“0

fpn,mq, et vérifier si les conditions du point précédent sont sa-

tisfaites.
Exercice 5. Soit µ la mesure de comptage surN, ν unemesure σ-finie surX, et soient fn : X Ñ R des
fonction mesurables, @n P N. Soit fpn, xq :“ fnpxq, @n P N, @ x P X.
a) Quelles hypothèses supplémentaires doit-on ajouter pour pouvoir appliquer le théorème de Fubini-
Tonelli à µ b ν et à f , et quelle est l’identité obtenue?

b) Quelles hypothèses supplémentaires doit-on ajouter pour appliquer le théorème de Fubini àµbν et
à f , et quelle est l’identité obtenue?

Exercice 6. DansR3, on considère deux cylindres (pleins) circulaires droits infinis de rayon 1. Si les axes
des cylindres sont concourants et orthogonaux, calculer le volume de leur intersection.
Exercice 7. Soient µ1, µ2 deuxmesures boréliennes, σ-finies, non nulles, surR, telles que

µ1 b µ2pR2
z∆q “ 0, où∆ :“ tpx, xq ; x P Ru.

Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe a P R et b1, b2 Ps0,8r tels que µ1 “ b1 δa et µ2 “ b2 δa.
(Et réciproquement.)
a) Montrer que siA1, A2 P BR sont tels que µ1pA1q ą 0 et µ2pA2q ą 0, alors µ1 b µ2pA1 ˆ A2q ą 0.
b) AvecA1,A2 comme ci-dessus, en déduire que pA1 ˆ A2q X ∆ ‰ H, puis queA1 X A2 ‰ H.
c) SoitA P BR tel que µ1pAq ą 0. En utilisant les questions précédentes, montrer que µ2pRzAq “ 0,
puis que µ2pAq ą 0, et enfin que µ1pRzAq “ 0.

d) Conclure en utilisant l’exercice 9 de la fiche 5.
Exercice 8. Soient µ, ν deux probabilités surBR. Soient

Fµptq :“ µpst,8rq, Gµptq :“ µps ´ 8, tsq, Hµptq :“ µpttuq, @ t P R.

On définit de manière analogue Fν,Gν etHν.
a) Montrer que les fonctions Fµ,Gµ etHµ sont boréliennes.
b) Montrer que

´
R Fµ dν “

´
RpGν ´ Hνq dµ.

c) SoientDµ :“ tt P R ; Hµptq ‰ 0u etDν :“ tt P R ; Hνptq ‰ 0u.
(i) Expliquer pourquoi les ensemblesDµ etDν sont a. p. d.
(ii) Montrer l’égalité suivante :ˆ

R
Fµ dν `

ˆ
R
Fν dµ `

ÿ

tPDµXDν

HµptqHνptq “ 1.

Exercice 9. Soit µ unemesure borélienne finie dansR. Soit

Hµpx, yq :“
1

π

ˆ
R

y

y2 ` px ´ tq2
dµptq, @x P R, @ y ą 0.

Le but de cet exercice est de montrer que siHµ “ Hν, alors µ “ ν.
a) Montrer queHµ est continue.
b) Soit x P R. Déterminer lim

yŒ0
y Hµpx, yq.

c) Soient a ă b deux réels. Déterminer lim
yŒ0

ˆ b

a

Hµpx, yq dx.

d) Soit ν une autre mesure borélienne finie dansR. On suppose queHµ “ Hν. Montrer que µ “ ν.
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