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Mesure et Intégration

Fiche 12
Changements de variables.

Exercicel. (Fonction Béta d’Euler)
a) Montrer que,Vz > 0,Vy > 0, lapplicationt — ¢"~!(1 — ¢)¥~! est Lebesgue intégrable sur |0, 1[.
La fonction Béta d’Euler est définie par

1
B(z,y) := / t" N1 =)yt dt, Yo,y > 0.
0

b) Soientz > 0,y > Oet ] := / s*7 L g1 e=(+9) dsdo. Calculer I en utilisant le changement de
R* xR*
variablesdans R?: v = oetv = s + 0.
¢) En calculant I d’'une autre maniére, établir, pour x, y > 0, 'identité

[(z)T(y)

Ble.y) = Iz +y)

; ey
ouI' est la fonction Gamma d’Euler définie par
0
[(z) = / t" et dt Vo > 0.
0

Exercice 2. a) Soit H : R? — R?, H(u,v) := (s,0),avec s := uv et o := u(l — v). Montrer que H est
un C'-difféomorphisme de l'ouvert U =]0, o[ x]0, 1[ sur (R* )?.

b) Calculer I'intégrale I de I'exercice précédent en utilisant le changement de variables H, et retrouver
I'identité (1).

Exercice 3. a) Calculer / 5
xe +

drdy, o0 A = {(z,y) e R*; 0 <z,y <1,0 < 2?+9y% <1}
al+ y?

2 2
b) Calculerlairede D := {(x, y) e R?; % + % <lLz>0,y=> O} (avec a, b > 0 parametres).
¢) Calculer [, (2* + y?) dady.
d) Soient a,b > 1. Calculer l'aire de B, ou B est 'ouvert délimité par les courbes d’équation y = ax,
y =x/a,y = b/xety = 1/(bx) et contenant le point (1, 1).

Exercice4. Soient() < a < b. Soit
D:={(z,y)eR*;0<z<y<+va2+leta<axy<b}

a) Montrer que D est un borélien.

b) ATaide du changement de variables u := y*> — 22, v := zy, que l'on justifiera, calculer l'intégrale
I:= [,(y* — 2*)™ (2* + y?) dwdy en fonction de a et b.

2

Exercice 5. Rappelons que fooo e P dt = /. Soit
@ 2 2
H,(z) := / e~ @) gt Yo >0,V = 0.
0

a) Montrer que la fonction H, : [0, 0[— R est continue.
b) Calculer H,(0).
¢) Montrer que la fonction H, est de classe C* sur |0, oo[.

1



d) Calculer, pour z > 0, H.(x) en fonction de H,(z). Indication : utiliser le changement de variable
o .
t := —, avec « convenablement choisi.

S
e) Endéduire que

1
H,(z) = 5\/56_2*/@, Va>0,Vz >0. 2)

Exercice 6. Pour v > 0, soit

J(a) = e~ (@ e/Y%) pom1/2 quqy.
(R¥ )2

NG

a) Enutilisant (2), montrer que J(«) = SYEs ().

b) En utilisant le changement de variables u := zy?, v := x/y?, que l'on justifiera, montrer que

o= @15

¢) Endéduire la formule I’ (%) I (a i 1) = VT I'(a),a > 0.

2

Exercice?7. Pourn > 1,so0itU, ;= {x e R"; 2y > 0,..., 2, > 0,21+ - -+x, < 1}.S0itS,, := A\, (Uy,).
Etablir une relation entre S,, et S,,_;. En déduire la valeur de S,,.

Exercice 8. Soit U la partie de R? définie par
U:={(u,v,w)eR’;u>0v>0w>0,uv<1,uw< 10w < 1}.

a) Montrer que U est borélien.
b) Calculer I := [, oy uvw dudvdw. On pourra, apres I'avoir justifié, utiliser le changement de variables

suivant :
(r,9,2) = ®(u,v,w) := (vVow, vVwu, \/uv).

Exercice 9. Soit f : R} — R, une fonction borélienne. Pour a, b, c > 0 fixés, soit
L a—1,b—1 _c—1
TIope:= 2Ty T 27 fe 4+ y + 2) dedydz.
(R%)3

. N x x +
a) Soit (z,y, 2) A, (u,v,w),o0u :=x +y+2,v:= etw:= — Y Montrer que H est
T+ Yy rT+y+=z

un C*-difféomorphisme de (R* )? sur un ouvert U de R* que l'on déterminera.
b) En utilisant H et la formule (1), en déduire que

_ F(a) F(b) F(C) * a+b+c—1
Iipe = —F(a 00 /0 U f(u) du. (3)
dxdy

Exercice10. Soit J := / .
10,1[x]0,1[ 1 -y

1
a) Montrer que J = —.
b) Effectuer le changement de variables x := u —vety := u + v et en déduire que

2 dudv
T= | T
Ql— us + v
ou @ est un quadrilatere du plan que 'on déterminera.

1-— t
¢) Effectuer le changement de variable u := cost et en déduire que J = 72/6. Rappels : oS

sint
tan(t/2),Vt € R\r Z, etarctan(z) + arctan(1/z) = 7/2,¥ z € R.



