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Fiche 12
Changements de variables.

Exercice 1. (Fonction Bêta d’Euler)
a) Montrer que, @x ą 0,@ y ą 0, l’application t Ñ tx´1p1 ´ tqy´1 est Lebesgue intégrable sur s0, 1r.
La fonction Bêta d’Euler est définie par

Bpx, yq :“

ˆ 1

0

tx´1
p1 ´ tqy´1 dt, @x, y ą 0.

b) Soient x ą 0, y ą 0 et I :“

ˆ
R˚

`ˆR˚
`

sx´1 σy´1 e´ps`σq dsdσ. Calculer I en utilisant le changement de

variables dansR2 : u “ σ et v “ s ` σ.
c) En calculant I d’une autre manière, établir, pour x, y ą 0, l’identité

Bpx, yq “
ΓpxqΓpyq

Γpx ` yq
, (1)

où Γ est la fonction Gamma d’Euler définie par

Γpxq “

ˆ 8

0

tx´1e´t dt @x ą 0.

Exercice 2. a) SoitH : R2 Ñ R2,Hpu, vq :“ ps, σq, avec s :“ uv et σ :“ up1 ´ vq. Montrer queH est
unC1-difféomorphisme de l’ouvertU “s0,8rˆs0, 1r sur pR˚

`q2.
b) Calculer l’intégrale I de l’exercice précédent en utilisant le changement de variablesH, et retrouver
l’identité (1).

Exercice 3. a) Calculer
ˆ
∆

1

1 ` x2 ` y2
dxdy, où∆ :“ tpx, yq P R2 ; 0 ĺ x, y ĺ 1, 0 ă x2 ` y2 ĺ 1u.

b) Calculer l’aire deD :“

"

px, yq P R2 ;
x2

a2
`

y2

b2
ĺ 1; x ľ 0, y ľ 0

*

(avec a, b ą 0 paramètres).

c) Calculer
´
D

px2 ` y2q dxdy.
d) Soient a, b ą 1. Calculer l’aire de B, où B est l’ouvert délimité par les courbes d’équation y “ ax,

y “ x{a, y “ b{x et y “ 1{pbxq et contenant le point p1, 1q.

Exercice 4. Soient 0 ĺ a ă b. Soit

D :“ tpx, yq P R2 ; 0 ă x ă y ă
?
x2 ` 1 et a ă xy ă bu.

a) Montrer queD est un borélien.
b) À l’aide du changement de variables u :“ y2 ´ x2, v :“ xy, que l’on justifiera, calculer l’intégrale

I :“
´
D

py2 ´ x2qxy px2 ` y2q dxdy en fonction de a et b.

Exercice 5. Rappelons que
´ 8

0
e´t2dt “ 1

2

?
π. Soit

Hapxq :“

ˆ 8

0

e´pat2`x{t2q dt, @ a ą 0, @ x ľ 0.

a) Montrer que la fonctionHa : r0,8rÑ R est continue.
b) CalculerHap0q.
c) Montrer que la fonctionHa est de classeC1 sur s0,8r.
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d) Calculer, pour x ą 0, H 1
apxq en fonction de Hapxq. Indication : utiliser le changement de variable

t :“
α

s
, avec α convenablement choisi.

e) En déduire que

Hapxq “
1

2

c

π

a
e´2

?
ax, @ a ą 0, @ x ľ 0. (2)

Exercice 6. Pour α ą 0, soit

Jpαq :“

ˆ
pR˚

`q2

e´pxy2`x{y2q xα´1{2 dxdy.

a) En utilisant (2), montrer que Jpαq “

?
π

2α`1
Γpαq.

b) En utilisant le changement de variables u :“ xy2, v :“ x{y2, que l’on justifiera, montrer que

Jpαq “
1

4
Γ

´α

2

¯

Γ

ˆ

α ` 1

2

˙

.

c) En déduire la formule Γ
´α

2

¯

Γ

ˆ

α ` 1

2

˙

“

?
π

2α´1
Γpαq, α ą 0.

Exercice 7. Pourn ľ 1, soitUn :“ tx P Rn ; x1 ą 0, . . . , xn ą 0, x1`¨ ¨ ¨`xn ă 1u. SoitSn :“ λnpUnq.
Etablir une relation entre Sn et Sn´1. En déduire la valeur de Sn.

Exercice 8. SoitU la partie deR3 définie par

U :“ tpu, v, wq P R3 ; u ą 0, v ą 0, w ą 0, uv ă 1, uw ă 1, vw ă 1u.

a) Montrer queU est borélien.
b) Calculer I :“

´
U
u v w dudvdw. On pourra, après l’avoir justifié, utiliser le changement de variables

suivant :
px, y, zq “ Φpu, v, wq :“ p

?
vw,

?
wu,

?
uvq.

Exercice 9. Soit f : R˚
` Ñ R` une fonction borélienne. Pour a, b, c ą 0 fixés, soit

Ia,b,c :“

ˆ
pR˚

`q3

xa´1 yb´1 zc´1 fpx ` y ` zq dxdydz.

a) Soit px, y, zq
H

ÞÝÝÑ pu, v, wq, où u :“ x ` y ` z, v :“
x

x ` y
et w :“

x ` y

x ` y ` z
. Montrer queH est

unC1-difféomorphisme de pR˚
`q3 sur un ouvertU deR3 que l’on déterminera.

b) En utilisantH et la formule (1), en déduire que

Ia,b,c “
ΓpaqΓpbqΓpcq

Γpa ` b ` cq

ˆ 8

0

ua`b`c´1 fpuq du. (3)

Exercice 10. Soit J :“

ˆ
s0,1rˆs0,1r

dxdy

1 ´ xy
.

a) Montrer que J “
ÿ

nľ1

1

n2
.

b) Effectuer le changement de variables x :“ u ´ v et y :“ u ` v et en déduire que

J “

ˆ
Q

2 dudv

1 ´ u2 ` v2
,

oùQ est un quadrilatère du plan que l’on déterminera.

c) Effectuer le changement de variable u :“ cos t et en déduire que J “ π2{6. Rappels :
1 ´ cos t

sin t
“

tanpt{2q, @ t P Rzπ Z, et arctanpzq ` arctanp1{zq “ π{2, @ z P R.
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