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Fiche 5
Mesures
Intégrales

Exercice 1. (Mesure image) Soient (X, .# ) un espace mesurable et f : X — R" une fonction mesu-
rable. Soit ;. une mesure sur .# . Nous définissons f, it : Brn — [0, 0] par fup(A) := pu(f~1(A)),
V A € PBgn. Rappelons que f, 1 est une mesure sur Bgn. C’est la mesure image de p par f.

a) Déterminer f,d,,aveca € X.
b) Soit 1 une probabilité sur X (donc ;(X) = 1). Nous prenonsn = 1. Si B € .#, déterminer
(XB) -

Exercice 2. Soit U un ouvert de R. Montrer que A\(U) = 0 siet seulementsi U = (.

Exercice 3. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Si A < Restborélienetsi A\(A) > 0, alors il existe un ouvert non vide U c Rtelque U — A.

Et réciproquement?
b) Si A = Restborélienetsi A\(A) < oo, alors A est borné.

Exercice 4. Soit (X, ., ;1) un espace mesuré.
Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) Une partie d’'un ensemble négligeable est négligeable.
b) Une union a. p. d. d’ensembles négligeables est négligeable.
¢) Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Exercice 5. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) Sif: X — [0,00] est mesurable et satisfait u(f~1(o0)) = 0, alors f est intégrable.
b) Sif: X — [0, 0] est mesurable et satisfait | f du = 0, alors f = 0.
¢) Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Exercice 6. Dans cet exercice, I désigne un intervalle de R, muni de sa tribu borélienne et de la me-
sure de Lebesgue.

< 1
a) Soit [ := 0, 1[. Soit 0 < v < c0. A quelle condition la fonction z — — est-elle intégrable sur I?
:L»Oé

b) Méme question avec [ := [1,00[ et [ := |0, o0].

Exercice 7. a) On considére la fonction f : [0, 1] — R définie par

)z, sizeQ
Jx) = {xQ, sizdQ

Montrer que f est Lebesgue intégrable sur [0, 1] et calculer son intégrale.
b) Mémes questions pour la fonction f : [0, 7/2] — R définie par

fla) = {sinx, si cosxeQ

sin®z, sicosz¢Q’

Exercice 8. Soit B € %y tel que \(B) > 0. Soit¢ > 0. Montrer qu'il existe un borélien A — B tel
que 0 < A(A) < €. Indication : recouvrir B avec des intervalles disjoints de taille < ¢.

1



Exercice 9. a) Soit ;s une mesure borélienne de probabilité sur [0, 1], avec la propriété suivante :
M(B) >0 = M([O, 1]\B) =0, VBe @[071].

() Construire une suite d'intervalles fermés (/;);=0 < [0, 1] avec les propriétés suivantes : Iy =
[0,1], ;41 < I;,Vj =0, I;estdelongueur277,Vj > 0,et u(f;) = 1,V j > 0.
(ii) Endéduire quil existe un point a € [0, 1] tel que 1 = .
b) Soit v une mesure borélienne o-finie sur R avec la propriété suivante :

v(B) >0 = v(R\B) =0, VB e %.
Montrer quil existe a € Retb € [0, 0| telsque v = b d,.

Exercice 10. Le but de cet exercice est de donner une définition équivalente de A comme la seule

mesure borélienne normée et invariante par translations.

a) Montrer que,siz € Ret A € g, alorsz + A € Pg.

b) On fixe z € R. Soit i : B — [0, o] définie par p(A) := A(z + A) pour A € HBg. Montrer que
est une mesure sur Ag.

¢) Endéduire que \(x + A) = A\(A) pour tout x € Ret A € By, C’est-a-dire : la mesure de Lebesgue
est invariante par translations.

d) Inversement, soit s une mesure borélienne sur R, invariante par translations et telle que ([0, 1|) =
1. Calculer u([0,1/n[), n € N*. Déterminer la mesure d’un intervalle arbitraire. Montrer que

= A.

e) Prouver ou réfuter. Une mesure borélienne sur R, invariante par translations, est un multiple de
la mesure de Lebesgue.

Exercice1l. Soit A = \; la mesure de Lebesgue (compléte) dans R.

a) Soient f et g deux applications continues de R dans R. Montrerque f = g\ —p.p. < f =g.
De méme pour f,g: A — R,avec A < R"telque A A
b) Soit f : R — R. Nous considérons les deux propriétés suivantes.
(P1) f est continue A-p. p.
(P2) Il existe une fonction g : R — R continue telle que f = g A-p. p.
Montrer que (P1) nimplique pas (P2), et que (P2) nimplique pas (PI).
¢) Soite > 0. Montrer quil existe un ouvert U dense dans R tel que \(U) < .

Exercice 12. Pour des fonctions f, g définies sur X a valeurs dans R ou R”, la relation f ~ gsiet
seulement si f = g u-p. p. est une équivalence.



