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Mesure et Intégration

Fiche 7
Convergence monotone et dominée.

Exercice 1. Soit f une fonction Lebesgue intégrable surR`. Calculer

lim
n

ˆ
R`

fpxq
x

x ` n
dλpxq.

Exercice 2. Calculer
lim
n

ˆ 8

0

psin xqn

x2
dx.

Exercice 3. Rappelons que
´

1 `
x

n

¯n

Õ ex, @x ľ 0.

Nous considérons, pour tout n ľ 2, la fonction fn : s0,8r Ñ R définie par

fnpxq :“
1

x1{n
´

1 `
x

n

¯n , @x ą 0.

a) Démontrer que, pour n ľ 2 et x ľ 1, nous avons fnpxq ĺ 4{x2.
b) Montrer que, pour tout n ľ 2, fn est Lebesgue intégrable sur s0,8r.

c) Calculer lim
n

ˆ 8

0

fnpxq dx.

Exercice 4. Pour tout entier n ľ 1 et tout réel x, soit fnpxq :“ e´nx ´ 2e´2nx.

a) Montrer que
ÿ

nľ1

fnpxq est une série convergente pour tout x ą 0, et calculer sa somme fpxq.

b) Comparer
ˆ 8

0

`8
ÿ

n“1

fnpxq dx et
`8
ÿ

n“1

ˆ 8

0

fnpxq dx. Expliquer.

Exercice 5. a) Montrer que la fonction

f :s0,8rÑ R, fpxq :“
sin x

ex ´ 1
, @x ą 0,

est Lebesgue intégrable sur s0,8r.

b) Montrer que, pour tout x ą 0, nous avons fpxq “

`8
ÿ

n“1

e´nx sin x.

c) En déduire que
ˆ 8

0

sin x

ex ´ 1
dx “

`8
ÿ

n“1

1

n2 ` 1
.

Exercice 6. Dans pR,BRq, montrer que δ0 n’est pas unemesure à densité par rapport à la mesure de
Lebesgue.
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Exercice 7. Soit pX,M , µqun espacemesuré. Soit f une fonctionmesurable positive surX.Montrer
que

lim
n

n

ˆ
X

ln

ˆ

1 `
1

n
f

˙

dµ “

ˆ
X

f dµ.

Exercice 8. Soit f : R` Ñ R une fonction Lebesgue intégrable. Calculer

lim
n

ˆ
R`

expp´n sin2 xqfpxq dλpxq.

Exercice 9. Soit pX,M , µq un espace mesuré, avec µ finie. Soit f : X Ñ r0,8r une fonction mesu-

rable et, pour n ľ 1, soit In :“

ˆ
X

fn

1 ` fn
dµ. Calculer lim

n
In.

Exercice 10. Rappelons que, si y ľ 0, alors la suite
´´

1 ´
y

n

¯n¯

nľy
est croissante, de limite e´y.

Soit fnpxq :“ np1 ´ xqn sin2pnxqχr0,1spxq, @n P N˚, @ x P R.
a) Déterminer la limite simple (notée f ) de la suite pfnqnľ1.

b) Calculer, en utilisant le rappel et le théorème de convergence monotone, lim
n

ˆ
R
fn dλ.

c) Montrer que lim
n

ˆ
R
fn dλ ‰

ˆ
R
lim
n

fn dλ.

Exercice 11. Nous munissons l’intervalle r0, 1s de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue λ.
Soit pfnqnľ2 la suite de fonctions définies sur r0, 1s par

fnpxq :“

$

’

&

’

%

n2x, si 0 ĺ x ă 1{n

´n2px ´ 2{nq, si 1{n ă x ĺ 2{n

0, sinon
.

a) Tracer le graphe de fn.

b) Calculer et comparer lim inf
n

ˆ
fn dλ,

´
lim inf

n
fn dλ, lim sup

n

ˆ
fn dλ et

´
lim sup

n
fn dλ.

c) Mêmesquestions avec la suitede fonctions pgnqnľ1 définieparg2p :“ χr0,1{p2pqs,@ p P N˚,g2p`1 :“
χr1{p2p`1q,1s, @ p P N.

Exercice 12. Soient pX,M , µq un espace mesuré et f : X Ñ r0,8r une fonction mesurable.
a) Supposons µ finie. Pour n P N, soitXn :“ f´1prn, n ` 1rq. Montrer que f est µ-intégrable si et

seulement si
`8
ÿ

n“0

nµpXnq ă 8.

b) Nous ne supposons plus µ finie. Pour n P Z, soit Fn :“ f´1pr2n, 2n`1rq. Montrer que f est µ-

intégrable si et seulement si
8
ÿ

n“´8

2n µpFnq ă 8.

Exercice 13. (Suites croissantes de mesures)
a) Pour k P N, soit pan,kqnľ0 une suite telle que

an,k ľ 0, @n, k ľ 0, (H1)
pank

qkľ0 est croissante , @n ľ 0. (H2)

Soit an :“ lim
kÑ8

an,k, @n ľ 0.

Montrer que lim
k

`8
ÿ

n“0

an,k “
ÿ

nľ0

an.
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b) Soit pX,M q un espace mesurable. Soit pµkqkľ0 une suite de mesures surM telles que :

pµkpAqqkľ0 est croissante, @A P M . (H)

PourA P M , soit µpAq :“ lim
k

µkpAq.

(i) Montrer que µ est une mesure surM .
(ii) Montrer que pour toute fonction M -mesurable f : X Ñ r0,8s, la suite

`´
fdµk

˘

kľ0
est

croissante.
On pourra commencer par le cas où f est étagée.

(iii) Montrer que pour toute fonctionM -mesurable f : X Ñ r0,8s, on a

lim
kÑ8

ˆ
f dµk “

ˆ
f dµ.

On pourra commencer par le cas où f est étagée.

Exercice 14. En considérant, sur R, les fonctions fnpxq :“ ´px ` nq´, montrer que l’hypothèse
fn ľ 0 est essentielle pour avoir la conclusion du lemme de Fatou.

Exercice 15. Nous munissons r0, 1s de la mesure de Lebesgue. Pour n P N˚, soitm “ mpnq l’unique
entier tel quem2 ĺ n ă pm ` 1q2. Soient

An :“

„

n ´ m2

2m ` 1
,
n ` 1 ´ m2

2m ` 1

ȷ

, fn :“
?
mχAn .

Montrer que :
a)
´

|fn| Ñ 0.
b) Il n’existe pas g intégrable telle que |fn| ĺ g pour tout n P N˚.
c) Pour tout x P r0, 1s, nous avons fnpxq Û 0.
En déduire qu’en général la conclusion de la réciproque du théorème de convergence dominée néces-
site de passer à une sous-suite.
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