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Mesure et Intégration

Fiche 7
Convergence monotone et dominée.

Exercicel. Soit f une fonction Lebesgue intégrable sur R, . Calculer

lim [ f(z)—

noJR, r+n

o0 : n
lim / Gine)”
mJo

12

d\(x).

Exercice 2. Calculer

Exercice 3. Rappelons que
<1+£> e’ Vo >0.
n

Nous considérons, pour tout n > 2, la fonction f,, : |0, o[ — R définie par

1
R AL Vo >D0.
zi/m (1 + —)

n

fa(z) 1=

a) Démontrer que, pourn > 2 etz > 1, nous avons f,(r) < 4/
b) Montrer que, pour toutn > 2, f, est Lebesgue intégrable sur |0, oo|.

¢) Calculer lim / fol(z) dx.
" Jo

Exercice 4. Pour tout entier n > 1 et tout réel x, soit f,,(z) := e — 2727,

a) Montrer que Z fn(z) est une série convergente pour tout z > 0, et calculer sa somme f(x).
n>1
oo +00

+00 o0
b) Comparer/ Z fulz)dx et Z/ fu(z) dx. Expliquer.
0 n=1 n=170

Exercice5. a) Montrer que la fonction

F0,0[= R, f(x) i= ===, V& >0,
eit —
est Lebesgue intégrable sur |0, oo|.

+o0

b) Montrer que, pour tout x > 0, nous avons f(z) = Z e "sinz.
n=1

0 +00
1
c) Endéduire que /0 ;m_xl dr = Z RCBER

Exercice 6. Dans (R, %g), montrer que J, n'est pas une mesure a densité par rapport a la mesure de
Lebesgue.




Exercice7. Soit (X, .#, ;1) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable positive sur X. Montrer

que
1
limn/ln(l—i-—f) d,uz/fdu.
" X n X

Exercice 8. Soit f : R, — R une fonction Lebesgue intégrable. Calculer

lim exp(—nsin® ) f(z) d\(x).

n Jr,

Exercice 9. Soit (X, .#, ;1) un espace mesuré, avec y finie. Soit f : X — [0, oo une fonction mesu-

rable et, pourn > 1, soit [,, := / dp. Calculer lim 7,,.
x 1+ /" n
Exercice 10. Rappelons que, siy > 0, alors la suite ((1 - g) > est croissante, de limite e,
n n=y

Soit f,(z) := n(1 — z)"sin®(nz)x[o1(z), Vne N*,Vz e R.
a) Déterminer la limite simple (notée f) de la suite (f,,)n>1-

b) Calculer, en utilisant le rappel et le théoreme de convergence monotone, lim / fn dA.
n
R

c) Montrer que lim / fnd\ # / lim f,, dA.

Exercice 11. Nous munissons l'intervalle [0, 1] de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue ).
Soit ( f,,)n>2 la suite de fonctions définies sur [0, 1] par

nw, si0 <z <1/n
fo(z) :=< —n?(x —2/n), sil/n<z<2/n.
0, sinon

a) Tracer le graphede f,,.
b) Calculer et comparer lim inf / fnd), [liminf f, dX, limsup / fndXet [limsup f, d\.

¢) Mémes questions avecla suite de fonctions (g, ),>1 définie par go, := X[0,1/(2p)], VP € N*, gop41 :=
X[1/(2p+1),1], VP € N.

Exercice 12. Soient (X, .#, ;1) un espace mesuré et f : X — [0, o[ une fonction mesurable.

a) Supposons i finie. Pour n € N, soit X,, := f~([n,n + 1[). Montrer que f est p-intégrable si et
+00

seulement si Z nu(X,) < .
n=0

b) Nous ne supposons plus 1 finie. Pour n € Z, soit F,, := f~1([2",2""![). Montrer que f est u-
0

intégrable si et seulement si Z 2" u(Fy,) < oo.

n=—0oo

Exercice 13. (Suites croissantes de mesures)
a) Pour k € N, soit (a, x)n=0 une suite telle que

ang =0, V0, k>0, (HD)

(@n, k=0 est croissante , Vn > 0. (H2)

Soit a,, := ]}im Un i, V> 0.
—00

+00
Montrer que lim 2 Ank = Z Q.
k K

n=0 n=>0



b) Soit (X, .#) un espace mesurable. Soit (1 )x=0 une suite de mesures sur ./ telles que :

(ur(A))k=o est croissante, VA e 4 . (H)

Pour A € 4, soit u(A) := hiﬂ i (A).

(i) Montrer que p est une mesure sur .Z .

(ii) Montrer que pour toute fonction .#-mesurable f : X — [0, 0], la suite ([ fdpuy) Lo €St
croissante. -

On pourra commencer par le cas out f est étagée.
(iii) Montrer que pour toute fonction .# -mesurable f : X — [0,00], ona

]}er;/fduk—/fdu-

On pourra commencer par le cas ot f est étagée.

Exercice 14. En considérant, sur R, les fonctions f,,(z) := —(x + n)_, montrer que I'hypothése
fn = 0 est essentielle pour avoir la conclusion du lemme de Fatou.

Exercice 15. Nous munissons [0, 1] de la mesure de Lebesgue. Pour n € N*, soit m = m(n) l'unique
entier tel que m? < n < (m + 1)?. Soient

4 n—m?>n+1l—m
" l2m+1 2m+1

2
:| ) fn = \/EXA,V

Montrer que :

a) [|fal = 0.

b) Il nexiste pas g intégrable telle que | f,,| < g pour tout n € N*.
¢) Pour tout z € [0, 1], nous avons f,,(x) - 0.

En déduire quen général la conclusion de la réciproque du théoreme de convergence dominée néces-
site de passer a une sous-suite.



