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Mesure et Intégration

Fiche 8
Intégrales à paramètre.

Exercice 1. Soit f : R Ñ R Lebesgue intégrable. Montrer que la transformée de Fourier de f , définie
par

pfptq :“

ˆ
R
e´ıtxfpxq dλpxq, @ t P R,

est une fonction continue et bornée surR.

Exercice 2 (transformée de Laplace). Soit f : r0,8r Ñ R une fonction continue et bornée. Nous
posons

F ptq :“

ˆ 8

0

e´xtfpxq dx, @ t ą 0 ;

c’est la transformée de Laplace de f . (La fonction F est plus communément notéeL f .)
a) Montrer queF est de classeC8 sur s0,8r et exprimer pour tout k ľ 1 et tout x ą 0,F pkqptq sous
forme d’une intégrale.

b) Déduire de la question précédente la valeur de
´ 8

0
xk e´x dx, @ k ľ 1.

Exercice 3. a) Soit panqnľ0 une suite de nombre réels (ou complexes). Soient

R :“ suptr ľ 0 ; anr
n bornéu

et I :“ s´R,Rr. Posons F pxq :“
`8
ÿ

n“0

anx
n, @ x P I. Montrer que F P C8pIq et que

@ k P N˚, @ x P I, F pkq
pxq “

`8
ÿ

n“k

npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1qanx
n´k.

b) Calculer
`8
ÿ

n“1

p´1q
n nxn´1 pour tout x Ps ´ 1, 1r.

Exercice 4. Soit fpt, xq :“
t ´ 1

ln t
tx pour t P s0, 1r et x P R.

a) Montrer que F pxq :“
´ 1
0
fpt, xq dt est finie si et seulement si x ą ´1.

b) Montrer que F est de classeC1 sur s ´ 1,8r et calculer F 1 sur s ´ 1,8r.
c) Calculer lim

xÑ8
F pxq. En déduire la valeur de F pxq pour x P R.

Exercice 5. Pour x ľ 0, soient

F pxq :“

ˆˆ x

0

expp´t2q dt

˙2

et Gpxq :“

ˆ 1

0

expp´x2p1 ` t2qq

1 ` t2
dt.

a) Montrer que F etG sont de classeC1 surR`.
b) Calculer F 1pxq ` G1pxq pour x ľ 0.
c) En déduire la valeur de I :“

´ 8

0
expp´t2q dt, ainsi que la valeur de J :“

´
R expp´t2{2q dt.
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Exercice 6 (fonction zêta de Riemann). La fonction zêta de Riemann est donnée par la formule

ζpsq :“
`8
ÿ

n“1

1

ns
, @ s ą 1.

Montrer que ζ : s1,8r Ñ R est de classeC8.

Exercice 7. Soit fpxq :“

ˆ 1

0

tx´1

1 ` t
dt, @ x P R.

a) Montrer que f est finie si et seulement si x ą 0.
b) Montrer que f est continue sur s0,8r.
c) Calculer fpxq ` fpx ` 1q pour x ą 0. En déduire la valeur de lim

xŒ0
x fpxq.

Exercice 8. a) Montrer que la série
ÿ

nľ1

p´1qn

n
converge. NotonsK sa somme.

b) Pour x Ps ´ 1, 1r, posons fpxq :“
`8
ÿ

n“1

xn

n
. Montrer que f est de classeC1 sur s ´ 1, 1r et calculer

f 1.
c) Déterminer f sur s ´ 1, 1r et lim

xŒ´1
fpxq.

d) En déduire la valeur deK.

Exercice 9. Soit Ipαq :“

ˆ 8

0

lnp1 ` αx2q

1 ` x2
dx, α ľ 0.

a) Montrer que la fonction I : R` Ñ R est continue surR` et de classeC1 surR˚
`.

b) Donner une expression de I 1pαq si α ą 0.

c) Soit α P R˚
`zt1u. Décomposer la fraction

x2

p1 ` x2qp1 ` αx2q
en éléments simples. En déduire la

valeur de I 1pαq pour α ą 0.
d) Calculer Ipαq pour α ľ 0.

Exercice 10. Soit f la fonction définie surR` par fptq :“

ˆ 8

0

ˆ

sin x

x

˙2

e´tx dx.

a) Montrer que f est continue surR` et deux fois dérivable surR˚
`.

b) Calculer f2 et les limites à l’infini de f et f 1.
c) En déduire une expression simple de f .

Exercice 11. Soit P une probabilité sur pR`,BR`
q.

a) Montrer que, pour tout t ľ 0, la fonction x ÞÑ cospxtq est P -intégrable surR`. Soit

F ptq :“

ˆ
R`

cospxtq dP pxq, @ t ľ 0.

b) Montrer que F est continue surR`.

c) Nous supposons que l’application x ÞÑ x2 est P -intégrable. Déterminer lim
tÑ0

1 ´ F ptq

t2
.

(On pourra établir et utiliser l’inégalité 1 ´ cosu ĺ u2
{2.)

d) « Réciproquement », supposons lim inf
tÑ0

1 ´ F ptq

t2
ă 8. Montrer que l’application x ÞÑ x2 est P -

intégrable. (On pourra utiliser le lemme de Fatou.)
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