Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2025-2026
Mesure et Intégration

Fiche 8
Intégrales a parametre.

Exercice 1. Soit f : R — R Lebesgue intégrable. Montrer que la transformée de Fourier de f, définie
par

~

f(t) := / e " f(x)d\(z), VteR,
R
est une fonction continue et bornée sur R.

Exercice 2 (transformée de Laplace). Soit f : [0, — R une fonction continue et bornée. Nous
posons

F(t) := /Oooextf(a:) dz, Vt > 0;

c’est la transformée de Laplace de f. (La fonction F est plus communément notée . f.)

a) Montrer que F est de classe C* sur |0, oo[ et exprimer pour tout k > 1ettoutz > 0, F'*)(¢) sous
forme d’'une intégrale.

b) Déduire de la question précédente la valeur de fooo gFe vdz,Vk = 1.
Exercice 3. a) Soit (a,),>0 une suite de nombre réels (ou complexes). Soient

R :=sup{r > 0; a,r" borné}

+00
et/ := |—R, R[. Posons F(x) := Z a,x",¥ x € I. Montrer que F' € C*(I) et que
n=0
+00
VkeN* Yoel, F®(z)= Zn(n—l)---(n—/{:—i—l)anx”*k.
n=~k

+00
b) Calculer Z (—=1)"n2" ' pourtoutx €] — 1, 1].

n=1

t—1
Exercice 4. Soit f(t,x) := 'S t*pourt e ]0,1[ etz € R.
n
a) Montrer que F(z) := fol f(t, z)dt est finie si et seulement si z > —1.

b) Montrer que F estde classe C'' sur | — 1, 00| et calculer F” sur | — 1, oo|.
¢) Calculer lim F'(x). En déduire la valeur de F'(z) pour z € R.
r—00

Exercice 5. Pour x > 0, soient

Flz) = (/:exp(—ﬁ) dt>2 et G(z) = /01 exp(— (L + 1)) )

1+¢2

a) Montrer que F et G sont de classe C* sur R, .
b) Calculer F'(x) + G'(z) pour x > 0.
¢) Endéduirelavaleurde ] := [,” exp(—t?) dt, ainsi quelavaleur de J := [, exp(—t?/2) dt.




Exercice 6 (fonction zéta de Riemann). La fonction zéta de Riemann est donnée par la formule

+001

((s) := Z vt Vs> 1.

n=1

Montrer que ¢ : |1, 0] — Rest de classe C*.

1 4z—1
t
Exercice 7. Soit f(z) := / ——dt,VxeR.
o 1+t

a) Montrer que f est finie si et seulement si x > 0.
b) Montrer que f est continue sur |0, «o|.
c) Calculer f(x) + f(z + 1) pour z > 0. En déduire la valeur de h\n%:v f(x).

—1)"
Exercice 8. a) Montrer que la série Z u converge. Notons /{ sa somme.
n
n>1
+00 "
b) Pour x €] — 1, 1[, posons f(x) := Z —. Montrer que f est de classe C' sur | — 1, 1] et calculer
n
n=1

/
c) Déterminer fsur|—1,1]et 1\'1\m1f(m).
d) Endéduire la valeur de K.
*“In(1 2
Exercice 9. Soit I(«) :=/ n(;o;x)
0 1+

a) Montrer que la fonction I : R, — Rest continue sur R, et de classe C"! sur R¥.
b) Donner une expression de I'(«) sia > 0.

dz, o > 0.

.I'Q

en éléments simples. En déduire la
(1+22)(1 + ax?) P

¢) Soit o € R*\{1}. Décomposer la fraction

valeur de I'(a) pour o > 0.
d) Calculer I(«) pour o > 0.

0 . 2
Exercice 10. Soit f la fonction définie sur R, par f(¢) := / (sm x) e " dux.
0 xr

a) Montrer que f est continue sur R, et deux fois dérivable sur R* .
b) Calculer f” etleslimites a I'infini de f et f’.

¢) En déduire une expression simple de f.
Exercice1l. Soit P une probabilité sur (R, , %g, ).
a) Montrer que, pour tout ¢ > 0, la fonction  — cos(xt) est P-intégrable sur R . Soit

F(t) = /R cos(wt) dP(x), ¥t = 0.

b) Montrer que I est continue sur R, .

, . . 2 . . , . . 1 - F<t)
¢) Nous supposons que 'application x — x* est P-intégrable. Déterminer Pr% -

(On pourra établir et utiliser I'inégalité 1 — cosu < u?/2.)
1— F(t)
12
intégrable. (On pourra utiliser le lemme de Fatou.)

d) «Réciproquement », supposons lim iglf < o0. Montrer que l'application z — 2% est P-
t—



