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Mesure et intégration

La justification des réponses et un soin particulier de la présentation sont demandés et pris en compte lors de la no-
tation. Lematériel électronique (smartphone, calculatrice, montre connectée, etc.) et les documents sont interdits.

Question de cours. Soit pX,M , µq un espace mesuré.
a) Définir la notion d’ensemble négligeable.

b) DéfinirM , la tribu complétée par rapport à la mesure µ.
c) Montrer que

M “ tE Y A ; E P M etA négligeableu.

Exercice 1. Soit pX,M , µqunespacemesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes en justifiant
votre réponse.
a) SiA P M , alors µpXq “ µpAq ` µpAcq.
b) Si pAnqnľ0 est une suite décroissante d’éléments deM et µpA2q ă 8, alors

µ

˜

č

nľ0

An

¸

“ lim
n

µpAnq.

c) SiA,B P M et µpA Y Bq “ µpAq ` µpBq, alorsA etB sont disjoints.
d) Il existe un espace mesuré pX,M , µq tel que tµpAq ; A P M u “ t0, 1, 2u.
e) Il existe un espace mesuré pX,M , µq tel que tµpAq ; A P M u “ t0, 1, 3u.
f) La mesure de comptage surN est finie, respectivement σ-finie.
g) SoientA une famille qui engendreM et µ1, µ2 deuxmesures surM . On suppose que pour tout

A dansA on a µ1pAq “ µ2pAq. Alors pour tout T dansM on a µ1pT q “ µ2pT q.

Exercice 2. Pour t ą 0, on pose

F ptq :“

ˆ `8

0

e´tx sin
2 x

x
dx.

a) Montrer que F est de classeC1 sur s0,`8r et calculer F 1ptq pour tout t ą 0.
b) Montrer que la limite lim

tÑ`8
F ptq existe et la déterminer.

c) Calculer F ptq pour tout t ą 0.

Exercice 3. Soient a, b, L des réels tels que 0 ă a ă b etL ą 0. On considère la fonction f : R2 Ñ R,
définie par

fpx, yq “ sinpxyq.

a) Montrer que f est intégrable sur ra, bs ˆ r0, Ls, muni de la mesure de Lebesgue.
b) Montrer que

lim
LÑ`8

ˆ L

0

cospaxq ´ cospbxq

x
dx “ ln

` b

a

˘

.



On suppose dorénavant que a “ 1 et b “ 2 et on rappelle la formule cosp2xq “ 2 cos2 x ´ 1.
c) Montrer que pour tout n P Z,

cospxq ´ cosp2xq ľ 1, @x P
“π

3
` 2nπ,

π

2
` 2nπ

‰

.

d) La fonction x ÞÑ
cospxq´cosp2xq

x
est-elle Lebesgue intégrable sur s0,`8r?

e) La fonction f est-elle Lebesgue intégrable sur r1, 2s ˆ r0,`8r?

Exercice 4. SoitU :“ tpx, yq P R2, x ą 0, y ą x2, 0 ă x2y ă 1u.
a) Justifier queU est un ouvert deR2.
b) Montrer que l’application φ définie par

@px, yq P R˚
ˆ R, φpx, yq “ px2y,

y

x2
q,

est un C1 difféomorphisme deU sur un ouvert V deR2 que l’on explicitera.
c) A l’aide de ce changement de variables, calculer

ˆ
U

y
7
2 e´

y

x2 dxdy.


