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Mesure et intégration

La justification des réponses et un soin particulier de la présentation sont demandés et pris en compte lors de la no-
tation. Le matériel électronique (smartphone, calculatrice, montre connectée, etc.) et les documents sont interdits.

Question de cours. Soit (X, .#, ;1) un espace mesuré.
a) Définir la notion d’ensemble négligeable.
b) Définir.# , la tribu complétée par rapport i la mesure 4.
¢) Montrer que L
M ={E U A; E e/ et Anégligeable}.

Exercicel. Soit (X, .#, ;1) unespace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes enjustifiant
votre réponse.

a) SiAe . ,alors u(X) = pu(A) + pu(A°).
b) Si (A, )n=0 est une suite décroissante d’éléments de .# et j1(A2) < o0, alors

n>0 "

o) SiA,Be # et u(A v B) = u(A) + u(B), alors A et B sont disjoints.

d) Ilexiste un espace mesuré (X, ., u) tel que {u(A); Ae 4} ={0,1,2}.

e) Ilexiste un espace mesuré (X, .#, u) telque {u(A); Ae . #} ={0,1,3}.

f) La mesure de comptage sur N est finie, respectivement o-finie.

g) Soient .o/ une famille qui engendre .# et yu;, 1o deux mesures sur . . On suppose que pour tout
Adans .o/ ona iy (A) = pua(A). Alors pour tout 7" dans 4 ona iy (T') = p(T).

Exercice 2. Pourt > 0, on pose

+o0 2
F(t) :=/ e o™ L gy
0

T

a) Montrer que F est de classe C* sur 0, +o0| et calculer F”(¢) pour tout ¢ > 0.

b) Montrer que lalimite lim F'(t) existe et la déterminer.
t—+00

¢) Calculer F'(t) pour tout ¢ > 0.

Exercice 3. Soienta, b, L desréelstelsque 0 < a < bet L > 0. On considére la fonction f : R? — R,
définie par

[z, y) = sin(zy).
a) Montrer que f est intégrable sur [a, b] x [0, L], muni de la mesure de Lebesgue.

b) Montrer que
L cos(az) — cos(bx)

lim dr = 1n (é)

L—+0o0 0 X a



On suppose dorénavant que a = 1 et b = 2 et on rappelle la formule cos(2z) = 2 cos? x — 1.
c) Montrer que pour tout n € Z,

cos(xz) —cos(2zx) =1, Vre [g + 2nm, g + 2nm].

cos(z)—cos(2z)

d) La fonction z — est-elle Lebesgue intégrable sur |0, +oo[?

e) La fonction f est-elle Lebesgue intégrable sur [1,2] x [0, +oo[?

Exercice4. SoitU := {(z,y) e R?, > 0, y > 22, 0 < 2%y < 1}.
a) Justifier que U est un ouvert de R?.
b) Montrer que I'application ¢ définie par

) y
V(z,y) e R* x R, p(z,y) = (z%y, )

estun C! difféomorphisme de U sur un ouvert V de R? que 'on explicitera.
c) Alaide de ce changement de variables, calculer

/ y%e*z%da:dy.
U



