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Fiche 5
Mesures
Intégrales

Notations et éléments de cours dont certains sont pour l’instant admis

1. Ici λ désigne lamesure de Borel surR. Cettemesure est définie sur tous les boréliens deR et pour
tous réels a ă b, λpra, bsq “ λpsa, brq “ b ´ a.

2. Pour une fonction continue f : ra, bs Ñ R, f est Riemann et Lebesgue intégrable et l’intégrale de
Lebesgue de f coïncide avec l’intégrale de Riemann :

ˆ
ra,bs

fdλ “

ˆ b

a

fpxqdx.

3. Soit I un intervalle de R qui n’est pas un segment et f : I Ñ R` une fonction continue (f ľ 0).
Alors f est Lebesgue intégrable sur I si et seulement si l’intégrale de Riemann généralisée de f est
convergente. De plus, nous avons l’égalité des intégrales (finies ou infinies). Par exemple, dans le
cas où I “s0,`8r, ˆ

s0,`8r

fdλ “

ˆ `8

0

fpxqdx.

Exercice 1. (Mesure image) Soient pX,M q un espace mesurable et f : X Ñ Rn une fonction me-
surable. Soit µ une mesure sur M . Nous définissons f˚µ : BpRnq Ñ r0,`8s par f˚µpAq :“
µpf´1pAqq, @A P BpRnq. Rappelons que f˚µ est une mesure sur BpRnq. C’est la mesure image de
µ par f .
a) Déterminer f˚δa, avec a P X.
b) Soit µ une probabilité surX (donc µpXq “ 1). SiB P M , déterminer pχBq˚µ.

Exercice 2. SoitU un ouvert deR. Montrer que λpUq “ 0 si et seulement siU “ H.

Exercice 3. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) SiA Ă R est borélien et si λpAq ą 0, alors il existe un ouvert non videU Ă R tel queU Ă A.
Et réciproquement?

b) SiA Ă R est borélien et si λpAq ă `8, alorsA est borné.

Exercice 4. Soit pX,M , µq un espace mesuré.
Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Une partie d’un ensemble négligeable est négligeable.
b) Une union a. p. d. d’ensembles négligeables est négligeable.
c) Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Exercice 5. Soit pX,T , µq un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Si f : X Ñ r0,`8s est mesurable et satisfait µpf´1p`8qq “ 0, alors f est intégrable.
b) Si f : X Ñ r0,`8s est mesurable et satisfait

´
f dµ “ 0, alors f “ 0.

c) Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.
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Exercice 6. Dans cet exercice, I désigne un intervalle deR, muni de sa tribu borélienne et de la me-
sure de Borel.

a) Soit I :“ s0, 1r. Soit 0 ă α ă `8. À quelle condition la fonction x ÞÑ
1

xα
est-elle intégrable sur

I ?
b) Même question avec I :“ r1,`8r et I :“ s0,`8r.

Exercice 7. a) On considère la fonction f : r0, 1s Ñ R définie par

fpxq :“

#

x, si x P Q
x2, si x R Q

.

Montrer que f P L 1pr0, 1sq et calculer son intégrale.
b) Mêmes questions pour la fonction f : r0, π{2s Ñ R définie par

fpxq :“

#

sin x, si cos x P Q
sin2 x, si cosx R Q

.

Exercice 8. Soit B P BR tel que λpBq ą 0. Soit ε ą 0. Montrer qu’il existe un borélien A Ă B tel
que 0 ă λpAq ă ε. Indication : recouvrirB avec des intervalles disjoints de tailleă ε.

Exercice 9. a) Soit µ unemesure borélienne de probabilité sur r0, 1s, avec la propriété suivante :

µpBq ą 0 ùñ µpr0, 1szBq “ 0, @B P Br0,1s.

(i) Construire une suite d’intervalles fermés pIjqjľ0 Ă r0, 1s avec les propriétés suivantes : I0 “

r0, 1s, Ij`1 Ă Ij, @ j ľ 0, Ij est de longueur 2´j, @ j ľ 0, et µpIjq “ 1, @ j ľ 0.
(ii) En déduire qu’il existe un point a P r0, 1s tel que µ “ δa.

b) Soit ν unemesure borélienne σ-finie surR avec la propriété suivante :

νpBq ą 0 ùñ νpRzBq “ 0, @B P BR.

Montrer qu’il existe a P R et b P r0,`8r tels que ν “ b δa.

Exercice 10. Soit λ1 la mesure complétée de λ.
a) Soient f et g deux applications continues deRdansR.Montrer que f “ g λ1´p. p. ðñ f “ g.

De même pour f, g : A Ñ R, avecA Ă Rn tel queA Ă Å.
b) Soit f : R Ñ R. Nous considérons les deux propriétés suivantes.
(P1) f est continue λ1-p. p.
(P2) Il existe une fonction g : R Ñ R continue telle que f “ g λ1-p. p.
Montrer que (P1) n’implique pas (P2), et que (P2) n’implique pas (P1).

c) Soit ε ą 0. Montrer qu’il existe un ouvertU dense dansR tel que λ1pUq ĺ ε.

Exercice 11. Pour des fonctions f, g définies sur X à valeurs dans R ou Rn, la relation f „ g si et
seulement si f “ g µ-p. p. est une équivalence.
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