Correction du partiel du 6 mars

Exercice 1

a)

b)

L’intégrale présente deux problemes de convergence : en 0 et en +oo.

Etudeen0:

log(©)
025 log()

1 1

Ilog(t)dt =[tlog®)L; —J‘t X%dt par intégration par parties.

;:.l a

jlog(t)dt =[tlog(t)-t]. =-1-alog@)+a et lim alog(a) =0

log(t)

1
Donc I'intégrale jlog(t)dt converge et .
5 1+t

est donc aussi intégrable en 0.

Etude en + :

lim tLSM =0 doncil existe T tel que pour tout t >T, tl's—log(t) <1
t - +oo 1+t2 1+t2
Donc pour t >T, log®) S%

1+t2| t~

+00 0 t
On utilise le critére de Riemann avec ¢ = 1,5 en +, donc l'intégrale '[ lg—iz)dt converge.
1

* log(t
Conclusion : J 1f—§2)dt est une intégrale convergente.
0

L’intégrale présente deux problémes de convergence : en 0 et en +co.

Etudeen 0:
sin 1
t 1

I

Pour tout t >0,

0

1
On utilise le critére de Riemann avec a = Sen 0, donc, par comparaison, I'intégrale J. \/_
t

0

converge.
Etude en + :

1 . (1) 1
Si ttend vers +o, T tend vers 0 et Sln(X)~O~ Xdonc Sln(—j ~=

t +oot )
: (1)
Sin| —
t 1

B

Donc

)
o SIN R
—/

On utilise le critére de Riemann avec ¢ = 1,5 en +, donc l'intégrale I \/_ t converge.

1
! (1j
+w SIN E
Conclusion : I Tdt est une intégrale convergente.
0

dt



Correction du partiel du 6 mars

Exercice 2
— Xt +00

On pose f(x,t) :% pour (X,t)]0; +0o[X[0; +oo[ . F(X) = J. f(xt)dt.
0
a) Pourtout x>0, t— f(X,t)estintégrable en +oo (pas de probléme en 0) car:

—xt

1+t

<e ™ ett>e™ estintégrable en +o0 pour X>0.

Donc F(X) = j f (x,t)dt est bien définie sur ]O; +oo[ .
0
b) On utilise le théoréme de dérivation sous le signe intégrale sur [a; +oq[ .
Soit a>0,

- F(¥)= '[ f (x,t)dt est bien définie sur [&; +o .
0

2 f(xt) _ -
- XHe— est dérivable sur [&; +oo et of (x, )= .
1+t X 1+t

—xt

- Pourtout x([a; +od , <e ™ <e ™ etlafonction t > € est absolument intégrable sur

[0; +oo (et cette fonction ne dépend pas de X).

On déduit alors du théoreme de dérivation sous le signe intégrale que la fonction F est dérivable sur
[& +odf .

c) D’aprés b) la fonction F est dérivable sur [&; +oo[ pour tout & > 0. Cela implique que le fonction F est
dérivable sur ]0;+oof .
d) D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale dont on vérifié les hypotheéses a la question b),
F()_Taf(xt) j—te‘“oIt
0X 1+t

0

_ o 7 of (x t)
On calcule pour A strictement positif : J‘ f(x t)dt I

0

dt .

o= 100 ety sty forg fe" [ e”, 1

1+t 1+t , L+t x|, X X
e—Ax
/llm —=0(x>0)donc F(X)-F (x)——
— +oo X
Exercice 3
Existence: ...

+o0

Calcul : f Og(X) = j f(y)g(x-y)dy

—00

1
f Og(x) :Ig(x— y)dy par définition de f .
0

On effectue un changement de variable: U= X-V.
Onaalors du=-dy et 0Sy<le x=u=x-1
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insi, 0909 = g(x-)dy = [ g(u)(-du) = | gu)du.

Si X< 0 alors sur [X=1;X], g(u) =0 etdonc f Og(x)=0.
Si Xx—1= 0, c'est-a-dire si X=1 alors sur [X—1;X], g(u) =u etdonc:

uz}x _X2_ (x-1P2_x2 x2 X 1 1
x-1

f O0g(x)= | udu=| — )
9(x) XL [2 2 2 2 2 2 2 z

Si 0< x<1lalors Xx—1< 0 donc par définitionde g, f [g(x) = J- g(u)du =Iudu.
0 0

_ X _ u2 X _ X2
Donc f Og(x) —J;udu —[?l =2
0 sur ] —o0;0]
Ainsi,ona f Og(x)=<x2/2 sur ]0;1

X—0,5 sur [1; +oo



