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Exercice 1 Transformation de Laplace. Rappel : L(e™t™)(s) =
2541

(s —2)(s2+1)

2. En utilisant la transformée de Laplace, résoudre alors 1’équation différentielle :

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante : Y(s) =

5 5
y"(z) — iy'(x) +y(x) = ) sin(z), avec les conditions : y(0) = 0,¢(0) = 2.

1. Decomposition sur C : Y (s) = (8—2)3:1_21)(8—1—2) = sf2 4 s?i + sii
A = 21_%(3—2)}/(3)2221
B = m(s—i)ws):%:_%
= Sg@i(sﬂ)i/(s):%Z—%
DOHCY(S):siQ_;(sii+s—1&-i>:si2_82j-1'

2. On pose Y(s) = L(y)(s). On a
Ly)(s) = sY(s)—y(0) =sY(s)

Ly")(s) = Y (s) = sy(0) —y'(0) = s*Y (s) — 2
L(sin)(s) = = i_ 7

Donc Y (s) satisfait s2Y (s) —2 — 2sY(s) + Y(s) = =3 521+1 ce qui donne

5_1
V()= i o 2o tl
s2—5s+1  (s2+1)(s—-2)

La réponse a la premiere question nous permet d’invertir la transformé de Laplace :

y(@) = L7 (—5)(@) = L7

)(z) = ** — cos(z)

Exercice 2 Calculer les limites suivantes au sens des distributions.

. N n —n|x
1. nlggon" ou fp(x) = 56 ||
. Op—0_p
2.l =y

Une suite de distributions 7, converge vers T au sens de distributions si pour toute fonction test ¢ on a
lim T, (¢) = T(p).
n—oo

1. Soit on raisonne avec un résultat du cours ainsi : Avec p(z) = te”I®l on a f, = pL ol pe(x) = Lp(2).

Comme p est une fonction continue positive et [ p(z)dz = 1 on a (résultat du cours) lim._,q [ pe(z)p(x)dz =

©(0) pour toute fonction test. Donc lim T}, = ¢y, la distribution de Dirac en 0.
n—oQ

Soit on calcule directement : Soit ¢ une fonction test, on effectue le changement de variable u = nx.
0
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On montre ensuite que ¢ est bornée :



(1) ¢ est une fonction test donc 34, B € R, A < B,V €] — 00, A]U [B, o0, f(z) = 0.
(2) ¢ est continue sur [A, B], elle est donc bornée. Donc IM > 0,Vx € [A, B],|f(z)] < M.
(1) + (2) = Vz € R, |f(x)| < M.

Donc, Yu € [0, 00|, ’e*“gp (E> ‘ < Me™™ (qui est une fonction intégrable sur [0, oo[).
n
Le théoréme de convergence dominée permet de conclure que le e Y (%) du = ¢(0). On montre
n o0 0
0
de la méme maniere que lim ey (E> du = ¢(0).
n—oo J_ n
Donc lim Ty, = do.
n— oo
2.
on — 5—h( )= on(p) —=0-n(p) _ @(h) —(=h)
on 2 2

. (p(h)—(p(—h)_ / . (5h—(5,h__,

et %%72}1 = ¢'(0). Donc }{%72}1 = —0;.

Exercice 3 Dérivation des distributions.

1+ 2? iz>0

1. Calculer la dérivée au sens de distribution de T, ol g(z) = e ) S? =
—1—-2° siz<0

2. Soit f(x) =sin(x) — = et ¢ une fonction test. Calculer T(¢) pour T = fdg et T = f4,.

1. g est une fonction de classe C' par morceaux avec un saut en x = 0. On a A,(0) = lim, o+ g(z) —

2 iz>0
lim,_,o- g(x) = 2. De plus ¢'(z) = { voon

) ce qu’on peut écrire ¢'(z) = 2|z| (on pose ¢’'(z) = 0).
-2z siz <0
D’ou

T; =Tyjg + 26p.

2. f est une fonction de classe C*° qui satisfait f(0) =0 et f/(0) =0. On a féo(p) = do(f) = f(0)p(0) =
F(0)0(2). Done f3 = £(0)3 = 0.
D’apres la regle de Leibnitz, (fdg) = f'00+ f0;. Comme f§ = 0 ceci donne fo; = —f'dp = —f'(0)dg = 0.



