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Fonctions usuelles
I Divers

Exercice 4.1.

2
. X . X
1. Montrer que 1 + sin(x) = (cos (5) + sin (5)) .
2. Exprimer cos(4x) et sin(4x) en fonction de cos(x) et de sin(x).
3. Exprimer en fonction de tan(x) uniquement les fonctions

s 4 4
i o i) = cost(0); frx o0 ) = S e,

sin3(x) — cos3(x)

farx o f3(x) =

SIn00) — cos(x) et fi:x — fi(x) = cos?(x) — sin(x) cos(x)

Correction exercice 4.1.

1.
(COS (g) + sin (;))2 = cos? (;) + 2sin (;) oS (;) + sin? (;)
= cos? (;) + sin? (g) + sin (2 X g) =1 + sin(x)
2.

cos(4x) = cos(2 x 2x) = 2cos?*(2x) — 1 =2(2cos?*(x) —1)* -1
= 2(4cos*(x) —4cos?(x) +1) —1 = 8cos*(x) — 8cos?(x) +1
Mais ce n’est pas la seule solution.
sin(4x) = sin(2 x 2x) = 2sin(2x) cos(2x) = 4 sin(x) cos(x) (cos?(x) — sin?(x))
Mais ce n’est pas la seule solution.

3.
~ _cos?(x) cos?(x) _ 1 _ 1
fi(x) = cos®*(x) = 1 cos?(x) +sin2(x) cos?(x) +sin?(x) 1 + tan?(x)
cos2(x)

in*(x)
£ = sin*(x) + cos*(x) B cos*(x) (;24();) + 1) B tan*(x) + 1
23 7 sin*(x) — cos(x) cos*(x) (sg::(();)) _ ) ~ tan*(x) — 1

1



sin3(x) 1)

sin3(x) — cos3(x) B cos? (x) (cos3(x) B

tan3(x) — 1
fa() = sin(x) — cos(x) sin(x = cos*(x) tan(x) — 1
(x) (x) cos(x) (cos%x% _ 1) (x)
1 tan3(x) — 1 1 (tan(x) — 1)(tan?(x) + tan(x) + 1)
~ 1+ tan? (x) tan(x) — 1 ~ 1+ tan? (x) tan(x) — 1
tan®(x) + tan(x) +1 1+ tan®(x) + tan(x) _ tan(x)
- 1 + tan?(x) B 1 + tan?(x) =T 1 + tan?(x)

Avec laformulea® —1=(a—-1)(@*+a+1)
Autre méthode avec la formule a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)
sin3(x) — cos3(x)  (sin(x) — cos(x))(sin?(x) + cos(x) sin(x) + cos?(x))
2t = sin(x) — cos(x) - sin(x) — cos(x)
= sin?(x) + cos(x) sin(x) + cos?(x) = sin?(x) + cos?(x) + cos(x) sin(x)
sin(x) 3
cos(x) T 1 + tan?(x)

= 1+ cos(x) sin(x) = 1 + cos?(x)

tan(x)

tan(x)
=14+———
1 + tan?(x)

fa(%) = cos?(x) = sin(x) cos(x) = cos?(x) (1 — tan(x)) = %T(&))
Exercice 4.2.
1. Calculer

1 1
ch (E 1n(3)) et sh (E 1n(3))
2. A l’aide de la formule ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b), déterminer les solutions
de I’équation :
2 ch(x) + sh(x) = V3 ch(5x)

Correction exercice 4.2.

1.
1
1 1 —_
h(ll (3))_efln(3)+e_§1n(3)_eln(ﬁ)+e_l“(\/§)_\/§+\/§_3+1_ 2 _2\/§
A\ )= 2 - 2 T 2 253 V3 3
1
h<11 (3)>_e§1n(3)_e—;1n(3)_eln(ﬁ)_e—ln(ﬁ)_ﬁ_ﬁ_?)_l_ 1 _\/§
S\ )= 2 - 2 T 2 2533 B33

2.



2 ch(x) + sh(x) = V3 ch(5x) & ?ch(x) + ?sh(x) = ? x V3 ch(5x)

& ch (%ln(B)) ch(x) + sh (%ln(S)) sh(x) = ch(5x) © ch (% In(3) + x)

1 1
=In(3) + x = 5x 4x = =In(3)
= ch(5x) s 2

1
Eln(3) + x = —5x 6x = —Eln(?,)

S= {%m(s) , —1—121n(3)}

Exercice 4.3. u et v étant deux réels, établir les formules suivantes :
ch?(w) + sh?(v) = sh?(w) + ch?(v) = ch(u + v) ch(u — v)
ch?(u) — ch?(v) = sh?(u) — sh?(v) = sh(u + v) sh(u — v)

Correction exercice 4.3. Pour tous u et v deux réels.

5 5 el +e W% eV —e T\ e2U 4D 42Uy eV ) 4 g2V
ch®(u) +sh*(v) = (—) +< ) =
2 2 4
eZu + e—Zu _|_62v + e—Zv

4
sh?(u) + ch*(v) = (eu_z—e_u)z + (

eZu +e—2u _|_62v +e—2v

e’ + e“’)z e —24+e Mt e 4 2+e W
2 4

4 eu+v + e—u—v eu—v _ e—u+v
ch(u + v)ch(u —v) = 5 X 5
eu+v+u—v _ eu+v—u+v + e—u—v+u—v _ e—u—v—u+v
B 4
eZu _|_e—2u +82v+e—2v
B 4

on a bien
ch?(u) + sh?(v) = sh?(u) + ch?(v) = ch(u + v) ch(u — v)

el +e ™% eV 4+ e V\? U4 D4 e U (g2V 42 4 o2
Chz(”)_Chz(”)z(T) _< 2 ) = 4( :

p2U 4 p=2U _ g2V _ =20
4

el —e % gV — g7V e —2 4 e M — (e —24 7%

st - (55 (£ b ney

eZu + e—Zu _ e2v _ e—2v
4




u+v -u-v

u-—v -u+v
sh(u+v)sh(u—v)=e —Ze xe -|—2e

eu+v+u—v _I_ eu+v—u+v _ e—u—v+u—v _ e—u—v—u+v
N 4

eZu + e—Zu _ eZv _ e—Zv
B 4

on a bien
ch?(u) — ch?(v) = sh?(u) — sh?(v) = sh(u + v) sh(u — v)
Exercice 4.4. Montrer que pour tous x et y réels distincts :
xty e*+eY
e 2 < 2

Correction exercice 4.4. Pour tous x et y réels distincts

x+y Xy 2 Xy y
e*+e¥ xty e*—2e2 +e¥ (32) _29292"‘(92)

N)
—~
®
N &R
I
D
N
—

— 2 = — = > 0
2 ¢ 2 2 2
carx #y
on a bien
x+ty e*+eY
e 2 <
2
Exercice 4.5. Calculer, lorsque c’est possible, la dérivée des fonctions f; définies de la maniere
suivante .
1+x )
fi(x) = In|cos(x)|; f2(x) =1In (1 — x) ; f3(x) = cos*(3x);

fo(x) = e®*1, fi(x) = tan(x?), fo(x) = V1 — x?

Correction exercice 4.5.

sin(x)

= —tan(x)

f1’(x) = -

cos(x)

1 -1 1 1
= In|1 —In|1 - (x) = — —
f22) = nfl + 2]~ Il =] = f3(0) 1+x 1-—x 1+x+1—x
l-x+1+x 2

- 1+x)(1—-x) T 1—x?
f3(x) =2 cos(3x) x (—3sin(3x)) = —6 cos(3x) sin(3x)
ﬂ(x) — 2€2x+1

fi(x) = (1 + tan?(x2))2x = cosi%
’ )_——Zx__L
f6 X —Zm_ m



Exercice 4.6. Résoudre dans R
3ch(x) —sh(x)—3=0

Correction exercice 4.6.
On pose X = e*

x+d x-l
3ch(x) —sh(x) —=3=0<3 ST —-3=03X*+1)-X*>-1)-6X

=022X’°-6X+4=0X?>-3X+2=02X=1o0u X=2x
=0 ou x =1In(2)

Exercice 4.7. Discuter en fonction de la valeur du réel x de I’existence de la valeur
éventuelle de la limite de x™ quand n tend vers +co.

Correction exercice 4.7.

Six < —1 alors x™ n’a pas de limite mais lim |x|™ = +o0
n—-+oo

Six =—1alors x™ = (—1)" n’a pas de limite.
Silx| <le -1<x<1lalors lim x®* =0

n—-+oo
Six=1alorsx™ =1donc lim x" =1
n—+oo
Si x >1alors lim x™ = 400
n—-+oo
Exercice 4.8. Calculer les limites suivantes :

xl_l)lzloo e *(ch3(x) — sh3(x))

xlgrpm(x — In(ch(x)))

Correction exercice 4.8.

e—x
= ?(93’6 +3e* 4+ 3e7* + e73F — (e3% — 3e¥ + 3e7* — e7%%))
—X

e 1
— X 2 —-3x) — — ,—4x
3 (6e* + 2e7°%) +4e

S w

Donc

Jim_e™*(ch®(x)) — sh*(x)) = z

e*+e™* 1+e—2x
x —In(ch(x)) =x —1In (T) =x—In (exT>

14+e2* 14+e2*
=x —In(e*) —In (T) = —In (T)



. 1+e™2* 1
xodbs 22
Donc
1
lim (x — In(ch(x))) = —1n <—) = 1n(2)
x—+00 2
Exercice 4.9. Résoudre dans R

3ch(x) —sh(x) —3=0

Correction exercice 4.9.
On pose X = e*

X+3 X—vp

3¢ch(x) —sh(x) =3 =0 o 3 ZX— ZX—3=OC$MWH4)—@2—D—6X

=02X’-6X+4=0X?>-3X+2=0©X=1o0u X=2x
=0 ou x =1In(2)

Exercice 4.10.
Soitsh :R - R.
1. Montrer que sh est une bijection continue et soit sh™ sa bijection réciproque.
2. Calculer (sh™! )’ a I’aide de la formule du cours.
3. Déterminer explicitement sh™1(x) et retrouver le résultat du 2.

Correction exercice 4.10.

1. sh(x) =2 _:_ donc sh est définie, continue et dérivable sur R

sh’(x) = ch(x) > 0 donc sh est strictement croissante
lim sh(x) = —o et lirp sh(x) = 4o
X—>—00 X—>+ 00

Donc sh: R — R est une bijection continue.
2. On rappelle que

_1[ — 1
U= 5 =w)

sh’(x) = ch(x)
Par conséquent
1
h™)(x) =————=
(sh™ ') = F )
Comme pour tout « € R
ch?(a) — sh?(a) = 1 © ch?(a) = sh?(a) + 1

Et que ch(a) > 0, on ch(a) = /sh?(a) + 1, d’ou
ch(sh™1(x)) = \/shz(sh‘l(x)) +1= \/x2 +1

Et enfin
1

-1y —
(sh )(x)_\/xz—-l—l




x,y €ER 2

e*—e™*
{y = sh(x) @{y=—
x,y €ER

On pose X = e* etdonc e™ = %

x-1 X2 -1 ) ,
{yzsh(x) y = X(:) y:T@{ZszX —1@{X —2yX—-1=0
x,y€€ER EZ]R %y € R x,y €ER x,y ER
X,y 2

Il s’agit d’une équation du second degré dont le discriminant vaut A = 4y2 + 4 = 4(y2+ 1) > 0
Et dont les racines sont

2y —2y2+1 2y +2\/y2 +1
= 2}’ =y—4y?+1<0 et X,= 4 zy =y+4y2+1>0

1
Comme X = e* > 0 la seule solution possible est :
X=e*=y+,y2+1
{y= sh(x) (:){ex =y+.y2+1 @{x =1n(y+,/y2 +1)

x;yER X,YE]R x’yE]R
D’ou on déduit que

vy € R,sh™1(y) =In (y + v+ 1)
Vx € R,sh™(x) = In (x +/x2 + 1)

Ce qui s’écrit encore

Et enfin
2x X VxZ2+1+x
1+—— 1+ \/27
(Sh—l)l(x): 2VX2+1_ vx2+1_ vx2+1 _ X +1+X 1

X+VZH1 x+VP+1 x+Vei+1 Vi 1(x+VaZ+1) Va2 +1
Concavité, convexité, points d’inflexion

Exercice 4.11.
Soient f(x) = x3 — 3x2 + 6x
1. Déterminer I’intersection du graphe avec 1’axe des abscisses.
2. Déterminer les points ou le graphe admet une tangente horizontale.
3. Montrer que f admet un point d’inflexion. Préciser la concavité de la courbe selon les valeurs de x.

Correction exercice 4.11.
1. On cherche les valeurs de x qui Vvérifient f(x) = 0

x=0
fX)=0ex(x*-3x+6)=0 ou ©x=0
x> —=3x+6=0
Car I’équation du second degré x? — 3x + 6 a un discriminant négatif et donc n’a pas de racine réelle.
Il n’y a que le point (0,0) comme intersection entre le graphe et I’axe des abscisses.
2. f'(x) = 3x% — 6x + 6, et on cherche les valeurs de x qui annulent f'(x), le discriminant est négatif
donc la dérivée n’est jamais nulle, il n’y a donc pas de point avec une tangente horizontale.
3. f"(x) = 6(x — 1), la dérivée seconde s’annule en x = 1 et change de signe, il y a donc un point
d’inflexion en (1,f(1)). Si x < 1alors f"(x) < 0 la courbe est donc concave et si x > 1 alors

f"(x) > 0 la courbe est convexe.

Exercice 4.12.



Soient f(x) = x3 —6x? + 11x — 6
1. Déterminer les points ou le graphe admet une tangente horizontale.
2. Montrer que f admet un point d’inflexion. Préciser la concavité de la courbe selon les valeurs de x.

Correction exercice 4.12.
1. f'(x) = 3x% — 12x + 11, et on cherche les valeurs de x qui annulent £’ (x), le discriminant est
A=122-4x3x11=144—-132 =12

12— 23 12 + 243
T=6—\/§ ou X=T=6+\/§

I y a deux points d’intersection avec 1’axe des abscisses (6 —3,f(6 - \/§)) et (6 +V3,f(6 + \/§))

2. f"(x) = 6(x— 2), la dérivée seconde s’annule en x = 2 et change de signe, il y a donc un point
d’inflexion en (2, £(2)). Si x < 2 alors " (x) < 0 la courbe est donc concave et si x > 2 alors
f"(x) > 0 la courbe est convexe.

f'x) =0 x=

Etudes de fonctions completes

Exercice 4.13. On définit la fonction f: R\ {—1} - R par :
_x*+3x+3
fO)=—>"7—
1. Etudier les variations de f.
2. Calculer les limites de f au bord de I’ensemble de définition.
3. Calculer les limites en —oo et 400 de 1I’expression
fO) —(x+2)
En déduire que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote au graphe de f.
4. Déterminer la position du graphe par rapport a I’asymptote d’équation y = x + 2.
5. Tracer le graphe de f.

Correction exercice 4.13.
1. vx e R\ {-1}
2x+3)(x+1)—(x*+3x+3) 2x*+2x+3x+3—-x>—-3x—-3 x*+2x

f1) = (x + 1) (x + 1)2 T x+1)2
x(x + 2)
T (x +1)2
X —o0 -2 -1 0 +o00
X - - - 0+
x+2 - 0 + + +
f'(x) + o - [l - o +

Donc f est croissante sur |—oo, —2[, f est décroissante sur |—2, —1[, f est décroissante sur |—1,0[ et f

est croissante sur 0, +oo].

2.
liml(x2 +3x+3)=1
x——
Donc
lim f(x) =—o et lim f(x) = +o
x—>—-1" x—-—-1%
Et d’autre part
2 2
lim f(x) = lim L - w et lim f(x) = lim L e
X—>—00 X—>—0 X X—+o00 X—>+0 X



3. VvxeR\{-1}
_ _ x%+3x+3 _ 2 43x+3—(x+2)(x+1) _ x%+3x+3—x%—x—2x-2
fO-x+2)=——-x+2)= — — —

Par conséquent

1
= —alors
x+1

xlirp (f(x) —(x+ 2)) =0
La différence entre le graphe de f et la droite d’équation y = x + 2 tend vers 0 en —oo et +oo, cela
montre que la droite d’équation y = x + 2 est asymptote au graphe de f.

4,
Six<—lalors f(x) — (x+2) = xl: < 0 donc le graphe est dessous la droite.
Six>-—-lalors f(x) — (x+2) = ﬁ > 0 donc le graphe est dessus la droite.
5.
X —00 —2 —1 0 400
f'(x) + 0o - -0 +
f(x) /'—1\ +00 /' +00
—oo —o0 \4 3
f(=2)=-1 et f(0)=
15 A
10
/
-5 1 2 3 '4
-15
Exercice 4.14.

On note f la fonction définie sur [0,1] par flx) = (1 — x) In(1 — x) + x et g la fonction définie sur ]0,1[
par g(x) = — 212

X

1. Etudier les variations de f sur [0,1] et en déduire que f est a valeurs positives.
2. Etudier les variations de g sur ]0,1[.
3. Déterminer les limites éventuelles de g(x) pour x tendant vers 0 et pour x tendant vers 1.

Correction exercice 4.14.
l. 05x<1=2-1<—=x<0=>0<1—-x<1
Ce qui montre que f est définie, continue et dérivable sur [0,1]

vx € [0,1[, f'(x) = —In(1 —x) + (1 — x) X -
Ce qui montre que f'(x) est strictement négative pour 0 < x < 1 et nulle pour x = 0 et donc que f est
strictement croissante.
Comme f(0) = (1 —0)In(1 —0) + 0 =1In(1) = 0, pour tout x > 0 (et x < 1, bien sdr)
fG)>f(0)=0

+1=—-In(1-x)

2. Pour tout x € ]0,1[



-1
oo =5 X¥—1xIn(1-x) o =x={10-0h(1-x) x+@-x)In(1-x)
9'() =~ x2 T (1—2x)x? B (1—x)x?

_f®
(1 —x)x?

Le dénominateur est strictement positif et f (x) aussi donc pour tout x > 0etx < 1, g'(x) > 0 sur

I’intervalle ]0,1[ donc g est strictement croissante sur cet intervalle.

3. Enl.

In(1 —x)
g(x) = - ot

car X In(X) — 0 lorsque X — 0 est une limite indéterminée connue
En 0, on rappelle que

In(1+ h)
m———-=1
x—0
On pose h = —x, alors
- In(1-x) .
= =1 et =1

2

Exercice 4.15. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + %) e ™.

1. Déterminer les limites éventuelles de f en —co et en +oo.
2. Etudier les variations de f.
3. Tracer sommairement la courbe représentative de f.

Correction exercice 4.15.
1. Six<O0onposex? =X o x =—VX,donc f(x) = (—\/7+§)e—xmo
Jim f(x) =0
Six>00nposex2=X(:>x=\/Y,doncf(x)=(ﬁ+%)e—xm0
Jim, £ =0

Ceci dit dans ce cas les limites sont presque évidentes.
2. f'(x) = e~ + (x + %) (—Zx)e"‘2 =(—2x2—x+ l)e"‘2

Le polyndme —2X% — X + 1 admet X; = —1letX, = %comme racines donc
1
—2X?2-X+1= —2(X+1)(X—E)

par conséquent f'(x) = —2(x + 1)(x — %)e"‘2
on en déduit le tableau de variation de f
X —00 -1

f'(x) - 0 +

f(x) -
0\‘ -t / e \ 0

2e

+ oo

ONI-

— 1
3. 2—; ~ —0,2engrosete +« =~ 0,8 en gros.

10
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e~1/4 o8 -

Exercice 4.16. Soit f la fonction définie par
F) = 4 —5ch(u)
sh(u)
1. Montrer que f est bien définie, continue et dérivable sur R*. Est-elle paire, impaire ?
2. Déterminer les limites éventuelles de f en +co eten 0.
3. Etudier les variations de f sur R*. On veillera a donner une expression trés simple les points ou f'
s’annule.
4. Dresser le tableau de variation de f et tracer son graphe.

Correction exercice 4.16.
1. f est définie, continue et dérivable si et seulement si sh(u) # 0, donc sur R*.
4—5ch(-u) 4—5ch(u)

f(=u) = sh—) —  —sh@) —f(w)
de plus I’ensemble de définition est symétrique par rapport a 0 donc f est impaire.
2.
uli_)rglJr(éL —5ch(u)) =-1
lim sh(u) = 0% = uh_)rg&f(u) -
u-0%
Limite en 400
Premiére méthode, on pose X = e*
4—56“5—611 8—5(e”+eiu) 8—5X—% 8X —5X2—-5 —5X2+8X-5
fw = el —e—t L1 = 1 X2z — 1 = X2 — 1
—z et~ ¢
—5X?2+8X -5
uhm fu) = hmOo o =—
Deuxiéme méthode
4 ch(w) 4 1

f(u) = sh(u) - sh(w) - sh(u) B Sth(u)

lim =0
u—+oo sh(u) = lim f(u) = -5
lim th(w) =1 ¥*7*®

u—->+oo

3. Pourtoutu > 0.

11



—5sh(u) x sh(u) — (4 — 5ch(u)) X ch(u)  —5sh*(w) —4ch(u) + 5ch?(u)

frw) =

sh2(u) sh2(u)
_ 5(ch?*(w) —sh?(w)) —4ch(u) 5—4ch(u)
B sh?(u)  sh?2(w)
On cherche la ou les valeur(s) de u > 0 qui annule f'(u) et on pose X = e*
u + -u 2
5—4ch(u)=O@5—4%=0@5—2X—§=O(:)—2X2+5X—2=O

le discriminant vaut : A = 25 — 4(-2)(—2) =9
il y a donc deux solutions
—5-3

X1 = =2 et X; =
1 ) e 1

Onrevient en « u »

1
u; =In(2) >0 et u2=ln(§)=—ln(2)<0

ensuite comme u ~ 4 — 5 ch(u) est décroissante sur R*
0<u<In(2)=>4—-5ch(u) >4—-5ch(ln(2))=0=f'(w) >0
In(2) <u=4-5ch(In(2)) <4—-5ch(uw) =0=f'(u) <0

4,
u 0 In(2) +00
f@) + 0 -
f(w f(n(2))
—oo/ \ -5
Avec
4 — 5ch(In(2))
fn@) = =552
ch(In(2)) = Z
1
eln(Z) _ e—ln(z) 2 — > 3
sh(In(2)) = 5 =—"=3
par conséquent
5
4—-5x%x7 9
fn(@) = —5—2t=-5=-3
4
- 73

[RE
(03]

Exercice 4.17. Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2 sin(x) + sin(2x).
1. Déterminer I'ensemble de définition de f, sa période et sa parité. En déduire un intervalle d'étude.
2. Calculer la dérivée de f et déterminer son signe.
3. Dresser le tableau de variation.
4. Tracer la courbe représentative de f.

12



Correction exercice 4.17.
1. f est définie (continue et dérivable) sur R, 2m périodique et impaire (ce sont des évidences qu’il n’est pas
nécessaire de développer), on étudiera f sur ’intervalle [0, 7], par parité on connaitra les variation de f
sur [0,27], puis par périodicité sur R.

f'(x) = 2 cos(x) + 2 cos(2x) = 2(cos(x) +2 cos?(x) — 1) = 2(2 cos?(x) + cos(x) — 1)
Le polynéme 2X2 + X — 1 admetX; = —1etX, = %comme racine donc
2X2+X—-1=2X+1)(X - %), on en déduit que f'(x) = 4(cos(x) + 1) (cos(x) — %)
Dressons un tableau de signe :

X 0 g T
cos(x) +1 + + 0
cos(x) + % + 0 -

f'(x) + 0 - 0

f est croissante sur [O, %] et décroissante sur En]
3. On en déduit le tableau de variation de f.

f(z) =ZSin(z)+sin(2_n>:2£+£:£

3 3 3 2 2 2
X 0 g T
£(x) + 0 - 0
f(x) 3V3
2
o/ \‘o
4.
x | -
8 6 4 /3 2 o« 8
RADEN
In(x)

Exercice 4.18. Soit f la fonction définie par f(x) = x — -

1. Soit g la fonction numérique définie par g(x) = x? — 1 + In(x). Dresser le tableau de variations de
cette fonction, et en déduire qu’il existe un et un seul réel x, tel que g(x,) = 0, déteminer x,.

En déduire les variations de f.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Déterminer les asymptotes au graphe de f.

Tracer ce graphe et son asymptote en faisant figurer les tangentes remarquables.

ok o

Correction exercice 4.18.
1. g est définie, continue et dérivable sur ]0, +ool.

1
g'(x)=2x+;>0 carx >0
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g 900 =m0 et im0 = 4o

X 0 40
g'x) +
g(x) g

On en déduit que g est une bijection de ]0, +oo[ sur R, donc 0 admet un unique antécédent x,, comme
Xxo = 1 convient, c’est le seul.
2. f est définie, continue et dérivable sur ]0, +oo[

lxx_1><1n(x)_1_1_1n(x)_x2—(1—ln(x))_g(x)

r _ X
fre=1- x? x? x? x?
lim f(x) =—c0 et lim g(x) = +oo
car
: _In(x)
AR I = T =
n’est pas une forme indéterminée.
In(1
Fy=1-2 g
X 0 1 +oo
f'(x) - 0 +
fG) |~ oo
\ ) /
3. Voir 2.
4. Comme
In(x
lim ) =0
x->+c0 X

lirP fx)—x)=0
X—+ 00
Ce qui montre que la droite d’équation y = x est asymptote au graphe de f en +oo.

5.
10
il
i
0 1 2 3 4 5 6
Et méme si ce n’est pas clair sur le graphe, il y a un point d’inflexion pour x > 1, point qui annule la
dérivée seconde.
Exercice 4.101. Etablir la formule suivante :

tan(x — y) + tan(y — z) + tan(z — x) = tan(x — y) tan(y — z) tan(z — x)
Ou x, y, z sont trois réels pour lesquels les trois tangentes apparaissant dans la formule sont définies.
Indication : on pourra appliquer judicieusement la formule donnant tan(a + b) en fonction de tan(a) et
tan(b).

14



Correction exercice 4.101.

tan(z — y) + tan(y — x)

1 —tan(z — y) tan(y — x)

& tan(z — x) (1 —tan(z — y) tan(y — x)) = tan(z — y) + tan(y — x)

< tan(z — x) (1 — (—tan(—z + y))(—tan(—y + x))) = —tan(—z + y) —tan(—y + x)
& tan(z — x) (1 —tan(y — z) tan(x — y)) = —tan(y — z) — tan(x — y)

o tan(z — x) —tan(z — x) tan(y — z) tan(x — y) = —tan(y — z) — tan(x — y)

& tan(z — x) + tan(y — z) + tan(x — y) = tan(z — x) tan(y — z) tan(x — y)

tan(z—x) =tan((z—y) + (y —x)) =

Exercice 4.102.
Soit f la fonction définie par :

Déterminer 1’ensemble de définition de f.

Calculer les limites de f au bord de ’ensemble de définition.
Etudier les variations de f.

Dresser le tableau de variation de f.

Tracer le graphe de f.

o s wbh e

Correction exercice 4.102.
1. f est definie, continue et dérivable si et seulement si 4e* —3 # 0 © e* # % & x #1In G)

o=\ fin )

2.
En —oo,
lim (4e* —3) =-3
X—>—00
lim ch(x) = +o
X——0co
donc
i 8 ch(x)
= —00
x>t de¥ — 3
en +oo
On pose X = e*
Xty
o = BchG) 85 8(X*+1)  8X*+8
flx C 4e*—3  4X -3 2X(4X-3) 8X?2-6X
lim X =+
X—+00
donc
. . 8X2+8 8X2_1
Jm f) = im e —ex e gxZ
lim X = 4o
X—+00

Enln(3) ,ch(in(3))>1>0

lim _(4¢* —3) = 0"

x—>ln(Z

i ch(x)

im _ =—
xﬁln(%) 4e* —3
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En In (%)+ ch(in(3))=1>0
lim (4e*—3)=07"
x%ln(%)

5 ch(x)
m
xoin(3) €~ 3

sh(x) (4e* — 3) — 4 ch(x) e* 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3sh(x)

[0 =8 (4e* — 3)2 =8 (4e* — 3)2
Onpose X = e*
X—% X+% X—%
f'(x) = 0 4e*(sh(x) — ch(x)) —3sh(x) =0 & 4X I —3T=0

e4X((X?-1)-X?+1)-3X2-1)=0<8X(-2)—3X2+3=0
& —-3X?-8X+3=0
Le discriminant de cette équation est :
A=(-8)2+4%x3x%x3=64+36=100
les racines sont

_8-10 1
1= -6 -
et
_8+10
2= -6 -

OrX =e* > 0donc f'(x) = 0 n’a qu’une solution e* = g S x=1In G) = —1In(3)

Il reste a déterminer le signe de 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3 sh(x), cette fonction est continue et ne
s’annule qu’en - In(3), on prend une valeur simple 0, 4e°(sh(0) — ch(0)) — 3sh(0) = -4 <0
Donc pour tout x < —In(3) 4e*(sh(x) — ch(x)) — 3 sh(x) < 0 et pour tout x > —In(3),

4e*(sh(x) — ch(x)) — 3sh(x) > 0, il faut quand méme faire attention au fait que f n’est pas définie

3
en In (Z)
Comme 1 < 5 alors In (%) <In G) on déduit de tout cela que :
Pour tout x €] G) [, f est décroissante.
3 .
Pour tout x €] ln( ) In (Z) , f est croissante.

Pour tout x €] ln( ),+oo[ f est croissante.

e (@) n@)
fe |+ 0 - =
O B e

—00 — 00|
car
8 ch (%) o3 43 343 40
()220 e o o
4eln(§) —3 3 3 -3 -
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Exercice 4.103. -8
Soit f 1a fonction d’une variable réelle uciinie par :
3+ 4sh(u)
F="q0

1. Préciser son domaine de définition.

2. Préciser ses limites quand u tend vers +o et —

3. Etudier les variations de f. On veillera a fournir une expression tres simple de la valeur u, pour laquelle
f'(ugy) = 0 (I’expression attendue n’utilise pas de fonctions hyperboliques réciproque (Hors
programme)).

4. Tracer le graphe de f.

Correction exercice 4.103.
1. u - 3+ 4sh(u) est définie sur R. ch(u) # 0 pour tout u € R et ch est définit sur R donc f est définie
sur R.
2. Premiére méthode
3+ 4sh(u) 3

= = 4 th
lim ch(u) = 40 donc lim —— = 0 et lim_ th(u) =1donc lim f(u) =4
U—>+00 uU—+00 € h( ) U—+0o
llm ch(u) = +oo donc lim m =0et llm th(u) = —1 donc lirll fuw) =—
u——ooC Uu—->+00

DeUX|eme méthode
-Uu

e —e
3+4sh(u) 3+t4——— 6+4(e"—e™) 6e"+4(e? - 1)
ch(w) ~ e*te™ = eujpe-u B eu + 1
2
en multipliant le numérateur et le dénominateur par 2, puis par e*.

On pose X = eY,

fw =

6X+4(X2—1)_4X2+6X—4

=T = x2+1
Siu » +ooalors X - 4+
4X%2 +6X — 4 o 4x?

SO = B e T Y

Siu > —alorsX - 0
_  4XZ 46X —4
RuA A e T T
3.
4ch(u) ch(u) — (3 + 4sh(u))sh(u) 4ch?(uw) — 3sh(u) —4sh?(w)
fr) = ch2(u) B ch?(u)
_ 4(ch?*(w) —sh?(u)) —3sh(u) 4 —3sh(w)
- ch?(u) ~ chz(w)
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eho —e % 4
sh(uy) =39 —— —=3

2
On pose X, = e%o
1
X__
4 0 X 4 1 8
sh(uo):§<:> > °:§@X0—X—O:§@X§—1:§XO@X§
le discriminant vaut
A_64+4_100_<10>2
9 9 \3
8 10
3 3
Xo1 = =—=<0
01 2 3
8 10
X =§+?=3
0,2 2
donc
e¥o =3 o uy =1n(3)
u —0 In(3) +o0
f'@) + 0 -

f(w . 5 ~.

o) 4 o~ 343

5
ch(In(3)) = 3 =—"=3
3+4x%
fnB) =—=—==5
3
4. Graphede v = f(u)
62

S\N.I>
1

-8 6 4 2 0 2 4 6 8
-2 A
-6 -
Exercice 4.104. Soit f la fonction définie sur I = R par :

f(x) =sin?(x) + %cos(x)

Etudier la parité de f et sa périodicité, en déduire un intervalle d’étude.
Montrer qu’il existe un unique x, € E, g] tel que cos(xy) = i

Etudier les variations de f sur [0, ].
Dresser le tableau de variation de f et tracer le graphe de f.

pw p R

Correction exercice 4.104.
1. f est paire et 2w périodique, on étudie f sur [0, 7]
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2. f'(x) =2cos(x)sin(x) — %sin(x) = 2 sin(x) (cos(x) — i)
sin(x) =0

vx € [0, 7], f'lx) =0
cos(x) =

Il'y a deux valeurs qui annulent sin(x) dans [0, 7], ce sont 0 et 7.

1
4

Pour x € [0, ], la fonction cos: [0, ] = [—1,1] étant strictement décroissante, il s’agit d’une bijection, i

admet un unique antécédent x,, sur le signe de cos(x) — % est positif sur [0, x,] et négatif sur [x,, 7].

X 0 X T
sin(x) 0 + + 0
cos(x) — i + 0 -

() 0 + 0 — 0

f est croissante sur [0, x,]
f est décroissante sur [x,, ]

3.
1
fQ0) = >
. 1 1 1 1 1 16—-1+2 17
f(xo) = sin®(x,) + Ecos(xo) =1 — cos?(xo) toxg=lopte ==
1
fm)=-3
X 0 X T
f'(x) 0o+ 0 - 0
fx) =
16
1 \ _1
2 2
-15 -10 5 02 9 5 10 15
0,4 -
06 -
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