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Chapitre 1

Introduction générale

Soit d,m,n, s des entiers naturels non nuls. Soit  un ouvert de R%.
On appelle systéme d’équations auz dérivées partielles (EDP) a coefficients réels dans R? de

taille n d’ordre m une relation de la forme
v (w,u(x), Oru(@))ieqr,. _ay » (aﬁju(m))(z‘,j)e{l,--wd}2 ’ (1.1)
o <8gl’i2""’imu($)>(z’l,iz,...,im)e{l,...,d}m) =0
ou
u:Q CRT— R” est la solution de 'EDP (du systéme d’EDP),
{ P:OQXR"XR" x -+ x R" — R?,

Habituellement, on aura s = n (et on aura le méme nombre d’équations et d’inconnues).

On dit que PEDP est linéaire si et seulement si ¢(x,-) l'est pour tout = € Q. On dit que
I’EDP est homogeéne si et seulement si 0 en est solution. On dit que I’équation est scalaire si et
seulement si s =n = 1.

Nous n’étudierons dans ce cours que des EDP d’ordres 1 et 2.

1.1 Classification des EDP scalaires linéaires d’ordre 2

On considére une EDP scalaire linéaire d’ordre 2 :
d d d
a(@)u(z) + > bi(x)diu(z) + > Y eij(2)07u(z) = f(x). (1.2)
i=1 i=1 j=1

Notons C(x) la matrice (¢; ()¢ A une modification (qui n’a pas d’influence sur I'EDP si la

inj=1"
solution en est de classe C?) prés, c’est une matrice symétrique ; elle est donc diagonalisable et ses

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

valeurs propres sont réelles. Notons-les ()\i(x))?zl, et notons d4 (z) le nombre de valeurs propres
strictement positives, d_(z) le nombre de valeurs propres strictement négatives (en tenant compte
de leur multiplicité) et do(z) la multiplicité de la valeur propre 0 : d = dy(z) + d—(z) + dy(x)
pour tout z € €.

On dit que 'EDP (1.2) est elliptique en x € 2 si et seulement si

(la forme ()%, — S bi(x)yi + 3L, Z;l:1 y;cij(x)y; définit une quadrique elliptique).
On dit que 'EDP (1.2) est hyperbolique en x € Q si et seulement si

di(x)=d—1 et d_(z)=1
ou dy(z)=1 et d_(z)=d-1.

On dit que 'EDP (1.2) est parabolique en x € Q) si et seulement si
do(l‘) > 0.

Exercice 1

Déterminer le type de I’équation de Tchaplyguin sur R? :

8%71u(:61, x2) + x1a§,2u(x1,:172) = f(x1,22).

1.2 Exemples d’EDP tirés de la physique

1.2.1 Déformation d’un fil élastique

Considérons un fil élastique mono-dimensionnel dans le segment [0, 1] maintenu en = 0 et
en = 1 a laltitude 0 et soumis & un chargement f(z) perpendiculaire au segment, a I’équilibre.

Notons u(z) laltitude du fil & l'abscisse x. L’altitude du fil est solution du probléme

{ —u"(z) + e(x)u(x) = f(x) pour tout x €]0,1],
u(0) =u(l) =0

ot ¢(x) est donné par les caractéristiques du matériau qui constitue le fil (c’est le coefficient
d’élasticité). Il s’agit d’un probléme de nature elliptique. On se posera dans ce cours les questions
de Dexistence d’une solution, de son unicité, et de son calcul (ou calcul approché). Cette EDP
est en fait une équation différentielle ordinaire (EDO), mais ce n’est pas un probléme de Cauchy
(donc, le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne permet pas de conclure directement a I’existence d’une

solution).
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1.2.2 Déformation d’une membrane élastique

On considére cette fois une membrane élastique horizontale & I’équilibre soumise a un char-
gement vertical dans un ouvert (borné) Q de R? et maintenue dans une position fixe (a I'altitude

0) sur le bord de 2. L’altitude de la membrane est alors solution de

{ —Au(z) + c(z)u(x) = f(x) pour tout z € €,
0

u(z) = pour tout = € 9.

C’est un probléme elliptique. Nous nous poserons & propos de cette équation les mémes questions
que pour le fil élastique. La quantité Au est appelé laplacien de u et vaut 8f’1u + 8227271, que nous

noterons dans la suite 8§7xu + Gzyyu.

1.2.3 Vibration d’une corde

Le fil de la sous-section 1.2.1 n’est plus ici supposé a ’équilibre : on veut précisément étudier
les phénoménes instationnaires, en se donnant des conditions initiales pour le dispositif. En faisant

I’« hypothése des petites déformations! », ’équation mathématique associée a ce probléme est

OFu(t,x) — 02 yu(t,x) = f(t,#) pour tout t € RY, pour tout z €]0, 1],
u(t,0) =u(t,1) =0 pour tout t € R,

u(0,7) = u’(z) pour tout z €]0,1],

Ou(0,z) = ul(z) pour tout = €]0,1]

ol t est la variable de temps (et le chargement dépend a la fois du temps et de I'espace). Cest
un probléme hyperbolique. On se posera a son sujet les mémes questions que dans les exemples
précédents, et 'on se demandera aussi si la solution mathématique est stable au cours du temps.

Ce probléme admet bien entendu des généralisations en dimension 2 (vibration d’'une mem-

brane) et en dimension 3, au méme titre que le probléme de la déformation d’un fil élastique.

1.2.4 Diffusion de la chaleur

On considére encore un fil sur le segment [0, 1], et I'on s’intéresse cette fois non pas a son
déplacement mais & sa température. On note u(t,x) la température du fil a l'instant ¢ et au
point z € [0, 1]. Ce probléme physique est modélisé (dans un cadre simplifié, en utilisant la loi

de Fourier) par

Opu(t, x) — k02 ju(t,x) = f(t,z) pour tout t € R%, pour tout z €]0,1],
u(t,0) = u(t,1) =0 pour tout t € Ry,
uw(0,7) = u’(z) pour tout z €]0,1].

1. C’est-a-dire en supposant que u, dyu et fﬁmu sont petits.
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f(t, ) représente un terme de chauffage. Le coefficient x est le coefficient de conductivité ther-
mique, supposé constant ? et positif. La donnée u? est la température initiale en tout point de
10, 1[. La condition u(¢,0) = u(t,1) =0 pour tout ¢ € R, indique que la température est fixée a
0 pour tout temps sur les bords du domaine. C’est un probléme parabolique. Il se généralise lui
aussi en dimensions supérieures. Les questions que nous nous poserons et auxquelles nous tache-
rons de répondre sont encore celles de 'existence, de I'unicité, de la stabilité. Il faut remarquer
que I’équation de la chaleur est en rapport avec une équation elliptique par le biais suivant : si
la solution u(t,z) converge en temps infini vers une fonction qui ne dépend pas du temps (on
peut supposer que f ne dépend que de z, pour fixer les idées), la limite en temps infini de cette
solution, notons-la v(x), vérifie

{ —r02 u(x) = f(z),
v(0) = v(1) =0,

qui est l'archétype du probléme elliptique. Pour une démonstration rigoureuse de ce résultat,

voir I’examen de juin 2004 et celui de mai 2006 (et leur corrigé).

1.2.5 Evolution du trafic routier sur une autoroute

Assimilons (!) la répartition des automobiles sur une autoroute de longueur infinie & une
densité de répartition sur R. Notons p(t,x) cette densité, a priori fonction du temps et de la
position. Notons encore v(t,z) la vitesse locale des automobiles. L’équation de transport des

automobiles est

Op(t, ) + Oz (pv)(t,z) = 0.

Supposons (pour simplifier. . .) que les conducteurs adaptent leur vitesse a la densité locale d’au-
tomobiles : v(t,x) = V(p(t,r)). Il est logique de choisir une fonction V' décroissante3. On peut
de plus modéliser 'apparition d’un bouchon lorsque la densité de voitures est trop importante
par I'hypothése mathématique qu'il existe une densité de saturation p; telle que V(ps) = 0. Ceci

conduit & un flux ¢ = pv = pV (p) d’allure représentée sur la figure 1.1.

2. Si l'on ne suppose pas que ce coefficient est constant mais qu’il dépend de u et x, I’équation de la chaleur
s’écrit Oyu — Ox (k(u, x)0zu) = f.
3. De plus, si les distances sont mesurées en kilométres et les temps en heures, si I’autoroute est frangaise et

les automobilistes disciplinés (ne sont pas frangais), on aura lim,_,o V' (p) = 130.
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, 4= 130p (cf. note en bas de la page 10).

ps p

FIGURE 1.1 — Allure générale d’un flux autoroutier simplifié.

1.2.6 Hydrodynamique compressible

Soit p(t,x) € R, u(t,z) € R3 et e(t,x) € R les densité, vitesse et densité massique d’énergie
totale d'un fluide compressible (dans R?). Les équations de conservation de la masse, de la

quantité de mouvement et de I’énergie totale forment le systéme d’EDP d’Euler

Op + div(pu) = 0,
O (pu) + div(pu @ u+ pI) = 0,
Oc(pe) + div(pue + pu) = 0,

p étant la pression dans le fluide (supposé ici newtonien) : par exemple, pour un gaz parfait,
p=(y—1)p(e —u?/2). Lorsque vp/p > 04, ce systéme est hyperbolique (comme il ne s’agit pas
d’une EDP d’ordre 2, la définition de I’hyperbolicité est ici différente de celle que nous avons

introduite : voir le chapitre 3 pour plus de précisions).

1.2.7 Evolution du prix d’une option

Notons ¢(t, s) le prix d’achat d’une option pour la somme s au temps ¢ (avant un temps final).
Une équation régissant I’évolution de ce prix est proposée par le modéle de Black et Scholes :

2 2
Bre(t, ) + s70°(t,s)

az’sc(t, s) +r(t)sdsc(t,s) — r(t)c(t,s) = 0.
Les paramétres o et r représentent respectivement la volatilité du marché et le taux d’intérét de
I’actif sans risque.

En supposant les coefficients o et r constants, on peut montrer que cette EDP est équivalente

a I’équation de la chaleur.

4. C’est le cas par exemple pour v > 1 lorsque p > 0 et e — u2/2 > 0.
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1.3 Encore quelques généralités

Ce cours a pour but d’apporter quelques réponses aux questions posées dans cette introduc-
tion, qui concernent le caractére bien posé de problémes d’EDP, 'existence de solutions, leur
unicité, leur stabilité en temps, stabilité par rapport aux données du probléme (étude qualita-
tive). On insistera aussi sur le calcul (approché le plus souvent) de ces solutions ; ce sera 'occasion
d’introduire successivement les méthodes de différences finies, de volumes finis et d’éléments finis.

Une particularité de I'étude des EDP est qu’il n’existe pas de résultat général utilisable
permettant de prédire 'existence ou l'unicité d’une solution a (1.1). Voici & titre indicatif LE

théoréme général relatif & cette question.

Théoréme 1 (Cauchy-Kowalewskaya)
Considérons le systéme d’EDP

d n
atuj = Zzaik('xaulau%-” 7un)82uk +B](xvulvu2a" 'aun)7 ] = 1,...,71

i=1 k=1
avec les données initiales u;(0,z) = 0 pour tout z, pour tout j = 1,...,n. Supposons que les
coefficients aik et 37 sont analytiques réels® au voisinage de (x,u1,us, ..., u,) = (0,0,0,...,0).

Alors, le probléme de Cauchy considéré a une unique solution u;(t, ) analytique réelle au voisi-

nage de (0,0). O

Il s’agit d’un résultat beaucoup plus faible que celui qui concerne les EDO que nous rappelons

pour comparaison.

Théoréme 2 (Cauchy-Lipschitz)
Considérons 'EDO
'(t) = f(t,z(t))

posée dans I x Q ot I est un intervalle ouvert de R contenant 0 et € est un ouvert de R?
avec la donnée initiale (0) = 2% € Q. Supposons que f est continue et qu’elle est localement
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable sur I x 2.6

Alors, il existe une unique solution maximale & 'EDO, définie sur l'intervalle maximal Iy,

intervalle ouvert tel que 0 € Iy C I. O
5. Rappel : notations de Schwartz. Soit & = (x1,22,...,24) € R? soit n = (n1,n2,...,n4) € N%. On note
" = atay? ...z, Soit © un ouvert de R? qui contient 0. Soit f : @ —» R. On dit que f est analytique réelle

au voisinage de 0 si et seulement s'il existe un voisinage O de 0 et (¢n),ene tels que pour tout z € O,

flz) = Z cnx”.

neNd

6. On entend par ceci : f est localement en (t,z) lipschitzienne par rapport & x, c’est-a-dire que
pour tout (to,z0) € I x Q, il existe O(to,xo) voisinage de (to, o) et k(to,z0) € R tels que |f(t,y) — f(t, )| <
k(to,x0) |y — x| pour tout ¢, z,y tels que (t,z) € O(to,x0) et (¢,y) € O(to, o).
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Une étude des EDP dans toute leur généralité est impossible. Nous nous intéresserons donc
& certaines catégories d’EDP, séparément. Nous analyserons premiérement les EDP paraboliques
(en focalisant sur I’équation de la chaleur), puis les EDP hyperboliques, et enfin les EDP ellip-
tiques. Nous aborderons dans le méme ordre les méthodes de différences finies, de volumes finis

et d’éléments finis.
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Chapitre 2

Equations paraboliques

L’essentiel de ce chapitre concerne I’équation de la chaleur & coefficient de conductivité
constant dans un intervalle borné en dimension 1 avec des conditions de bord de Dirichlet ho-

mogeénes. Le probléme mathématique considéré est

Ou(t, x) — kO3 Ju(t, ) = f(t,x) dans ]0,T]x]0,1],
u(t,0) =0 pour tout ¢t €]0, 77,

u(t,1) =0 pour tout ¢ €]0, T,

u(0,z) = u’(z) pour tout x €]0,1]

(2.1)

ou T est un réel supposé strictement positif.
Des conditions de bord de type u(t,0) = ug(t) pour tout t €]0,T], u(t,1) = uy(t) pour tout ¢
10, T'] sont appelées conditions de Dirichlet; si ug(t) = 0 et ui(t) =0 pour tout ¢t €]0, 7], ce qui

est le cas dans le probléme modéle (2.1), ces conditions sont dites de Dirichlet homogeénes.

Remarque 1

A priori, le temps final T fait partie du probléme : il s’agit de trouver le plus grand 7" € R tel
qu’il existe une solution sur ]0,77, ou |0, T'[. Nous verrons que pour cette EDP (moyennant des
hypothéses ad hoc sur les données), il existe une solution pour tout 7" € R. Une autre remarque,
importante, concerne le domaine |0, 77]x]0, 1[ sur lequel on cherche une solution de 'EDP. L’on
pourrait aussi chercher une solution sur [0, 7' x [0, 1] (en précisant que sur les bords de ce domaine,
les dérivées partielles seraient a comprendre « & gauche » ou « & droite »), mais, nous allons le
voir, ce serait trés réducteur en nous privant de toute une famille de solutions intéressantes, celles
issues de conditions initiales non réguliéres. Ce choix nous imposera de préciser ultérieurement
ce que nous entendons par condition limite, puisque la régularité au bord (en temps. ..) n’est pas

garantie. ]

15
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Notons en premier lieu que VEDP Qyu(t, ) — k02 ,u(t,z) = f(t,z) est une EDP scalaire
linéaire (non homogeéne sauf si f est identiquement nulle). En conséquence, si u vérifie dyu(t, x) —
k02 Ju(t,x) = f(t,x) et si v vérifie Qv (t, x) — k07 u(t,x) = 0, w = u + v vérifie dw(t,z) —
k02 w(t,x) = f(t,x). Autrement dit, 'ensemble des solutions de dyu(t, z) -2 ,u(t, z) = f(t,x)

est un espace affine (vectoriel si f = 0). Cette remarque servira par la suite.

2.1 Existence et unicité d’une solution

La méthode que nous allons utiliser ici est, & peu de choses prées, celle qu’a développée Fourier
en 1822 dans sa Théorie analytique de la chaleur. Cette méthode est basée sur la remarque
suivante : quel que soit k € N,

e rkimt sin(kmz)

est solution de
dyu(t, x) — k02 yu(t,z) = 0 dans ]0,T]x]0, 1],
u(t,0) =0 pour tout t €]0, 77,
u(t,1) =0 pour tout t €]0, 7.

2.1.1 Une base hilbertienne de L*(]0,1])

Proposition 1
(v2sin(km-))ken+ est une base hilbertienne de L2(]0, 1[) : pour toute fonction f € L2(]0,1[) on a

f=v2 Z f (k) sin(km-)
keN*

dans L?(]0, 1[), c’est-a-dire presque partout, ot 'on a noté, pour k € N*,

X 1
f(k)= \/5/0 f(z)sin(krzx) d.
U

Dans toute la suite, pour f € L2(]0,1[) on notera f(k) le k¢ coefficient de Fourier de f dans

cette base :

1
f(k) = \/5/0 f(z)sin(kmrzx) d.

Démonstration

Soit f € L?(]0,1[) et soit f le prolongement par imparité de f sur ] —1,1[: f € L*(] —1,1[). Le
théoréme de Féjer assure que ((1/v/2)e*™).cz est une base hilbertienne de L?(] — 1, 1[). Donc,
en posant, pour tout k € Z, f(k) = (1/\@) f_ll f(x)e_ik” dx, on a

~ 1 > o
f= 7 Zf(/’{:)e“€7T dans L*(] — 1,1]).

kEZ
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D’autre part,

7 41, £ —ikmx _ 4}7 0 ; —ikmx = —4sz
Fik) = \[/f() dm—ﬂ/_lf(x dz + /f dz

= } / O —f(—z)e” """ dx + \1f /0 F(z)e ™ dy
=% / fla ‘““”— m) do = —j; /0 1 () sin(krz) dz

f= \[Zf ) sin(k)

keN*

dans L2(]0, 1[) si 'on pose f \ffo )sin(kmx) dx pour k € N*. d
Maintenant, un petit lemme :

Lemme 1
Soit g € C1([0,1]) une fonction deux fois dérivable sur ]0, 1] et a dérivée seconde dans L?(]0, 1)
telle que g(0) = ¢g(1) =0. On a

g/7’(k:) = —k?7%G(k)  pour tout k € N*.

Démonstration
Soit g € C°([0,1]) une fonction dérivable sur ]0, 1] et & dérivée dans L2(]0, 1[). Pour k € N*, on a

\f/ ) sin(kmx) dx
= \/5[ (x) sin(kmx)] \f/ x)km cos(kmx) dx
1
= —\/ilm/o g(z) cos(kmzx) dx.

Soit g € C1([0,1]) une fonction deux fois dérivable sur ]0, 1] et & dérivée seconde dans L%(]0,1]) :

N 1
g" (k) = —\/§k7r/0 g (z) cos(kmz) dx

1
= —V2kn [g(x) COS(kﬂ'LIJ)](l) - \/§k27r2/0 g(x)sin(knz) dx
= —V2kn [g(x) cos(kmz)]y — K*m2G (k).

Si g est de plus nulle en 0 et en 1, on a gA”(k‘) = —k27%g(k) pour tout k € N*. O
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2.1.2 Unicité de la solution. Stabilité

Revenons maintenant au probléme (2.1). Supposons que u est solution de ce probléme : u
est une fonction de [0,7] x [0, 1] dans R dérivable une fois par rapport a sa premiére variable ¢
et deux fois par rapport & sa seconde variable = sur |0,7] x [0, 1] vérifiant 'EDP ainsi que les

conditions aux limites. On fait de plus I’hypothése que

o € C°(10,T] x [0,1]),
82 ju € C°(10,T] x [0,1]).

L’EDP donne f = dyu—rd3 ;u € C°(]0,T] x [0,1]), mais on demande de plus que f € C°([0, 7] x
[0,1]). Alors, f(t,-), u(t,-), dyu(t,-) et 92 ,u(t,-) sont développables sur la base hilbertienne
(v2sin(kmz))pen+, quel que soit ¢ €]0,T]. De plus, d’aprés le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue (ou plutét, sa conséquence concernant la dérivation sous une intégrale), pour tout
ke N* m(k) est dérivable par rapport &t sit > 0, et

—_— 1 —
Owu(t, ) (k) = \@/0 Owu(t, z) sin(kmzx) de = dwu(t,-)(k)

et

du(t,) = V2 > dult, ) (k) sin(kr) = V2 S dpalt, ) (k) sin(kr).
keN* keN*
En effet :

— pour tout ¢t > 0, u(t,-) sin(k7-) est mesurable;

— pour tout ¢ > 0, u(t, -) sin(kn-) est intégrable, donc. .. Il existe ¢ tel que u(t, -) sin(km-) est
intégrable ;

— pour tout z, u(-, z)sin(kmx) est dérivable : sa dérivée vaut dyu(-, ) sin(knz);

— quel que soit € €]0, T'[, pour tout t € [¢, T}, |Opu(t, z) sin(kmx)| < ||Opul| oo (e 11x[0,1)) POUT
tout x, et cette constante est intégrable sur |0, 1].

Par la suite, nous noterons plutdt u(k)(t) les termes u/(t,\)(k) On a donc
Opu(k)(t) = Opu(t, ) (k) = Orult, )(k),

la premiére égalité étant due a la nouvelle notation, la seconde étant conséquence du théoréme
de Lebesgue.

Par ailleurs, puisque u(t,0) = u(t,1) = 0 (condition de Dirichlet homogeéne), on a, d’apreés le
lemme 1, @L(k})(t) = —k?72%U(k)(t) pour tout k € N*, pour tout t €]0,T] sous I'hypothése

u(t,-) € C1([0,1]) pour tout t et est pour tout ¢ une fonction deux

fois dérivable sur )0, 1[ et a dérivée seconde dans L?(]0, 1[).

Ces propriétés sont bien assurées par les hypotheéses faites en téte de cette section. L’EDP vérifiée

par u se réécrit au moyen de sa série de Fourier

Z [ﬁ(k:)'(t) — n(gx\u(k)(t ] sin(km-) Z F(k)(t) sin(kr),

keN* keN*
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qui devient, compte tenu des remarques précédentes,

~

3 [a(k)'(t) + kk2r2a(k) (t) — (k:)(t)] sin(kr-) = 0.

keN*

Comme (v/2sin(km))ren+ est une base hilbertienne, ceci signifie que chacun des coefficients de

la somme ci-dessus est nul :

-~

a(k)'(t) + kk*m*u(k)(t) = f(k)(t) pour tout k € N*, pour tout ¢ €]0,T].

Ces équations différentielles ordinaires admettent chacune une unique solution (sous réserve que
’on fournisse une donnée initiale) sous I'hypothése que f(k) € C°([0,T]) pour tout k € N*. Cette
condition est remplie dés que f € C°([0,T] x [0,1]) : c’est ici qu’intervient cette hypothése faite au
début de la section. On a transformé le probléme aux dérivées partielles en une famille d’équations
différentielles ordinaires. Chacune de ces EDO se résout facilement, la solution, unique a la donnée

initiale u(k)(0) pres, en est donnée par

300 = [70900) + [ Fe)es s as] e

(la fonction u(k)(t) étant ainsi convenablement définie, bien sir grace a I’hypothése de régularité

sur f). Donc, sous les hypothéses faites sur u et f, on a

=v2 > (k) (t)sin(kr) dans L*(]0,1])

keN*

avec

~

k) (t) = [a<k><o> / Flk)(s)e™ ™ ds| erhom™t
\f/ f(t, x)sin(krzx) dz,

les coefficients %(k)(0) étant encore & définir. Le fait que la solution w(t,-) soit décrite dans
L%(]0,1]) nous incite a donner & la prescription de la condition initiale le sens (& peine plus)

faible d’égalité (forte) dans L?(]0, 1[), exprimée sous la forme

lim u(t,-) =« dans L*(]0,1]),
t—0t

en supposant que u’ € L2(]0, 1[). Ceci se réécrit

lim v/2 Z )sin(k7-) = V2 Z u (k )sin(km)  dans L*(]0, 1]),

+
=0 keN* keN*

dont une conséquence est que

lim w(k)(t) = &B(k‘) pour tout k € N*
t—0t
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puisque les sin(k7-) forment une base hilbertienne (ceci peut aussi se voir rapidement grace au
théoréme de Bessel-Parseval). On a donc u®(k) = u(k)(0) et

o~ t
u(k)(t) = [uo(k) —|—/ Fk)(s)e"™" ™5 ds| e "™t pour tout k € N*.
0

Regroupons maintenant les résultats que nous avons obtenus.

Proposition 2

Avec f € CY([0,T] x [0,1]) et u® € L?(]0,1[) le probléeme (2.1)! admet au plus une solution u
dérivable par rapport a t, 2 fois dérivable par rapport a x sur ]0,7] x [0, 1] et telle que dyu, dyu
et 92 ,u sont dans C°(]0,T] x [0,1]). O

On montre de plus le résultat de stabilité suivant.

Proposition 3

Soit f € C°([0,T] x [0,1]) et soit u® € L%(]0,1[). Soit u une solution de (2.1) dérivable par
rapport & ¢, 2 fois dérivable par rapport & x sur |0,7] x [0,1] et telle que duu(t,-), du(t,-) et
92 Lu(t,-) sont dans C°(]0,T] x [0,1]). Cette solution u vérifie

1
[ult, N p2qoap < Huo‘ ‘LQ(]OJD + Torn 1l z2q07xj0,1p) ~ Pour tout ¢ €]0, 7.

Démonstration

Le théoréme de Bessel-Parseval affirme que, pour tout ¢,

2= Z ju(k
kEN*

a(k)(t) = [a(k)(O) + /O t Flk)(s)e*" ™ ds} ek

e, M2 go,apy = |[ (@E) () perve

Donc

|| @E) () ger || 2

e~ t o~
< H (uo(k)e*“k%zt) + H (/ Fk)(s)e®*m"s dse“k2“2t>
keN* 112 0 keN* |2

<)+ 3 00 [

1. La condition initiale étant vérifiée au sens L?(]0, 1[).
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d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme

/ |f |2 dS/ 2kk2 72 (s—t) ds
b 1 2 2 t
_ 2 2k (s—t)
1R as x g [e I;

t
-~ 1 2 2
_ 2 —2kk“m4t
= [ IR s x g 1= e,

on a la majoration

1
2 2kk2m2 (s—t)

d ) d < 2d
/|f )| S/ s /’f 8X2mr2

pour tout k£ € N*, et finalement

0 ken-

@0 el < || (@09), ||, + =5 JZ FR)(s)[? ds,
€ KT\ ken+ /0
soit
amwmm*pquﬁw%mwgéwd > 1Fk)(s)[ ds

(grace au théoréme de convergence monotone de Lebesgue). A nouveau grace a I'égalité de

_ 1 t 9
P s H (uo(k))keN* 12 \/QTWT\//O 1£(s: )22 0.1p s

2 < H (&B(k))kEN* 2T \/217% 1 220, 71x)0,1) -

Bessel-Parseval,

|| @(8) () pene

ce qui donne enfin

|| @(%) (1)) pene

Remarque 2

On pourra montrer (exercice!) que sous les mémes hypothéses on a méme

2 1 Corr2t) /2
||u(t, ')HLQ(]O,l[) < Huo‘ ‘L2(}0,1[) € t+HfHL2(]O,T[><]O,1[) E (1 —e? t) pour tout ¢ €]0,T7.

O
Remarque 3

— La précédente inégalité est valable pour tout ¢, donc on a

tes[lépﬂ s M g2goap < 1wl 2 goap + L/ V2Em) 111 20 .rx0.p) -

que I'on réécrit

[t Mo o.r,r2q0,1m) < el p2goap + 1/ (V261 11|20 r1x00,17 -
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— D’un point de vue physique, la quantité E(t) = \/fol u?(t, ) dx est 'énergie thermique

contenue dans le fil au temps ¢. Parallélement, 4/ fol f2(t, ) dx est I'énergie fournie au fil
par unité de temps au temps . L’inégalité obtenue signifie que 1’énergie contenue dans le

fil en un instant ¢ est inférieure & la somme de ’énergie initialement contenue dans le fil
et de I'énergie fournie (par chauffage) au fil entre I'instant initial et I'instant ¢.

— D’un point de vue mathématique, 'inégalité exprime la continuité de la solution par
rapport aux données du systéme (qui sont u” et f) et garantit la stabilité de cette solution.

Soit en effet u0 et f d’autres données, supposées proches de u et f : soit £ > 0 tel que

I =0

200D <e ||f _?HLQ(}O,T[X}OJ[) S e

La linéarité de 'EDP permet de voir que u — u est solution de ’équation de la chaleur
avec les mémes conditions de bord (Dirichlet homogenes), avec donnée initiale u® — u0 et
terme source f — f. L’inégalité que donne la proposition 3 pour u — @ est
_ 0 5 1 =
fult, ) =u(t, M 2qoapy < Hu — uo‘ L0 + Jorn |f— f“L?(]O,T[x]O,l[)
<e(1+1/(vV2km))  pour tout t €]0,T].

Ceci signifie que %(t, ) reste proche de u(t,-) en norme L?(]0, 1[) : c’est de la stabilité L2.
O

2.1.3 Existence d’une solution. Régularité

Les calculs que nous avons effectués, utilisant les séries de Fourier, permettent aussi de prouver
I'existence d’une solution. Il suffit pour cela de considérer la série de Fourier ou les coefficients
sont solutions des EDO mises en évidence et de montrer qu’elle définit une fonction réguliére
qui vérifie 'EDP de la chaleur ainsi que les conditions aux limites prescrites. C’est ce que nous
allons faire dans cette section.

Définition 1
Soit I et J des intervalles de R. On note C»™(I,.J) '’ensemble des fonctions u de I x J dans R

telles que
u(-,z) € CY(I) pour tout z € J et

u(t,-) € C™(J) pour tout t € I.

On note Cll)’m(l ,J) I'ensemble des fonctions v € C™(I,.J) dont les | premiéres dérivées partielles
par rapport a la premiére variable et les m premiéres dérivées partielles par rapport & la seconde

variable sont uniformément bornées sur I x J. O

Théoréme 3
Considérons le probléme (2.1) ot T est un réel strictement positif quelconque, avec une donnée
initiale «® € L2(]0,1[) et un terme source f € C2([0,7] x [0,1]) vérifiant f(¢,0) = f(t,1) = 0
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pour tout ¢ € [0,7]. Il a une unique solution? u € CY2(]0,T7, [0, 1]). Cette solution vérifie la
propriété de stabilité de la proposition 3. U

La démonstration de ce résultat est assez fastidieuse (surtout a cause du terme de chauffage :
d’ailleurs, allez, oui, une lecture rapide pourra étre faite en annulant par la pensée tous les termes
venant de f).

Démonstration
Elle consiste a vérifier que la série de Fourier dont on a calculé les coefficients précédemment est
solution de ’'EDP et des conditions aux limites. Il faut vérifier que cette série définit une fonction
u(t,x) dérivable une fois par rapport a t, deux fois par rapport a x et telle que ces dérivées
partielles sont dans C°(]0, 7] x [0,1]), puis que u(t,0) = u(t,1) = 0 et enfin que u(0,-) = u°(-)
(en un sens a préciser).

Commencgons par montrer que cette série est sommable pour tout ¢ > 0. On considére, comme

promis, la somme de la série
o o t N
vV2)© (UO(k) + / f(k)(s)e”k2”25d5> e " sin(kra), (2.2)
1 0

qui est candidate & étre solution de (2.1). Puisque u® € L2(]0, 1[), la suite (;B(k))k N est bornée
E *

(disons, par B € R) et l'on a

Z ‘aa(k)e_”k sin(kmx) ’ Z Be rF ™t <

keN* keN*

sit > 0. La série ), - ZLB(k:)e_"kQ“Zt sin(kmx) est donc convergente (normalement convergente
en espace).

Occupons-nous maintenant de fg f(k:)(s)e”k2”2(5_t) dssin(kmx). Notons d’abord que pour tout k €
N*, f(k)(-) € L2(]0,T7) :

2
/ 7 |2ds</ B ds
0 keN*
T ! 2 2
:/0 /0 |f(s,z)|" dxds = HfHLQ(]O,T[X]O,l[) < +o00.

D’autre part, Rk (—t) ¢ L2(]0,t]) pour tout t € R% . On peut donc écrire, en utilisant I'inéga-

< \// |f(k Pds\// (2kk2m (s—1)

2. La condition initiale étant vérifiée au sens L?(]0, 1[).

lité de Cauchy-Schwarz,

2 2
R (s—t) g sin(kmrz)
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pour tout ¢ €]0, 7. Or

t t
2kk2 72 (s—t) _ 1 26k?m?(s—t) | _ 1 1 —2kk2 73t < 1
/0 ¢ ds [25k27r26 ]0 2/€k27r2( ¢ )s 2kk2m?’
Ainsi
“kz (51 ds sin(krz)| < \f (s)]2ds < (s)|?ds
V2kkT V2kkT .
De plus,

1 T4
= mm\// G- NPy RUC TR

car les deux séries sont dans /2. On a ainsi montré que

/ Fk ”kQ 5= ds sin(krx)

est pour tout ¢ €]0,7] le terme général d’une série convergente (normalement convergente) : la
série que nous avons définie en (2.2) est convergente pour (¢,z) €]0,7T] x [0, 1]. Notons u(t, x)
la somme de cette série. Nous allons montrer que u est de classe C' par rapport & sa premiére
variable sur |0, 7] x [0, 1]. Chaque terme de la série est dérivable par rapport a t, et la dérivée en

vaut

V2 {—Hk’QFQ <$(k)+ /0 t Fk)(s)em s ds> e " L F (k) () | sin(kmz).

Ici, nous supposons que (supte[o 7] ’f(k‘)(t)’)k N est une suite de I'. Ceci sera ensuite vérifié
b e *
(grace aux hypothéses faites sur f).
Soit ¢ €]0,T7; (—mk:%rguo(k)e_"kz’r% + f(k)(t)) sin(kmx) est le terme général d’'une série
normalement convergente sur [g, 7] x [0, 1] car
— le terme ‘—/ﬁk27r2u0(k)e*”k2”2tsin(kmv)‘ y est majoré par kBE2r2e %™ ol B € R est
une constante telle que ’@(k‘)‘ < B pour tout k € N*;
— ‘f sm(lmx)’ < supy. ’f )sin(k:wx)’ < SUp[. 11 ’f(k)(t)‘ qui est le terme général
d’une suite de .

Il reste a étudier le terme

—kk?m 2/ f "“kz 57 ds sin(kma).

Puisque (SuPte[o,T] ‘f(k)(t)’)kEN* est une suite de [*,

t t
H]C27T2/ f(k:)(s)e”k%%sft) dssin(krz)| < sup |f(l<;)(t)|/<ck27r2/ e (5= g
0 0

te[0,7)

= sup [F)®)] (1- 7)< sup |F(k)(2)]

te[0,T] te[0,7]
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qui est le terme général d’une série convergente. Récapitulons : sous I’hypothése que

< sup )ﬂk)(t)\)
t€[0,7] keN*

est une suite de [!, la série des dérivées par rapport a t est normalement convergente sur [e, 7] x
[0,1]; il en découle® que u est dérivable par rapport a sa premiére variable et que dyu(t, ) est
de classe CY par rapport a (t,z) sur [g,7] x [0, 1] pour tout € > 0%, donc sur ]0,7] x [0,1], et

enfin que

duult,x) =v2 'y [—%%2 <$(k)+ /0 t Fk)(s)em* s ds> e‘“k2“2t+f(k)(t)} sin(krz).

keN*

La démonstration que nous avons faite permet aussi de voir que, sous les mémes hypothéses, u
est deux fois dérivable par rapport a sa seconde variable et que 8:%736 est de classe C° par rapport
a (t,x) sur |0,T] x [0,1], et enfin que

07 pu(t,x) = V2 Y [/& 2 <u0 k) + /0 t Fk)(s)ew" ™ ds) e“’fzﬁ“"t} sin(kmz).

keN*

Il reste a trouver une condition sur f pour que (SUPte[o,T] ‘f(k)(t) DkeN* soit une suite de .
Le lemme 2 ci-aprés assure que si f € C2([0,T] x [0,1]) et f(¢,0) = f(t,1) = 0 pour tout ¢ €
[0,T], cette condition est vérifiée. Nous avons montré que la somme u de la série de Fourier
était dans C12(]0, T, [0,1]) et qu'elle vérifiait 'EDP. Il faut maintenant montrer qu’elle vérifie
les conditions aux limites demandées.

Tout d’abord : les conditions aux limites en espace,
u(t,0) =u(t,1) =0 pour tout t €]0, 7.

Ces conditions sont trivialement vérifiées puisque sin(0) = sin(km) = 0 pour tout k € N* et que
la série converge normalement donc uniformément.

Maintenant, intéressons-nous a la condition initiale. Ce point est un peu plus délicat : on note
en particulier que sans hypothése supplémentaire sur la régularité de la condition initiale, il n’y
a aucune raison pour que u € C12([0,77,[0,1]). On va cependant montrer que lim, o+ u(t, ) =

u(0,-) dans L? (]0,1[). Pour ceci, appliquons I'égalité de Bessel-Parseval a u® — u(t, ) :

/}u —ut:n)‘ dz:—z

keN*

2

(k‘) <1_ —kk2m 2t /f k2 2(s— t)ds ’

3. Il faut aussi vérifier que la série converge en un point, ce que nous avons montré a ’étape précédente en
montrant qu’elle convergeait pour tout (¢,z) €]0,7] x [0,1].
4. Car chaque terme de la série des dérivées est de classe C°.
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cette série convergeant évidemment °. Comme suite, et puisque (a+b)2 < 2a%42b% pour tout a,b €
R,

/‘u —utx dm<22)u0 <—7”k”t —i-QZ

keN* keN*

2

/ f I{kQ 2 (s—t) ds
Or pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout ¢ € [0,T]
- /B]{} 1 kk2m2t 2 - /Bk‘ 2 €
— e < < —.
> [ (1= e )< 3 Jo < 5
k=N k=N

D’autre part, lim; o+ A | pour tout k € N*, donc il existe 7 € R (dépendant de N) tel

que
Nl - 2.2 2 Nl 2.2 2 €
‘uo(k) (1—6*“’”’5)’ < 232)1—6*“’“” <gsi0o<t<y
k=1 k=1
Donc®, pour tout € > 0, il existe n € R tel que si 0 <t < 1,

3 ‘@(k) (1 - e*“’f%zt) (2 <e

Et le terme ), -

utilisées dans la cette démonstration : pour tout k € N*,

2 N 9 t 5 o 2
< sup ‘f(k) (t)‘ </ enk w2 (s—t) d8>
t€[0,T) 0

< s [F00] (s (1= 7))

~ 2
fg f(k:)(s)e“k27r2(5_t) ds‘ ? 11 suffit de lui appliquer les majorations déja

)enk27r2(s—t) ds

te[0,7)
d’ou
| F|
e F (=) g Ssup‘fkt‘
te[0,T] w2l
pour tout k£ € N* et finalement
2
1 ~ 2
/ f k2 2(s—t) ds| < —— sup ’f(k:)(t)‘
kEN* KA o~ te[0.T]

Or (supte[O’T] f(k‘)(t) DkeN* est une suite de !, donc une suite de /2. Donc le membre de droite
de la derniére inégalité converge : la série en question converge normalement sur [0, 7], donc sa
somme est continue sur [0,77] et vaut 0 en ¢ = 0.

Nous avons donc montré que lim, o+ u(t,-) = u® dans L? (]0,1]). La condition initiale est
vérifiee dans L2(]0, 1[). O

5. Ce n’est pas une nouvelle notion inconnue (?) de convergence.

— a2
u0 (k) (1 —e Rk t)’ converge normale-

6. Hum, démonstration plus simple de ce résultat : la série D, .

wO (k) (1 - e*ﬂ’“Q"QO) ‘2 ~0.

ment sur [0, 7], donc sa limite lorsque ¢ tend vers 0 est >, .
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Remarque 4
On a en fait montré un résultat plus fort que ’énoncé : non seulement dyu(-,z) est de classe
C%(]0,T]) pour tout z € [0,1], mais encore dyu est de classe C°(]0,T] x [0,1]). De méme, 0 ,u

est de classe C°(]0, T] x [0, 1]). Cette remarque est la base de la compréhension du théoréme 4. [J

Remarque 5
Il est tout & fait naturel que la condition initiale ne soit pas vérifiée en un sens plus fort que L?
(par exemple, ponctuellement en ), puisque cette condition initiale n’est pas supposée réguliére.
Ceci améne d’ailleurs & faire les deux commentaires suivants.

D’une part, remarquons que 'EDP proprement dite n’est vérifiée par la solution que sur
10,7 x [0,1], et pas en ¢t = 0. Il est hors de question de montrer qu’elle est vérifiée en ¢ = 0

puisque, u’

n’étant pas supposée de classe C2, Eﬁwuo n’a pas de sens. On pourrait néanmoins
trouver une solution du probléme sur le pavé fermé (i.e. [0, 7] x [0, 1]) en supposant la condition

initiale de classe C2. Ceci aurait masqué une propriété essentielle de I'opérateur 92 ,

évoquée
dans le commentaire qui suit.

Nous voyons que méme si la condition initiale n’est pas réguliére, la solution est de classe C?
en espace, pour tout ¢ strictement positif. On peut méme pousser le raisonnement plus loin : on
remarque que le terme général de la série de Fourier de la solution est de classe C*° par rapport a
sa seconde variable et que la série des dérivées n® est normalement convergente sur [, 7] x [0, 1]
pour tout n € N, la solution est donc dans C1°°(]0, T, [0, 1]). On montrerait de méme que si f est
de classe C*" et telle que f)(¢,0) = f@)(t,1) =0 pour tout ¢t € [0, 7], pour I =0,1,...,n—1,
la solution u est dans C"™°(]0, 77, [0,1]). En particulier, si f = 0 (équation sans terme source),
u € C°>>(]0,77[0,1]). Comme de plus dyu(t,z) = k2 u(t,x) pour tout (¢,z) €]0,T] x [0,1],
on en déduit que u € C*(]0,T] x [0,1]). C’est une propriété de régularisation de l'opérateur
837%,. On peut montrer que la solution de ’équation de la chaleur sans terme source est méme
analytique réelle en espace sur [0, 1] pour tout ¢ > 0 : voir pour ceci le sujet du partiel du 19
avril 2005 (et son corrigé). En exercice, montrer grace a cela une propriété de non-localité de
cette EDP : pour tout = €]0,1[, pour tout ¢ > 0, il n’existe pas de voisinage de =z V(x) &0, 1]
tel que u(t, z) ne dépende que de {u’(y) t. q. y € V(z)}. O

Le lecteur attentif considérerait comme une arnaque d’en rester 14 : il nous reste a4 démontrer

le lemme suivant, utile & la démonstration du précédent théoréme.

Lemme 2
Soit g € C%(]0,1]) vérifiant g(0) = g(1) = 0. Il existe C' € R tel que

Gk < &

<43 pow tout k € N*.

O
Démonstration

L’essentiel de cette démonstration a déja été fait dans la démonstration du lemme 1. N’hésitons

cependant pas a répéter. . .
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Soit k € N*.
\f/ ) sin(kmx) dx.
Donc
2 2 (!
g(k) = —£ [9(x) cos(kmz)] / ) cos(kmx) de = \[/ g (x) cos(kmz) dz
km km Jo

car g(0) = g(1) = 0. Et on continue :

g(k) = 14:\(:2 4 (2) Sin(kﬂ'l‘)]é - k‘\Q/EQ ; g"(z) sin(knz) dz

5 1
:—k;fﬂQ ; g"(x) sin(knz) dz

car sin(0) = sin(km) = 0. Donc

vz L 203
0 < pemg maxls”] [ Jsinhme)] do = 23 maxg|

11 suffit donc de poser

=22 g
T 0] )

g

On laisse le soin au lecteur de démontrer le résultat nécessaire pour achever la démonstration du

théoréme précédent (dans le cas ou f dépend aussi de t).

Théoréme 4

Considérons le probléme (2.1) ot T est un réel strictement positif quelconque et avec une donnée
initiale u° € C4([0,1]) vérifiant u°(0) = u%(1) = u®’(0) = w"’(1) = 0 et un terme source
f €C%([0,T] x [0,1]) vérifiant f(t,0) = f(¢,1) =0 pour tout ¢ € [0,T]. Il a une unique solution
u e C*([0,7],[0,1)). O

A la différence du théoréme 3, le théoréme 4 fait appel & une hypothése de régularité sur la

donnée initiale.

Démonstration

On sait déja qu’il existe une solution u € C*2(]0, 77, [0,1]) et qu’elle est la somme de la série

V2 g (@(k) + /0 t F(k)(s)enk* s ds> e "R gin (k).

On s’intéresse au comportement de la dérivée par rapport & ¢ au voisinage de t = 0 de cette

fonction. La série des dérivées par rapport a t, déja étudiée, est la série de terme général

V2 [—ﬁkw (@(k) + /0 t Flk)(s)emk*™s ds> ek 4 f(k)(t)} sin(krz).



2.1. EXISTENCE ET UNICITE D’UNE SOLUTION 29

Nous allons reprendre le schéma de la démonstration de la dérivabilité (par rapport a t) de la

série, en y incorporant ici les éléments nouveaux. Rappelons que la régularité de f implique que

(supte[o 7] Flk)(t) )k . est une suite de I'. D’autre part, puisque u® € C%4([0,1]) et u°(0) =
2 E *
u0(1) = u9”(0) = u®"’(1) = 0, le lemme 2 « dopé » a 'ordre 4 assure qu'il existe C' € R tel que
-~ C
o< &
Nous avons maintenant : —mk27r21;6(k)6_“k2”2t + f(k:)(t)) sin(kmx) est le terme général d'une

série normalement convergente sur [0,7] x [0, 1] car

— le terme 2]% :

)

—kk2m2u0(k)e "**m*t sin(krx)| v est majoré par K

— ‘f(k)(t) sin(k‘mv)‘ < supp 7 ‘f(k‘)(t) Sin(k‘ﬂm)‘ < supp 7 ‘f(k:)(t)‘ qui est le terme général
d’une suite de ['.
L’étude du terme .
ij27['2/ f(k)(s)e“kzﬂZ(s_t) dssin(kmz)
0

a été faite lors de la démonstration du théoréme 3 et a permis de montrer que ce terme est
celui d’une série normalement convergente sur [0, 7] x [0,1]. En guise de récapitulation : la série
des dérivées par rapport & t des coefficients de Fourier de u est normalement convergente sur
[0,T] x [0,1]; en conséquence, u est dérivable par rapport a sa premiére variable et dyu(t,x)
est de classe C° par rapport & (t,z) sur [0,T] x [0,1]. La dérivée de u par rapport & t est donc
uniformément bornée sur [0, 7] x [0, 1].

Un raisonnement similaire pour la dérivée seconde de u par rapport & x est effectuable. .. Et

A effectuer a titre d’exercice. O

Remarque 6

Il peut paraitre stérile de faire une hypothése aussi forte sur la condition initiale, vue la faiblesse
du résultat obtenu. En fait, nous montrerons dans le chapitre concernant I’approximation numé-
rique la convergence des solutions approchées vers la solution exacte pourvu que cette solution
exacte ait ses dérivées partielles uniformément bornées. Le théoréme 4 a pour seule ambition de
montrer qu’il existe de telles solutions, et que les algorithmes discrets que nous allons étudier
convergent dans de « vrais cas ». Remarquer par ailleurs que, comme nous ’avons déja observé
(remarque 5), moyennant des hypothéses suffisamment fortes sur u’ et f, on est en mesure de
produire des solutions de (2.1) dans c{;m([o, T1],10,1]) pour tout (I,m). O

Remarque 7 (Conditions aux limites de Dirichlet non homogénes)
Le probléme de la chaleur dans [0,1] avec conditions aux limites de Dirichlet non homogénes
s’écrit
du(t, ) — k02 yu(t,x) = f(t,x) dans |0,T]x]0, 1],
u(t,0) =ug pour tout ¢t €]0, 7],
u(t,1) =uy; pour tout t €]0,T],
u(0,2) = u’(z) pour tout x €]0, 1]

(2.3)
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(on suppose ici pour simplifier que ugp ni u; ne dépendent de t). Pour résoudre ce probléme, il
suffit de remarquer que la fonction A(t, x) définie par A(t,x) = ug + (u1 — ug)x vérifie "EDP de
la chaleur sans terme source ainsi que les conditions aux limites de Dirichlet non homogénes en

0 et en 1. Soit donc v(t, z) la solution de

dyu(t, x) — k02 yu(t,x) = f(t,x) dans |0,T]x]0, 1],
u(t,0) =0 pour tout t €]0,T],
u(t,1) =0 pour tout ¢t €0, 77,
u(0,2) = u%(z) — A(0,z) pour tout = €)0, 1]

(on sait que la solution de ce probléme existe puisque c’est le probléme de Dirichlet homogéne).

Posons maintenant u(t,xz) = v(t,x) + A(t,z) : u est la solution cherchée. O

Remarque 8 (Conditions aux limites de Neumann homogénes)
Un autre type de conditions aux limites trés souvent pris en compte est celui de Neumann, ot
la dérivée normale de la solution est imposée sur le bord. Le probléme en dimension 1 devient

alors, dans le cas homogéne,

Otu(t x) — k02 u(t,z) = f(t,x) dans ]0,7]x]0,1],
Lu(t,0) =0 pour tout ¢ €]0, T,

8 Lu(t,1) =0 pour tout ¢ €]0, T,

u(0,z) = u’(z) pour tout x €]0,1].

(2.4)

On peut pour ce probléme faire la méme étude, en utilisant exactement la méme technique, celle
des séries de Fourier. Il faut pour ceci faire usage de la base hilbertienne {1, (\@ cos(kwx)) . eN*}
de L?(]0,1[). C’est en effet avec cette base-ci que u € C?([0,1]) vérifiant 9,u(0) = dpu(l) = 0

sera telle que

o~

u' (k) = —k*r*a(k)  pour tout k € N.

2.2 Principes du maximum

Nous avons déja évoqué la question de la stabilité de la solution de (2.1) et nous avons
répondu par I'affirmative en norme L? : voir la proposition 3. La présente section est consacrée
a ’étude de la stabilité en norme L. La stabilité que nous allons démontrer porte le nom de
« principe du maximum » et sera a nouveau étudiée dans les chapitres concernant les équations

hyperboliques et les équations elliptiques.
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2.2.1 Entropies

On appelle entropie pour le probléme (2.1) toute fonction S de classe C2(R) telle que, si u
désigne la solution de (2.1),

OpS(u)(t, z) — m@i,xS(u)(t, r) < S'(u)(t,x)f(t, z).

Remarque 9
Le terme « entropie » est généralement réservé aux équations hyperboliques, mais il désigne dans

ce cadre exactement la méme chose. . . O

Proposition 4
Supposons que les hypothéses du théoréme 3 sont vérifiées. Toute fonction de classe C?(R) et

convexe sur R est une entropie pour (2.1). O

Dans cette proposition, les hypothéses du théoréme 3 sont faites afin d’assurer 'existence

d’une solution au probléme (2.1) et sa régularité.
Démonstration
On a 9;S(u) = 5" (u)Opu et 0,5 (u) = S'(u)dpu, dott 82 .S (u) = 5" (u)(Dpu)® + S’ (u)d2 ,u. Donc,
015 () — 02, S(u) = S'(w) (1) — " (u)(Baw)® < S'(u) (1, ).
g

Pour simplifier, on suppose a partir d’ici et pour le reste de la section 2.2 que le

terme source est nul : f(¢,2) =0 pour tout ¢, pour tout z.

2.2.2 Décroissance en temps de la norme L*>(]0, 1])

Théoréme 5
Supposons que les hypothéses du théoréme 3 sont vérifiées. Soit u(t, z) 'unique solution de (2.1)

avec terme source nul et donnée initiale u® € L>°(]0, 1[). Cette solution vérifie
0
[Ju(t, -)||Loo(]071[) < Hu HL"O(}O,I[) pour tout t € Ry.

O

Démonstration
Toute fonction S € C3(R) telle que S”(x) > 0 pour tout z € R est une entropie pour (2.1) et
vérifie

0pS(u) — n&%@S(u) <0.

Notons M = max(0, supess u?). Choisissons une entropie particuliére (voir la figure ) :

S(u):{ (u.—M)3siu2M,
Osiu>M
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S(x)

M

FIGURE 2.1 — Graphe de I'entropie.

(exercice : vérifier que c¢’est une entropie!).

Intégrons I'inégalité d’entropie en espace entre 0 et 1 :

/at )(t, ) dz — K [0:5(u)(t, )]y < 0.

Or (pour t > 0) u(t,0) = u(t,1) = 0 < M, donc 9,;5(u(t,0)) = S'(u(t,0))0,u(t,0) = 0 =
S (u(t,1))0pu(t, 1) = 055 (u(t, 1)) grace a la forme particuliére de Ientropie choisie, donc

/&5 t$d$<0

De plus, fo S (u)(t,z)dz = 0, fo )(t,x)dx (& vérifier en exercice), d’ot, en intégrant en

1 1
/OS(U)(t,x)dJ:/O S(u)(0,z)dx <0

et, puisque S(u(0,z)) = 0 pour presque tout z,

temps entre O et ¢,

/1 S(u)(t,z)dz < 0.
0

Puisque S(u) > 0 pour tout u € R, cela implique que S(u)(t,z) = 0 pour presque tout z, pour
tout ¢ > 0. Ceci signifie que u(t,z) < M pour presque tout x, pour tout ¢, & nouveau grace a la

forme particuliére de I’entropie. En prenant maintenant ’entropie

S’(u):{ —(u—m)3 siu < m,

Osiu>m
avec m = min(0, infess u°), on démontre de la méme maniére que u(t, ) > m pour presque tout

x, pour tout t. Ceci termine la démonstration du théoréme. O

Remarque 10

— Nous avons démontré en fait un résultat plus fort que 1'énoncé (lequel 7).
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— Avec des conditions de bord de Dirichlet non homogénes

u(t,0) = o,
U(t, 1) = Ui,

on démontrerait que

u(t, z) < max(ug,u1,supess u’) p.p.(x), pour tout t,

u(t, z) > min(ug, u1, infess u®) p.p.(z), pour tout t

(le faire a titre d’exercice).
— La méme méthode permet de montrer le méme résultat avec des conditions de Neumann

homogénes. On pose M = supess u’. En intégrant en espace I'inégalité d’entropie, il vient
1
o / S(u) dz — # [0S (u)(t 2)]} < 0.
0

Or 9,5(u)(t,0) = S'(u)(t,0)0,u(t,0) = 0 et 9,S(u)(t, 1) = S'(u)(¢,1)0,u(t,1) = 0 grace

aux conditions de Neumann homogénes, d’ot

1
0

donc fol S(u)(t,x)dr < fol S(u)(0,z) dx = 0. Mais puisque S(u) > 0 quelque soit u, on a
nécessairement S(u(t,z)) = 0 pour presque tout z, pour tout ¢. D’ou enfin u(t,z) < M
pour presque tout x, pour tout ...

— La méthode que nous avons utilisée est une adaptation de la méthode des troncatures de
Stampacchia pour montrer le principe du maximum pour des équations elliptiques, que
nous verrons dans le chapitre qui y sera consacré.

— Une méthode plus classique pour montrer ce principe du maximum consiste & poser
v(t,z) = u(t,z)e™™, pour A > 0, et a étudier v comme solution d'un probléme aux

limites.
O

Remarque 11
Le probléme (2.1) est mal posé pour t < 0. En effet, la série de Fourier de la solution diverge

O ne « contient qu'un nombre fini de modes de Fourier ». La stabilité en

pour t < 0, sauf si u
norme L? (norme de I'énergie) est alors fausse. La stabilité en norme L™ est perdue aussi (les
entropies augmentent en temps négatif). Il en est bien entendu de méme pour ¢ > 0 avec k < 0.

O

Remarque 12

Les résultats que nous avons obtenus ne sont pas optimaux. Des résultats plus forts, assurant
I’existence de solutions faibles sous des hypothéses plus faibles peuvent étre démontrés. Ils font
cependant appel & des techniques moins classiques que nous n’introduirons que dans la suite

(chapitres sur les équations hyperboliques et les équations elliptiques). O
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2.3 Résolution approchée par la méthode des différences finies

La méthode que nous avons employée dans la section 2.1 pour montrer I’existence et 'unicité
d’une solution au probléme (2.1) est constructive : elle permet un calcul de la solution. Cela
demande néanmoins le calcul des coefficients de Fourier de la condition initiale, de ceux du terme
source, le calcul de leur évolution, et enfin le calcul de la transformation de Fourier inverse. Ceci
est long et cotliteux ; mais rendu réalisable grace a la transformée de Fourier rapide (Fast Fourier
Transform en anglais). Nous n’utiliserons pas cette méthode. Nous préférons en effet proposer
I’étude d’'une méthode beaucoup plus générale. 11 s’agit de la méthode des différences finies. Son
principe général repose sur la définition de la dérivée d’une fonction f :

fx+h/2) — f(x —h/2)

"(z) = 1i .
fi(=) lim, .

La méthode consiste a remplacer, dans 'EDP, d,u(t, z) par (u(t,x+h/2) —u(t,x —h/2))/h pour
un h assez petit. .. C’est-a-dire des dérivées par des différences finies. Cette méthode permet un
calcul approché de la solution de (2.1) sur une grille de [0, 7] x [0, 1]. Pour simplifier, on suppose
que cette grille est réguliére en temps et en espace : on note At le pas de temps et Az le pas
d’espace. On note N le nombre de pas de temps entre 0 et T et t" = nAt pour n € {0,..., N},
avec t© = 0 et tN = T, soit At = T/N. On note J le nombre de points du maillage en espace
situés a l'intérieur du segment [0,1], et 2; = jAz pour j € {0,...,J + 1}, avec 29 = 0 et
xj41 = 1,s0it Az =1/(J+1). Le but de la méthode des différences finies est le calcul approché
de la solution du probléme (2.1) en les points du maillage temps-espace, c’est-a-dire le calcul
approché des valeurs u(t",z;) pour tout n € {0,..., N} et tout j € {0,...,J + 1}, ot w est la
solution exacte. Les valeurs approchées que nous calculons sont notées uz”
Les conditions aux limites du probléme ne posent a priori aucune difficulté : il est naturel

d’imposer

uy =0 pour tout n € {0,..., N},

uj, ;=0 pourtout n € {0,...,N},

u? =u’(z;) pour tout j € {0,...,J + 1},

en supposant pour simplifier que la donnée initiale vérifie les conditions aux limites : u°(0) =
u’(1) = 0.
Il nous reste maintenant a faire le calcul des autres valeurs w7, qui doivent étre proches des

u(t™, x;). Or, ces valeurs exactes vérifient
Owu(t", ;) — /eagwu(t",mj) = f(t", x;).

Bien entendu, la méthode que nous allons développer doit permettre un calcul approché des
u(t", x;) sans Daide des valeurs exactes dyu(t", ;) et 82 ju(t",z;), ¢'est pourquoi nous allons
remplacer ces dérivées par des différences finies.

Discrétisation de 83%’93
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En utilisant
u(t™, xj + Ax/2) —u(t", z; — Ax/2)
Ax ’

Opu(t", xj) =

on écrit
Opu(t™, xj + Ax/2) — Opu(t", x; — Ax/2)
Ax ’

2 n ~
ax,wu(t ’xj) ~
et en réitérant cette approximation,

u(t™wi+Ar)—u(t™x;)  u(t"a;)—u(t"z;—Ar)

8§,mu(tn7 xj) ~ = Ax = )

soit
u(t", wjp1) — 2u”, ;) + u(t", xj-1)
Az?

02 u(t", ;) ~ . (2.5)

Discrétisation de 0;

La discrétisation naturelle serait ici

u(t™ + At/2,x5) —u(t™ — At/2, x;)
At ’

atu(t", ij) ~

mais le probléme de cette discrétisation est qu’elle fait intervenir les valeurs de la solution en des

points qui ne sont pas sur la grille. Plusieurs modifications sont possibles, dont, par exemple,

U(tn+1, SU]) B u(tna .’E])

dou(th, ;) ~ o , (2.6)
tn N tn_l .
dpu(t”, ;) ~ D) A;‘( 73), (2.7)
ou encore
tn+1 D tn—l )
8tu(t",xj) ~ u( 7$]) u( 7‘733)' (28)

2At

Ces trois choix, qui paraissent trés proches, conduisent en fait a des algorithmes aux comporte-
ments extrémement différents :
— le premier choix conduit & un algorithme convergent sous une condition sur les pas de
temps et d’espace; cet algorithme est appelé schéma explicite ;
— le deuxiéme choix conduit & un algorithme inconditionnellement convergent; cet algo-
rithme est appelé schéma implicite ;
— le troisiéme choix conduit & un algorithme non convergent; cet algorithme porte le nom
de schéma saute-mouton.
Par convergence, on entend convergence de la solution approchée vers la solution exacte lorsque
les pas de discrétisation en temps et en espace tendent vers 0.

La suite de cette section est consacrée, entre autres, a I’étude de ces trois discrétisations.
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2.3.1 Etude du schéma explicite

Par étude du schéma, on comprend
— étude de la stabilité de la solution approchée, propriété qualitative ;
— étude de la convergence de la solution approchée (ou numérique, ou encore discréte) vers
la solution exacte lorsque At et Az tendent vers 0;
— étude de la vitesse de convergence. . .
Le schéma explicite, qui résulte de l'approximation proposée en (2.5) pour l'opérateur du
second ordre, et de la premiére discrétisation de I'opérateur du premier ordre, (2.6), est

n+l _ u”

Uy J

n n n
o B A

At Ax?

= f(t", zj). (2.9)

Définition 2 (erreur de consistance)
On appelle erreur de consistance d’un schéma ’erreur que 'on commet en remplagant 1’équation

exacte Oyu — ﬁagwu — f = 0 par I’équation aux différences finies. O

Un exemple vaut mieux qu’un long discours : pour le schéma explicite, I’erreur de consistance

T

"(u), est donnée par

au temps t" au point x;, notée ¢

" w(t™t ) — u(t, x; w(t™, zipq) — 2u(t™, x;) + u(t™, xi_q "
Ej (U) _ ( ])At ( ]) — K ( 7+ ) (Axg J) ( J )—f(t 7:1:])

On désignera par la suite par €™ (u) le vecteur des erreurs de consistance a I'instant ¢,

e"(u) = (g}

J (u))je{l,...,J} ’

Remarque 13
Le terme « consistance » provient d’une erreur de traduction de ’anglais « consistency » et est

a comprendre comme « cohérence ». [l
Proposition 5
Supposons que u € C§’4([O, T7,[0,1]) est solution de (2.1). Alors, il existe C' € R tel que

max [|e"(u)]|,, < C(At+ Az?).
ne{0,...,N—1}

Remarque 14
— Il en résulte que

li n =0
Atﬁl%ne{or?%_l}l\e (W)l = 0,

on dit alors que le schéma (2.9) est consistant avec (2.1).

— On dit que le schéma est d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace.
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Démonstration

- n+1 ...\ _ n ..
Evaluons “ ,w]A)t ult?e;) Ou(t™, xj).

On a supposé que u est de classe C2 en temps. Donc il existe 7 € [t?, "] tel que

w(t" T xp) = u(t, ;) + Atou(t”, x;) + Aztgatz,tu(ﬂ j)-
Ainsi, .
u(t"t ,CCj)At_ u(t®, z;) Bu(t®, z;) = %@%u(ﬂ ;).
Evaluons u(tn’xj“)*%(g;’fjHu(tn’xj’l) — afwu(t”,xj).

Comme on a supposé u de classe C* en espace, il existe y € [z}, z41] tel que

A 2
uw(t", xj41) = u(t", xj) + Azou(t", z;) + Txaixu(t”,xj)

3 4
Az’ 5 Ax® 4

37

+ 76x,x,:cu(tn> $j) + ﬂaﬁ%xﬂ»’u(tn’ y)

6

et il existe z € [z;_1,x;] tel que

A 2
u(t", xj—1) = u(t", x;) — Azou(t", x;) + %827zu(t”,xj)

3
CAT g ) +

6 T,2,T

Azt
94 T
Ainsi,

u(t", zj41) = 2u(t", 25) + u(t", z5-1) g w(t )
sz z,T ]
B Az?

24

Pour finir, on rappelle que dyu(t", x;) — ﬁ@%jxu(t”, zj) — f(t",z;) = 0, donc

u(t"t 2;) — u(t", 7))

() = L (" )
nope ) (. g n o
_ n“(t ) Lji1) U(ixfj) +u(t", zj1) n m(?%’xu(tn,xj)
= f(t" ) + f(t", z))
At Ax? .,

u(t", z).

[8§,x7x,xu(tna y) + 8;L7a;7x7$u(tn, Z)] .

- 7815271516(7'7 .Tj) N ﬁﬂ [a’ﬂ,lb,z,xu(tn’ y) + ag,x,z,xu(tn’ Z)]

2

On a le résultat annoncé en posant

,n/6[ max 8;1,1;,95,:5“‘)7

C=1/2 o?
/ max( max } U o X

[0,T]x[0,1]
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car alors

€7 (u)| < C(At + Az?)  pour tout n € {0,...,N — 1}, pour tout j € {1,...,J}.

Théoréme 6

Notons e™(u) le vecteur de I'erreur au temps " : " (u) = <en(u) avec

J >je{1,...,J

e;(u) =uj —u(t",z;) pour tout n € {0,..., N}, pour tout j € {0,...,J +1}.

Supposons que kAt/Ax? < 1/2. Alors, sous les hypothéses de la proposition 5, il existe C € R
tel que
lle"(u)]],, < C(At+ Ax?)  pour tout n € {0,..., N}.

g

Ce théoréme exprime une majoration de l'erreur entre la solution approchée et la solution
exacte, en norme [*° discréte, c¢’est-a-dire en un certain nombre de points. On peut bien entendu
en déduire une majoration de 'erreur en norme L>°([0, 7] x [0, 1]), c’est ce qu’exprime le corollaire
suivant, dont la démonstration, qui utilise une inégalité d’interpolation classique, est laissée au

lecteur.

Corollaire 1

Soit %(t, z) la fonction affine en ¢ (a z fixé) et affine en x (& t fixé) sur chaque pavé [t", t" 1] x
[z, j11] telle que u(t", z;) = u} pour tout n € {0,..., N} et tout j € {0,...,J + 1}. Sous les
hypothéses du théoréme 6, il existe C' € R et D € R tels que

@ = ull oo o 7x0.17) < C(AE+ Az?) + D(AE + Az?).

Démonstration (du théoréme 6)
Tout d’abord, ef(u) = €’;,;(u) = 0 pour tout n. Puis, si j € {1,...J},

e?“(u) — ’LL;L-H _ u(t"+1,xj)
t
= uj+ /ﬁ@(u}"ﬁrl —2uf +ul_y) + Atf(t", x5)

- u(tn7 xj)A_ (u(tn+17 xj) - u(tn> x]))
n t n n n n

At

- (Ata?(u) + N (w(t™, zjq1) — 2u(t™, z;) + u(t”, xj-1)) + Atf(t”,:q))
x

At

= ef(u)+ ﬁ@(e%l(u) —2¢f(u) +ej_y (u)) — Ate] (u).
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Il est important de remarquer que l'erreur est solution de ’équation discréte

e;t—i—l(u) — e(u) ~ K‘B?Jrl(u) —2e(u) + €j_ (u)

At Azx? J

qui est I’équation discréte de la chaleur avec le schéma explicite et comme second membre I'erreur
de consistance.

On a donc, pour tout n € {0,..., N — 1} et tout j € {1,...,J},

. ALY At At .
€] u) = <1 — 2/<;A$2> e (u) + ﬁ@eﬂl(u) + ﬁ@ej,l(u) — Atelf(u).

On suppose que 0 < QHALL/AZ'Q < 1. Donc

5w < (1= 20y ) el + 20 el + At W

pour tout j € {0,...,J + 1},
soit

\e?+1(u)| < [le™(u)||,+At ||e™(u)||, pour tout n € {0,..., N—1}, pour tout j € {0,...,J+1}.

On applique maintenant le résultat obtenu a la proposition 5 et on a
He"“(uﬂ ’OO < |le"(u)]],, + CAt(AL + Ax2).
Ainsi,
He”“(u)Hoo < Heo(u)Hoo + C(n+ 1)At(At + Az?).

Or €9(u) =0 pour tout j € {0,...,J + 1}, d’o finalement
et (w)]|, < C(n+1)At(At + Az?),

ceci étant vrai pour tout n € {0,..., N —1}. Comme nAt < T pour tout n € {0,...,N}, il en

découle que

He”“(u)Hoo < CT(At + Az?).
O

Le théoréme 6 montre que la solution numérique converge vers la solution exacte lorsque
I'on fait tendre les pas de temps et d’espace vers 0, si le pas de temps est choisi suffisamment
petit pour que kAt/Axz? < 1/2. On dit que le schéma explicite (2.9) est (conditionnellement)

convergent dans L™,
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Remarque 15

Par analogie avec le cas des équations de transport (voir le chapitre 3), la condition KAt/ Az? <
1/2, qui lie le pas de temps au pas d’espace, est parfois appelée condition de Courant-Friedrichs-
Lewy. Cette condition est trés contraignante car elle impose que At < Axz?/(2x). Nous allons
tacher d’élaborer des algorithmes ne nécessitant pas cette condition, trés cotiteuse en temps de

calcul sur les ordinateurs. O
Remarque 16 (principe du maximum discret)

Supposons que le terme source est nul. Le schéma explicite s’écrit alors

At
n+1 n n
=t — 3 5 (Ujyy — 2uf +uj_q),

At At At
+1 _
uy _<1_2”A$2> +”A2J+1+“A2jl

La condition kAt/Ax? < 1/2 apparait ici naturellement comme une condition sous laquelle u”

u

soit

n+1
J

est une combinaison convexe de u7_;, uj et u7, . ¢’est une condition de stabilité [ du schéma.

j—b
Si cette condition est vérifiée, on a

min  u? <u"t'< max W our tout j € {0,...,J+1
je{0y1y 4 T I je{o,....J+1} 7 P je{0-, b
et donc
. w0 n+1 0 .
min <u < max  u; our tout 7 € {0,...,J + 1}.
jetomrany 9 =1 = ey P AU J
Cette estimation permet, grace a la convergence du schéma, de retrouver le principe du maximum
du théoréme 5. |

Nous allons maintenant étudier une classe plus générale d’algorithmes de résolution approchée
de ’équation de la chaleur. Afin de gagner en généralité, commencons par observer que le schéma

explicite peut étre écrit sous une forme matricielle :

gntt —pn K

AU™ = F"
At +Aa:2
avec
2 -1 0
-1 2 -1 0 0
o -1 2 -1 --- 0
A= S . € M;(R)
0 o -1 2 -1
0o -1 2
et
’LLT' f(tn)xl)
U" = : " =
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Au moyen de ces notations, nous pouvons réécrire le schéma obtenu en remplagant O;u(t", ;)
u(tnvx]')fu(tn_lij) (
At

une des autres discrétisations de dyu proposées) sous la forme matricielle

1 K 1
— I+ —A)urtt ——JT)\U"=F"™
<At+Aa:2> +< At)

Nous regroupons maintenant ces deux schémas différents sous une méme formulation, tout en

par

mettant au jour un grand ensemble de nouveaux algorithmes. Pour tout 6§ € R, nous considérons
I’algorithme défini par

1 Ok 1 (1-0s
iy S| n+1 B ST Sy no_ Fn+1/2 21
<At Az )U +< AT AR )U (2.10)

ol le second membre est donné par

f(tn + At/2,x1)
Fn+1/2 — .

fE™+ At/2,25)

La modification de ce second membre, par rapport au schéma explicite, va permettre d’obtenir
un schéma d’ordre 2 en temps. Il est clair qu’elle ne change pas les résultats déja obtenus pour
le schéma explicite. Le schéma décrit par (2.10) est appelé 0-schéma. Nous allons ’étudier selon
les valeurs du parameétre 6. Lorsque 8 = 0, on retrouve le schéma explicite que nous avons déja

étudié. Lorsque 0 = 1, le schéma est dit totalement implicite. La difficulté posée par les cas ol

0k

A2 ), mais nous allons voir que cela peut se révéler

6 > 0 est 'inversion de la matrice (ﬁ[ +

payant en termes d’efficacité.

2.3.2 Etude du #-schéma

Il s’écrit sous forme scalaire

1
u;,“r —uy - H)RU?H —2uj +ujy
2
At n+l n—l—Ax n+1
uily —2uy " gy N
— 0k = f(t" + At/2,z;)

Az?
( pour tout n € {0,..., N — 1}, pour tout j € {1,...,J}). On définit 'erreur de consistance au
temps t" et au point x; par

u(tn+17 :Ej) - U(tn, :Ej)

t
-k <(1 - O)U(tn’ j+1) — 2“(75"72%) +u(t", xj 1)
Az

w(t™ ziq) = 2u(t T xj) + u(t acjl))

+0

Ax?
— f(t" + At/2,x;)

ot u est la solution de (2.1).
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Proposition 6
Supposons que u € C§’4([O,T], [0, 1]) est solution de (2.1) out f € C2([0,T] x [0, 1]). Alors, il existe
CeRet DeR tels que

max |[e"(w)]|o, < C|1— 20| At + D(A? + Ax?)

(le #-schéma est consistant pour tout 6 € R). O

Démonstration
Elle repose sur le méme principe que celle de la proposition 5, en comparant cette fois les
différences finies & dyu(t" + At/2,z;) et a 07 u(t™ + At/2, z;).
. n+1l ..\ _ N
Evaluons “‘ ’mJA)t ult®z;) _ Owu(t" + At/2,z;).
On a supposé que u(-,z;) € C3([0,T)), donc

2
w(t™ xp) = w(t" + At)2, ) + %&tu(t” + At/2,x5) + ATtﬁgtu(t” + At/2,1;) + O(At?)
et
n n At n At2 2 n 3
u(t™, 27) = ult™ + A2, 25) — Srom + Ar/2,a) + SRt + B1/2,2) + O(AP),

ce qui donne
u(tn+1v mj) - u(tna :Cj)

= Qu(t™ + At/2,z;) + O(A).

At
- n ) _ n . n . n+1 . _ n+1 . n+1 )
Evaluons (1 _ 0) u(t™,xj41) 2“(23}7273])""“(75 j—1) +9u(t Ti+1) 2u(tAx2,xJ)+u(t Ti—1) _ 8§7xu(t" +

At/Q, J:‘j).

En faisant la méme opération que lors de la démonstration de la proposition 5, on obtient

w(t™, zjp1) — 2u(t™, z;) + u(t”, xj-1)
Az?
w(t™ 2i) = 20 zy) +u(t T a )
Az?
= (1= 0)07 ju(t", ;) + 002 u(t"t, z;) + O(Az?)

(1-0)

+06

A
= 02 u(t + AL/2, 1) + (20— 1)7%3%#@” + At2,25) + O(AR) + O(Ad?)
si 92 ju(-,x;) € C*([0,T]), ce qui est le cas puisque 02 ju(-, z;) = 1/k (Qpu(-, z;) — f(-,x;)). Ainsi,

ei(u) = Ow(t" + At/2,z;) + O(At?)
KA

ROt + A2, ) + (1— 29)71603907”@" A2, ;)
+O(AL?) + O(Az?)
— f(t" + At/2, zj),

soit, puisque u est solution de I’équation de la chaleur,

kAL
2

ce qui prouve bien le résultat annoncé. O

3
at,x,x

e (u) = (1—26)

f u(t™ + At/2,z;) + O(At?) + O(Ax?),
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Le #-schéma est donc d’ordre 1 en temps et 2 en espace, sauf si § = 1/2, auquel cas il est

d’ordre 2 en temps et en espace. Le 1/2-schéma est appelé schéma de Crank-Nicolson.

Remarque 17

Le remplacement du second membre F™ par F"11/2 a permis d’éliminer un terme d’erreur d’ordre
1 en temps qui ne s’annulerait pour aucune valeur de 6. On peut remplacer le second membre
F"+At/2,2;) par (1—0)f(t", x;)+0f (", ;) oupar f((1—-0)t"+0t" L x;) = f(t"+0AL, z)

pour obtenir le méme résultat. ]

Il nous faut maintenant nous pencher sur la convergence du 8-schéma. Pour ceci, nous notons,
comme pour le schéma explicite (& ceci prés que nous ne prenons pas cette fois les valeurs de

Perreur en 2 = 0 ni en 2 = 1), ¢"(u) € R le vecteur de I'erreur au temps ", de composantes
—u(t",z;) pourtout n € {0,..., N}, pour tout j € {1,...,J}.

La linéarité du schéma implique que ce vecteur de l'erreur vérifie I’équation

<A1tI - &A) e (u) + (—Altl + (1A_$02)”A> e"(u) = —&"(u).

La présence d'une matrice non diagonale (lorsque 6 # 0) devant e"*! rend difficile I’étude de la
norme [ du vecteur de l’erreur. L’étude que nous proposons ici est celle de la norme « % » : on

définit la norme |||-|||, par
1/2

J
1
el = | 5 >_le3 P
j=1

La division par J sert a normaliser (en fonction du nombre de points du maillage) : ainsi, si g

est une fonction constante sur [0, 1],
J
Igllz2goap = ||| (9@l ||,

Etude de la matrice ﬁ] + %A.
La matrice —A est appelée matrice du laplacien discret en dimension 1 sur un maillage a J

points.

Lemme 3
La matrice A, de taille J x J, a pour valeurs propres
Jm

aj :4Sin2 <2(<]—+—]_)> pOllI'j: 1,...,J7

et pour vecteurs propres associés, respectivement,

sin(f—:rrl)
sin(2-)
Vi = .JH pour j=1,...,J.

sin(Jj%l)
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g

La démonstration de ce lemme est laissée au lecteur (elle ne fait appel qu’a des formules de

trigonomeétrie classiques).

Remarque 18

Noter que les vecteurs propres ont pour composantes les valeurs aux points du maillage des J
premiers vecteurs propres de 'opérateur exact —83@. Un calcul simple (un développement limité
de la fonction sin a l'ordre 2 au voisinage de 0) montre de plus que 4(J + 1)2sin?(jr/(2(J +
1)) = 7272 + O((jn/(2(J +1)))?), donc les j premiéres valeurs propres de A/Az? sont des
approximations des valeurs propres de —8:%?%, lorsque J est grand (ci-dessus O est une notation
pour Oj/(j41)-

0k
Ax?
— Les valeurs propres de A sont toutes strictement positives.

Avant de continuer I’étude de la matrice ﬁ] + A, nous pouvons faire quelques remarques.
— La matrice ﬁ[ + %A est symétrique réelle et donc diagonalisable sur R (ce que 'on
constate aussi dans le lemme 3).

; 1 0 . réala
— La matrice ;1 + A—:’ZQA a pour valeurs propres les réels

1 Ok
TR A
et pour vecteurs propres associés les vecteurs V; (pour j =1,...,J). Pour 6 > 0, les p;

étant strictement positifs, cette matrice est définie positive (on fait dorénavant ’hypotheése
que 6 > 0).

— La matrice ﬁ[ + %A est diagonalisable et & valeurs propres non nulles, elle est donc
inversible (ce qui assure 'existence d’une solution a I’équation approchée donnée par le

f-schéma).
OxAt

Notons, pour tout § € R, By la matrice I+ A

A. Le vecteur de 'erreur satisfait a I’équation
" (u) = By [By_1e"(u) — Ate"(u))]

et la solution numérique satisfait a I’équation
Ul — By~ By U™ + AtFn—i—l/ﬂ .

By est bien sir elle-méme symétrique réelle, diagonalisable, définie positive, inversible.
Posons maintenant
Ly = BgilBg_l.

La formule donnant le vecteur de 'erreur est
" (u) = Lge™ (u) — AtBy e (u).

La matrice Ly est appelée matrice d’amplification du schéma.
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On obtient aisément une majoration de la norme ||-|||, du vecteur de I'erreur :

e @lll, < [1Zoe™(w)lll; + At[]| B~ e (w)] [,
< I1Zollls [lle™ il + At |[[Bo~ ||, [[le™ (wll,

otl la norme matricielle |||-|||, est la norme induite par la norme vectorielle |||-||, :

||| Ml
[1M]ly = sup .
vers* l[V]]]2

Remarquer que [[[M]], = |[M]l,
On sait que ||[M]|, = (p(M*DM))'/? on p(C) désigne le rayon spectral de la matrice C, et
que |[|Ml|ly = p(M) si M est normale, c’est-a-dire vérifie M*M = MM* (voir [13] ou [2] par

exemple). La matrice By a pour valeurs propres les

OrAt .
@zl—i-ﬁajzAt,uj pour j=1,...,J.

Toutes les valeurs propres de By sont donc supérieures ou égales a 1 (car § > 0). Cette matrice
est inversible et toutes les valeurs propres de By~! sont dans l'intervalle 10, 1]. D’autre part, By

est symétrique réelle, donc By~ ! est symétrique réelle. Ainsi,
1B~ Il = 11Bo~" ], = p(Bo™") <1
car ||[M||, = p(M) pour M symétrique réelle. Donc
e (W], < I Zollla [lle™ @)l + At [l ()], -

Un raisonnement par récurrence nous permet d’en déduire que

e @[, < NZollly™ || (@)|[], + At Y MIZalll," ™ llle™ @)l -

m=0

Comme de plus H!eo(u)mQ =0,

e @[], < A3 Eallly" ™ ™ @)l -
m=0
1/2 1/2
Or (S lep@)) 7 < (Jllem@)liZ) s done [[le™ (w)llly < lle™ ()]l et

" @l]ly < ALY Lol ™™ [le™ (W)l

m=0

< ALY Ll ™ [C1 — 26| At + D(AE® + Ax?)] .

m=0
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Supposons maintenant que ||Lg||, < 1. Alors
|He"+1(u)H|2 <T[C(1-20)At + D(At* + Az®)]  pour tout n € {0,...,N — 1},

Si||Lgl|ly < 1 (et sous les hypothéses de la proposition 6), le schéma (2.10) est « convergent pour
la norme [||-|||, » (bien que cela n’ait pas le sens habituel, car |||-|||, dépend de J).

Cherchons donc des conditions (simples) sous lesquelles ||Lg||, < 1. Rappelons que

oAt ! (1—0)rAt
Lo=DBy 'By_1= (1 A I—+———A
0 0 0—1 < + A2 > ( A )

et que
— By et B! ont les mémes vecteurs propres et des valeurs propres inverses

— (I - %A) a les mémes vecteurs propres que By, les vecteurs Vj, qui sont les vecteurs

propres de A, et a pour valeurs propres les réels
At
c;i=1—-(1—-0)k—=a; pour j=1,...,J.
J ( ) Azl p J

Les vecteurs propres de Ly sont donc les vecteurs Vj. Les valeurs propres associées sont les réels

At : j T
o 1—4(1-9) A—Jésnﬂ (72(}“))

Aj = —= X : ;
B 1+ 49/{A—;2 sin? (2(}11))
pour j = 1,...,J. Or ||Lg||, = p(Lg), puisque Ly est une matrice symétrique réelle”. Donc

0 < 1 s1 et seulement si ) < 1, c’est-a-dire s1 et seulement s1 A; < pour tout 5 €
Lolly, < 1 si lement si p(Lg) < 1, c’est-a-dire si et seul i <1 j
{1,...,J}.

Remarque 19
La condition p(Lg) < 1 est appelée condition de stabilité de Von Neumann. Puisque Ly est symé-
trique réelle, cette condition de stabilité est équivalente & la condition de stabilité 12, ||Lgl|, < 1,

selon laquelle la norme de la matrice d’amplification du schéma est inférieure a 1°8. O

Proposition 7
Sif>1/2,||Lell, < 1.

Sife0,1/2], ||Lg|ly < 1 pour tout J si et seulement si /QAAJQ < 72(;29). O

Démonstration
Etudions la fonction g définie par
140 0)k Ll s
1+ 49&%;23

7. Lg est en effet le produit de deux matrices, By~ * et I — UlgiigmA, qui sont symétriques et qui commutent,
ayant les mémes vecteurs propres.
8. Voir la proposition 8 pour plus de détails.
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sur le segment [0, 1]. Elle est décroissante, donc elle atteint son maximum et son minimum en 1
et en 0 respectivement. Donc |g(s)| est maximal lorsque s = 0 ou s = 1. Or |g(0)| = 1. Etudions
|g(1)| (en fonction des valeurs de § > 0).

At

1) =
g 1+ 46&%
donc |g(1)| <1 si et seulement si
At At At
—1—40r—— <1—-4(1 -0)k—5 <1+ 40—,
Az? — ( ) Az? — Az?
ce qui est équivalent a
H%(ﬁl —80) <2
et /{% >0
soit (puisque 6 > 0, K > 0 et At > 0)
{ 0>1/2
At 1
ou K < 21-20
On a démontré que si § > 1/2 ou H% < m, l[Lg||ly <1 ( pour tout J € N*). Pour montrer

la réciproque, il suffit de remarquer que

Jm
li in? ([ ———— ) =1
Joee (2(J+1)> ’
et que donc

1—4(1 - 0)r-2L

lim Ay = ( )AtAzQ
J—o0 1+40kC5
X

=g(1).

Une conséquence directe est le

Théoréme 7
Supposons vérifiées les hypothéses de la proposition 6. Soit # € R4. Supposons que 6 > 1/2 ou
kAt/Az? < 1/2(1 — 26). Alors, le schéma (2.10) vérifie : il existe C € R et D € R tels que

[le"(w)||l, < T [C]1 —20|At + D(At* + Az*)]  pour tout n € {0,...,N}.

Remarque 20
Le schéma de Crank-Nicolson, obtenu pour § = 1/2, est a la fois d’ordre 2 et inconditionnellement

convergent. ]



48 CHAPITRE 2. EQUATIONS PARABOLIQUES

Le corollaire qui suit (dont la démonstration est laissée au lecteur), qui est au théoréme 7
ce que le corollaire 1 est au théoréme 6, précise la convergence de l'interpolée de la solution

numérique vers la solution exacte.

Corollaire 2

Soit @(t, z) la fonction affine en ¢ (a z fixé) et affine en x (& t fixé) sur chaque paveé [t", t" 1] x
[z, 7j11] telle que u(t", z;) = u} pour tout n € {0,..., N} et tout j € {0,...,J + 1} (ot les uff
sont donnés par le schéma (2.10)). Sous les hypothéses du théoréme 7, il existe C € R, D € R et
E € R tels que

[a(t, ) = ult, Ml2qoap < 2T [C|1 — 20| At + D(A#? + Az?)|+E(A?+Az®)  pour tout ¢ € [0,T7].

O
Remarque 21
C’est en fin de compte ce corollaire qui justifie le choix de la norme |||-|||, dépendant du nombre
de points du maillage J. 0

La convergence du #-schéma en norme |||-|||, repose sur deux propriétés :

— sa consistance (Imy, j— oo SUPpeqo,.. N1 €7 (1), = 0);

— la majoration ||Lgl||, < 1. Cette majoration assure la stabilité au sens { de la solution
numeérique : supposons pour simplifier que le terme source est nul, on a alors U™+ = LgU"
et |[[T7+11, < 1Zally U™l < U™l

Rappelons que la consistance en norme [*° implique la consistance en norme |||-|||,. La conver-
gence semble donc étre une conséquence de la consistance et de la stabilité. Nous allons mainte-
nant formaliser ce résultat et le généraliser & une norme quelconque pour démontrer le théoréme

de Lax. On considére & partir de maintenant un algorithme de la forme générale
ByU™™ + BU™ = F™  pour tout n € {0,...,N} (2.11)

ou U e R/, F* e R/, By,B; ¢ M J(R) sont donnés et By est une matrice inversible, et cela
pour tout J € N. Il est implicite dans cette définition que les données (les deux matrices et le
terme source) dépendent de paramétres qui sont At et Ax : donc la solution U aussi.

On supposera pour simplifier, comme dans tout ce qui précéde, que U est constitué des valeurs

ponctuelles de u°, donnée initiale exacte.

Définition 3
1) On appelle erreur de consistance du schéma (2.11) a I'itération n le vecteur £ (u) € RY défini
par
J
e"(u) = By (u(t™*",2)))_, + Bo (u(t",z5))]_, — F"
ol u est la solution de (2.1).

2) On dit que (2.11) est consistant avec (2.1) dans 'espace vectoriel de fonctions ¢ pour la norme
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[||| siet seulement si pour tout u € U solution de (2.1),

lim sup |le™(u)|| = 0.
NvJ_H'OOnE{O,...,N}

3) On dit que (2.11) est d’ordre p en temps et g en espace dans U si et seulement si pour tout u €
U solution de (2.1), il existe Cy(u) € R tel que

sup  ||le"(u)|| < Co(u) (AP + Az?)  pour tous At, Az € R
ne{0,...,N}

4) On dit que (2.11) est stable pour la norme ||-|| si et seulement si pout tout 7" € R il existe
Ci(T),Co(T) € R tels que

sup |[UM]] < Cu(D) [|U°]] + Co(T)  sup }IIF"II

nef{0,...,N} nef0,..,N—1

pour tous At, Az € R, pour tout UY € R7, pour tout N tel que NAt < T.

5) On dit que (2.11) est convergent dans & pour la norme ||-|| si et seulement si
J
sup H (u;‘ — u(t”,xj))jle = sup lle"|| —at,Az—00
neN tel que nAt<T neN tel que nAt<T
pour tout u € U solution de (2.1). O
Dans cette définition, la norme ||-|| peut dépendre de J. On peut aussi ajouter des conditions

a la stabilité et a la convergence : par exemple, liant At et Ax.

Théoréme 8 (théoréme de Lax)
On considére un schéma de la forme (2.11) dont on suppose qu’il est consistant dans U et stable.

Il est convergent dans U. g

Remarque 22

Ce théoréme est parfois appelé « théoréme d’équivalence de Lax » mais la réciproque demanderait
de nombreuses hypothéses supplémentaires sur la forme du schéma. Le meilleur moyen d’énoncer
(et de montrer rigoureusement) ce résultat d’équivalence est d’écrire le schéma en variable de

Fourier. On peut consulter [15]... O

Démonstration
Supposons (2.11) consistant et stable. La linéarité du schéma implique que le vecteur de l'erreur
vérifie

Bie" " (u) + Boe"(u) = —"(u).
Puisque le schéma est stable pour toute donnée initiale et tout second membre, il ’est pour la
donnée initiale ¢”(u) et pour le second membre — (en(u))gz_ol : il existe C1(u) € R,Cy(u) € R
tels que

sup |le"(u)|| < Ci(u)||®(w)|] + Ca(u)  sup |lg"(u)]].
nef0,...,N} nef0,..,N—1}
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Or €°(u) = 0, donc

sup |[e"(u)|| < Co(u)  sup  [[e"(u)]].
ne{0,...,N} ne{0,...,N—1}

Le schéma (2.11) étant de plus consistant, sup,co,.. Ny |[€"(w)[| —N,J—00 0 : le schéma est

convergent. ]

Remarque 23
Le fait que la norme ||-|| dépende de J ou que les vecteurs U et e™ soient de taille variable avec
J ne modifie bien entendu pas la démonstration que nous venons de faire. Ce détail a été omis

afin de simplifier les définitions et la démonstration. O

Remarque 24

En réalité, aucune hypothése concernant 'EDP & résoudre n’a été nécessaire : peu importe que
ce soit (2.1). La propriété importante qui a été utilisée est la linéarité du schéma (noter qu’un
schéma linéaire ne peut pas étre consistant avec une EDP non linéaire ; remarquer qu’en revanche

un schéma non linéaire peut étre consistant avec une EDP linéaire). g

Applications.
1) Le schéma explicite est convergent en norme ||-|| _ si kAt/Az? < 1/2.

2) Le 6-schéma est convergent en norme [||-|||, sous les conditions évoquées dans le théoréme 7.

Remarque 25

Pour le 6-schéma avec 6§ < 1/2, nous n’avons pas montré que la condition dite de CFL était
nécessaire, nous avons seulement vu qu’elle était suffisante. Il est cependant possible de montrer
qu’elle est effectivement nécessaire en choisissant une condition initiale dont la projection sur le
vecteur propre V; de la matrice Ly associé & la valeur propre de plus grand module ne tend pas
vers 0 lorsque J tend vers l'infini. Le phénoméne de non-convergence lorsque le pas de temps est

trop grand s’observe facilement. O

Une indication du mauvais comportement du schéma lorsque la condition sur le pas de temps
est violée est donnée par le fait que ce schéma n’est alors pas stable. En effet, il s’écrit sous forme

matricielle

U™ = LoU™ + AtBy ' F™.
La proposition suivante va nous permettre de conclure.

Proposition 8
Un schéma de la forme
Ut = BU™ + AtDF™

est stable si et seulement si il existe C' € R indépendant de N et J tel que

sup || B"|| < C.
neN



2.3. RESOLUTION APPROCHEE PAR LA METHODE DES DIFFERENCES FINIES 51

Démonstration

Supposons que le schéma est stable : pour tout U°, pour tout (F”)n€{17...7N},

sup HU”’|§ClHUOH+C2 sup |[F"].
} n€{0,...,N}

ne{0,..., ey

Prenons F" = 0 pour tout n € {0,...,N}. Alors, U" = B"U° et SUppeqo,.. N3 U] <
Ci HUOH , d’olt sup,,cqo,... N} HB”UOH < HUOH . Donc

B"U
1B = sp 1B

< (Cy; pour tout n € {0,...,N},
veri\joy U]l

et cela est vrai pour tout V.

Montrons la réciproque : supposons qu’il existe C' € R tel que sup,,cy ||B"|| < C.

n—1
U"=B"U"+AtY B 'DF™,
m=0
donc
n—1
U™ < [1B"| [JU°|] +at Y |8 [IDF™|
m=0
<C||U°|| +nAtC||D|| sup  ||[F™|
me{0,...,n—1}
<c||U’]| +CT|IDl|  sup [[F™],
me{0,...,N}
ce qui termine la démonstration. O

Dans le cas du 6-schéma,

oAt \ 7! (1—0)rAt
B=Ly=(I+-"5"A -2,
’ <+Am2 ) < As? >

C’est une matrice symétrique réelle, donc || B||, = p(B) et ||B"||, = || B||5. Or nous avons montré
(proposition 7) que ||B||, > 1 si la condition sur le pas de temps n’est pas vérifice. Cela prouve

que le schéma n’est pas stable.

Exercice 2

Etudier (consistance, ordre, stabilité?) le schéma saute-mouton défini par

n+1 _ n—1 n _ n
i Y Y T 2yt

2At Ax?

n

u
7—1
= f]”

(cf. partiel du 6 avril 2003).
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2.3.3 Quelques résultats numériques

On présente ici quelques résultats numériques obtenus avec le #-schéma, pour différentes va-
leurs de 6 € [0, 1], différentes conditions initiales, différentes valeurs du pas d’espace et différentes
valeurs du pas de temps. Le coefficient de diffusion est x = 1.

Les premiers résultats numériques, figures 2.2 & 2.5, ont été obtenus pour la condition initiale
u®(x) = sin(27x). La solution exacte est alors donnée par u(t, ) = sin(2rx)e~*™. Le temps final
(pour lequel les solutions approchées ont été calculées) est T' = 0, 02. Le rapport At/ Az? est fixé
a 0,5 pour le schéma explicite, ce qui conduit a effectuer 209 pas de temps. Pour les schémas de

Crank-Nicolson et implicite, on fixe le nombre de pas de temps & 50 (c’est arbitraire).

0,5

T T
solution exacte
0,4 soliitign approchée avec 20 mailles & 4

0,3
0,2
0,1

-0,1
-0,2
-0,3
-0,4

_0.5 1 1 1 1

0,5

T T T T T
solution exacte
o approchée avec 50 mailles <&
S

0,4
0,3
0,2
0,1

-0,1
-0,2
-0,3
-0,4

0.5 I I I I I I

FI1GURE 2.3 — Condition initiale sinusoidale, 50 mailles avec le schéma explicite.

0,0015

T T T
erreur avec 20 mailles —+—
erreur avec 50 mailles —X—

0,001

0,0005

-0,0005

-0,001

-0,0015 L L L L
0

FIGURE 2.4 — Condition initiale sinusoidale, comparaison des erreurs (schéma explicite).
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On constate sur cette figure que l'erreur sur le maillage fin est inférieure a ’erreur sur le

maillage grossier.

0,0015 T T T T T

schéma explicite ——
osyifina de Crank-Nicolson —<— 4
’ schéma implicite

0,0005

-0,0005

-0,001 - 4

-0,0015 L
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 2.5 — Comparaison des erreurs avec différentes valeurs de 6, 50 mailles.

Pour cette condition initiale particuliére et pour ce maillage, 'erreur du schéma explicite est
inférieure & celle des schémas de Crank-Nicolson et du schéma implicite. Cependant, il faut se
rappeler que ces derniers autorisent a faire le calcul en un nombre de pas de temps beaucoup
plus petit puisqu’ils sont stables sans aucune condition sur ce pas de temps. Voici d’ailleurs le

résultat obtenu avec le schéma explicite lorsque le rapport At/ Az? vaut 1,1.

0,6 . T . . . . . T
schéma explicite, avec un trop grand pas de temps ——

0,4

L L L L L L L L
0 0o,n 0,2 03 0,4 05 06 0,7 0,8 0,9 1

-0,8 L
FIGURE 2.6 — Calcul ou la condition de stabilité n’est pas vérifiée.

Ce résultat oscillant est dii a I’« explosion » des petites erreurs numériques, les calculs n’étant
pas faits en arithmétique exacte. En effet, dans le cas précis de la condition initiale sinusoidale,
la condition exhibée pour le pas de temps n’est théoriquement pas nécessaire a la stabilité du
résultat 2. Un résultat plus convainquant est proposé pour le cas-test suivant.

Maintenant observons les résultats obtenus avec pour condition initiale la fonction de classe

C>°(]0,1]) a support compact dans ]0, 1]
0six<0,4

-
uo(x) = 61 1-100(z—1/2)2 gi 0,4<x<0,6
Osiz>0,6.

9. Nous ne nous étendrons pas sur ce phénoméne, trés marginal pour notre propos. Il faut cependant savoir que

ce type de problémes d’arithmétique non exacte peu étre crucial dans certaines applications en analyse numérique.
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0,9 4
0,8 4
0,7 4
0,6 4
0,5 4
0,4 b
0,3 T
0,2 b
0,1 b

FIGURE 2.7 — Condition initiale réguliére & support compact.

Le temps final choisi est T = 0,01. Remarquer que pour tout temps strictement positif, la
solution n’est plus a support compact car elle est analytique réelle (cf. partiel du 19 avril 2005)
et non identiquement nulle '°. Comme nous n’avons pas cette fois de solution explicite & notre
disposition, nous comparons les résultats obtenus pour les schémas explicite, de Crank-Nicolson

et implicite avec 50 mailles & une solution de référence calculée avec le schéma explicite et 1000

mailles.
0,35 T
0,3 4
0,25 F 3 i
*
0,2 ¥ 4
0,15 - of ¢ i
o Y
0,1 # \ i
S/c’)’lution de référence —— 7§
/- schéma explicite —+— 7
0,05 1= schéma de Crank-Nicolson S 1
o schéma implicite x|
|

0 RE: I

I I I L I &
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 06 0,7 0,8 0,9 1

FIGURE 2.8 — Solutions avec 50 mailles.

Les différences entre les résultats sont plus facilement appréciables sur le zoom proposé par
la figure 2.9. On y remarque que le schéma de Crank-Nicolson, d’ordre 2 en temps et en espace,

offre avec seulement 50 mailles une solution déja trés proche de la solution de référence.

solution de référence

schéma explicite ——
schéma de Crank-Nicolson
schéma implicite

.3 L L L L
0,44 0,46 0,48 0,5 0,52 0,54 0,56

FIGURE 2.9 — Solutions avec 50 mailles, zoom.

10. La seule fonction analytique réelle et identiquement nulle sur un intervalle est la fonction nulle.
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25 T T T T T T T T T
schgma explicite, avec,un trop grand pas de temps —+—
20

15
10
5

0
-5
-10
-15
-20
-25

| | | | | | | | |
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 2.10 — La condition de stabilité n’étant pas vérifiée. ..
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/1171777
/71711717
/1111717

clear();

stacksize (100000000) ;

CHAPITRE 2. EQUATIONS PARABOLIQUES

f-schéma pour 1’équation de la chaleur ////////

en dimension 1 avec conditions de bord ////////
de Dirichlet (0 < 6 < 1). /1111117

[111117111117117777///////// paramétres //////////////////////1/////

kappa = 1.;

T =0.01;

Xmax = 1;

M = 500;

dx = Xmax/(M+1);
theta = .5;

if theta < 0.5 then

// Coefficient de diffusion thermique.
// Longueur de 1l’intervalle en temps.
// Longueur de 1’intervalle en espace.
// Nombre de mailles en espace.

// Pas en espace.

// Paramétre du f-schema :

// choisir une valeur theta € [0, 1].

dtmax = 1/(2xkappa*(1-2*theta))*dx*dx

rapport = 0.5;

// Borne supérieure pour le pas de temps.

// Rapport (& choisir) entre le pas de temps

// maximal autorisé et le pas de temps effectif.
// Ce réel doit &tre inférieur & 1

// pour que le schéma soit stable en norme L"2.

dt = min(rapport*dtmax,T) // Pas de temps.

N = ceil(T/dt)

else
N = 500;
dt = T/N;
end;

nb = kappa*dt/dx/dx;
x=(1:M) >*dx;
xb=(0:M+1) ’ *dx;

function A = lapiD(n)

// Nombre de pas de temps.
// Nombre de pas de temps.

// Pas de temps.

// Nombre << de Courant >>.
// Points de la grille en x.

// Grille incluant les bords du domaine.

// Matrice du laplacien sur une grille & n points.
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A = 2xeye(n,n) - diag(ones(n-1,1),1) - diag(ones(n-1,1),-1);

endfunction

function u=CI(x,xmax) // Condition initiale.
n = size(x,1);
for i=1:n,
if (x(1)-0.5)"2. < 0.1 then
u(i) = 1.;
else
u(i)
end;
//u(i) = sin(2.*Ypi*x(i)));
//u(i) = 0.3

end;

1]
o

endfunction;

function g=CLg(t) // Condition limite & gauche.
//g = sin(2.*Ypi*t);
g=20.;

endfunction

function d=CLd(t) // Condition limite & droite.
d =0.;

endfunction

function s=source(t,x) // Terme source.
n = size(x,1);
for i=1:n;
//s(i) = 100.*sin(2.*%pi*x(i));
s(i) = 0.;
end;

endfunction

// Remplissage des matrices creuses B et R (conditions de Dirichlet). //

=
1]

lap1D(M);
eye(M,M) + theta*nbxA;
-eye(M,M) + (1. - theta)*nbxA;

(os]
1]

o7
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B
R

sparse(B);

sparse(R) ;

[B,rk] = lufact(B);

u=

f1

CI(x,Xmax);

= zeros(M,1);

f2 = source(0,x);

t=0;
for i=2:M+1

w(i) = u(i-1);
end;
w(1l) = CLg(t);
w(M+2) = CLd(t);
xbasc() ;

xset ("pixmap",1);

isoview;

hotcolormap;
plot2d(xb,w);

xset ("wshow")

//

//
//

//

//

//

print (%io(2),’Appuyer sur
halt(Q);

// Boucle en temps.

for n=0:N-1,
t =t + dt;
f1 = £2;

f2 = source(t,x);

rhs =

rhs(1) =

CHAPITRE 2. EQUATIONS PARABOLIQUES

Stockage sous forme creuse.

Factorisation de B afin de résoudre

les systémes linéaires plus rapidement.

Initialisation de la solution numérique.
Source a t'm.

Source a4 t'n+1.

w est la solution sur
le maillage incluant les

points du bord.

Options d’affichage.
Affichage de la condition initiale a 1l’écran.

<< Enter >> pour continuer’);

// Mise &
// Mise a
// Mise &
// Mise a

jour du temps.
jour de f1.
jour de f2.

jour du second membre :

-R*u + dt*x(theta*f2 + (1-theta)*f1);

// On tient compte des conditions de Dirichlet

// non homogénes en modifiant le terme source :
rhs(1) + nb*(theta*CLg(t) + (1-theta)*CLg(t-dt));
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rhs(M) = rhs(M) + nb*(theta*CLd(t) + (1-theta)*CLd(t-dt));

u = lusolve(B,rhs); // Résolution du systéme linéaire.
for i=2:M+1 // Calcul de la solution sur le

w(i) = u(i-1); // maillage incluant les points
end; // du bord du domaine.

w(l) = CLg(t);
w(M+2) = CLd(t);

xset ("wwpc"); // Options d’affichage.
plot2d(xb,w); // Affichage de la solution & 1’écran.
xset ("wshow") ;

end; // Fin de la boucle en temps.

unix(’rm -f resultat’); // Ecriture du résultat dans le fichier
plouf = file(’open’,’resultat’,’unknown’); // << résultat >>.
for i=1:M+2,
fprintf (plouf,’%f  %f\n’,xb(i),w(i));
end;

file(’close’,plouf);

// Fin du programme.
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Voici maintenant un programme permettant de résoudre 1’équation de la chaleur sur un
segment en dimension 1 avec des conditions aux limites de Dirichlet (homogénes ou non) ou de
Neumann homoggénes. La seule différence pour ces derniéres conditions réside dans la matrice du

laplacien, dont la premiére et la derniére lignes sont modifiées. . ..

/1117177 f-schéma pour 1’équation de la chaleur /1111117
/11171717 en dimension 1 avec conditions de bord de /1171777
//////// Dirichlet ou de Neumann homogénes (0 < 0 < 1). ////////

clear();
stacksize (100000000) ;

/11117111111111177////////// paramétres ///////////////////////////

kappa = 1.; // Coefficient de diffusion thermique.

T = 0.01; // Longueur de 1’intervalle en temps.

Xmax = 1; // Longueur de 1’intervalle en espace.

M = 100; // Nombre de points en espace, de 0 & Xmax (compris).
dx = Xmax/(M-1); // Pas en espace.

tcg = ’n’; // Type de condition limite & gauche : ’n’ ou ’d’.
tcd = ’n’; // Type de condition limite & droite : ’n’ ou ’d’.

// Si le type est ’n’, cela correspond & une condition
// de Neumann homogéne, sinon d une condition de
// Dirichlet, pas forcément homogéne.
if (teg==’4’)
if (ted=="4’)

x = (1:M-2)’*dx; // Points de la grille en espace ou

else // le calcul sera effectué.
x = (1:M-1)%dx;

end;

else

if (tcd=="d’)
x = (0:M-2) ’*dx;

else
x = (0:M-1)’%dx;

end;

end;
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m = size(x,1); // Nombre de points de calcul.
xb=(0:M-1) **dx; // Grille incluant
// les bords du domaine

// (pour la représentation graphique) .

theta = .5; // Paramétre du f-schéma :
// choisir une valeur theta € [0, 1].
if theta < 0.5 then
dtmax = 1/(2xkappa*(1-2*theta))*dx*dx
// Borne supérieure pour le pas de temps.
rapport = 0.5; // Rapport (& choisir) entre le pas de temps
// maximal autorisé et le pas de temps effectif.
// Ce réel doit &tre inférieur a 1
// pour que le schéma soit stable en norme L 2.

dt = min(rapport*dtmax,T) // Pas de temps.

N = ceil(T/dt) // Nombre de pas de temps.
else
N = 500; // Nombre de pas de temps.
dt = T/N; // Pas de temps.
end;
//N = 1.;

nb = kappaxdt/dx/dx; // Nombre << de Courant >>.

function A = lapiD(n,tcg,tcd) // Matrice du laplacien sur
// une grille & n points.
A = 2*xeye(n,n) - diag(ones(n-1,1),1) - diag(ones(n-1,1),-1);
if(tcg==’n’) then

ACL,1) = 1;
end;
if (tcd==’n’) then
A(n,n) = 1;
end;
endfunction

function u=CI(x,xmax) // Condition initiale.

61
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n = size(x,1);

for i=1:n,

CHAPITRE 2. EQUATIONS PARABOLIQUES

if (x(i)-0.5)"2. < 0.1 then

u(i) = 1.;
else

u(i) = 0.
end;
//u(i)
//u(i)

end;

0.;

endfunction;

function g=CLg(t)
//g = sin(2.*Ypix*t);
g=1.

endfunction

function d=CLd(t)
d =0.;

endfunction

function s=source(t,x)
n = size(x,1);

for i=1:n;

sin(2.*%pi*x(i)));

// Condition limite & gauche

// (en cas de condition de Dirichlet).

// Condition limite & droite

// (en cas de condition de Dirichlet).

// Terme source.

s(i1) = 100.*sin(2.*%pi*x(i));

end;
endfunction
/1177117177 Remplissage des matrices creuses B et R [1111717171/777/7777
A = lapiD(m,tcg,tcd);
B = eye(m,m) + theta*nbxA;
R = -eye(m,m) + (1. - theta)*nb*A;
B = sparse(B); // Stockage sous forme creuse.
R = sparse(R);

[B,rk] = lufact(B);

// Factorisation de B afin de résoudre

// les systémes linéaires plus rapidement.
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u=CI (x,Xmax) ; // Initialisation de la solution numérique.
f1 = zeros(m,1); // Source a t'n.
f2 = source(0,x); // Source a t"n-+1.
t=0;
if (tcg=="4’) // w est la solution sur le maillage
if(tcd=="d’) // incluant les points du bord.
w = [CLg(t);u;CLdA(t)];
else
w = [CLg(t);ul;
end;
else

if (tcd==’4’)

w = [u;CLd(t)];
else

W = u;
end;

end;

xbasc();

xset ("pixmap",1); // Options d’affichage.

isoview;

hotcolormap;

plot2d(xb,w) ; // Affichage de la condition initiale & 1’é&cran.

xset ("wshow")

print(%io(2),’Appuyer sur << Enter >> pour continuer’);
halt();

// Boucle en temps.

for n=0:N-1,
t =t + dt; // Mise & jour du temps.
f1 = £2; // Mise & jour de f1.
f2 = source(t,x); // Mise & jour de f2.

// Mise & jour du second membre :
rhs = -R*u + dtx(theta*f2 + (1-theta)*fl);



64 CHAPITRE 2. EQUATIONS PARABOLIQUES

// On tient compte des conditions de Dirichlet
// non homogénes en modifiant le terme source :
if(tcg=="d’) then
rhs(1) = rhs(1) + nb*(theta*CLg(t) + (1-theta)*CLg(t-dt));
end;
if (tcd=="d’) then
rhs(m) = rhs(m) + nb*(theta*CLd(t) + (1-theta)*CLd(t-dt));

end;
u = lusolve(B,rhs); // Résolution du systéme linéaire.
if (tcg=="d") // w est la solution sur le maillage
if (ted==’4") // incluant les points du bord.
w = [CLg(t);u;CLd(t)];
else
w = [CLg(t);ul;
end;
else

if (tcd=="4d’)
w = [u;CLd(t)];

else
W= u;
end;
end;
xset ("wwpc"); // Options d’affichage.
plot2d(xb,w); // Affichage de la solution & 1’é&cran.

xset ("wshow") ;

end; // Fin de la boucle en temps.

unix(’rm -f resultat’); // Ecriture du résultat dans le fichier
plouf = file(’open’,’resultat’,’unknown’); // << résultat >>.
for i=1:m,
fprintf (plouf,’%f  %f\n’,xb(i),w(i));
end;

file(’close’,plouf);
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Enfin, on propose maintenant un algorithme de résolution de I’équation de la chaleur sur un
pavé P en dimension 2. Il va de soi que la démonstration d’existence, d’unicité, de régularité de
solutions est la méme qu’en dimension 1 puisqu'une base hilbertienne de L?(P) est disponible
(formée par les produits des fonctions de base dans chaque direction). L’algorithme programmé ici
est encore le f-schéma, dont 1’étude peut se faire de la méme fagon qu’en dimension 1. Signalons
que la matrice du laplacien (avec conditions de bord de Dirichlet homogénes) en dimension 2 sur

un maillage a J x J points est

A, —I; 0 - . 0
I, A -I; 0 - 0
0 —I; A —I; - 0
Az = : : - . - : € Myxs(R)
0 0 —I; A —I
0 o . 0 —I; A

4 -1 0
1 4 -1 0 0
0 -1 4 -1
A = € M;(R)
0 0 -1 4 -1
0 -1 4

si I'on utilise la numérotation « lexicographique » selon laquelle les valeurs wu(t, iAx, jAy) sont

représentées par le vecteur
u(t, Az, Ay)
u(t, Az, 2Ay)

u(t, Az, JAy)
u(t,2Ax, Ay)

u(t, Ax, JAy)

u(t, JAz, Ay)

u(t, JAz, JAy)

c’est-a-dire que l'on y fait varier j plus vite que 1. ..
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/1777 f-schéma pour 1’équation de la chaleur /1117

/1117 en dimension 2 avec conditions de bord de /1177

/1177 Dirichlet (0< 6 <1). /1117
clear();

stacksize (10000000) ;

[111117111117117777///////// paramétres //////////////////////1/////

kappa = 1.; // Coefficient de diffusion thermique.

T=0.1; // Longueur de 1’intervalle en temps.

Xmax = 1; // Longueur de 1’intervalle en espace en x et en y.
M = 30; // Nombre de mailles en espace en x et en y.

dx = Xmax/(M+1); // Pas en espace, en x et en y.

theta = 0.6; // Paramétre du H-schéma :

// choisir une valeur theta € [0, 1].
if theta < 0.5 then

dtmax = 1/(4xkappa*(1-2*theta))*dx*dx
// Borne supérieure pour le pas de temps.
rapport = 0.5; // Rapport (& choisir) entre le pas de
// temps maximal autorisé et le pas de
// temps effectif. Ce réel doit &tre

// inférieur & 1 pour que le schéma
// soit stable en norme L"2.

dt = min(rapport*dtmax,T) // Pas de temps.

N = ceil(T/dt) // Nombre de pas de temps.
else
N = 100; // Nombre de pas de temps.
dt = T/N; // Pas de temps.
end;

nb = kappa*dt/dx/dx;

x=(1:M) >*dx;
y=(1:M) > *dx;

// Nombre << de

// Points de 1la
// Points de la

Courant >>.

grille en x.

grille en y.
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xb=(0:M+1) ?*dx; // Grille incluant
yb=(0:M+1) >*dx; // les bords du domaine.

function L2 = lap2D(n) // Matrice du laplacien sur une grille nxn.
L2 = 4xeye(n*n,n*n) - diag(ones(n*n-1,1),1) - diag(ones(n*n-1,1),-1);
L2 = L2 - diag(ones((n-1)#*n,1),n) - diag(ones((n-1)*n,1),-n)
for i=1:n-1

L2(n*i,n*i+1) 0.;

L2(n*i+1,n*1i) 0.;
end;

endfunction

function u=CI(x,y,xmax) // Condition initiale.

n = size(x,1);

for i=1:n,
for j=1:n
if (x(i)-0.5)"2. + (y(j)-0.5)"2/2. < 0.1 then
u(nx(i-1)+j) = 1.;
else
u(n*x(i-1)+j) = 0.;

end;

//u(nx(i-1)+3)

sin(2.*pixx(i))*sin(2.*pi*y(j));

//u(n*x(i-1)+j) = 0.;
end;
end;
endfunction;
function g=CLg(t,x) // Condition limite a gauche (z = 0).
//g = sin(2.*}pi*x);
g =0.;
endfunction
function d=CLd(t,x) // Condition limite & droite (x = Xmax).
d =0.;
endfunction
function b=CLb(t,x) // Condition limite en bas (y = 0).

b=20.;
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endfunction
function h=CLh(t,x) // Condition limite en haut (y = Xmax).
h=20.;

endfunction

function s=source(t,x,y) // Terme source.

n = size(x,1);

m = size(y,1);
for i=1:n;
for j=1:m;
s(Mx(i-1)+j) = 50.*sin(2.*¥%pi*x(i));
//s(Mx(i-1)+j) = 0.;
end;
end;

endfunction

// Remplissage des matrices creuses B et R (conditions de Dirichlet). //

A = lap2D(M);
B = eye(M*M,M*M) + theta*nbx*A;
R = -eye(M*M,M*M) + (1. - theta)*nb*A;
B = sparse(B); // Stockage sous forme creuse.
R = sparse(R);
[B,rk] = lufact(B); // Factorisation de B afin de résoudre
// les systémes linéaires plus rapidement.

u=CI(x,y,Xmax) ; // Initialisation de la solution numérique.
fl=zeros(M*M,1); // Source a t°n.
f2=source(0,x,y); // Source a t~n+1.
t=0;
for i=1:M // Mise de la solution sour forme matricielle

for j=1:M // pour représentation graphique.

v(i,j) = uM*x(i-1)+j);

end;

end;

for i=2:M+1
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for j=2:M+1
w(i,j) = v(i-1,j-1);
end; // w est la solution sur la maillage
end; // incluant les points du bord.
for i=2:M+1

w(i,1) = CLb(t,xb(i));
w(i,M+2) = CLh(t,xb(i));
end;
for j=1:M+2
w(1,j) = CLg(t,yb(j));
w(M+2,3j) = CLd(t,yb(j));

end; // Fin de la mise sous forme matricielle.
xbasc();

xset ("pixmap",1); // Options d’affichage.

isoview;

hotcolormap;

plot3d(xb,yb,w); // Affichage de la condition initiale & 1’é&cran.

xset ("wshow")

print (%io(2),’Appuyer sur << Enter >> pour continuer’);
halt();

// Boucle en temps.

for n=0:N-1,
t =t + dt; // Mise & jour du temps.
f1 = £2; // Mise & jour de f1.
f2 = source(t,x,y); // Mise & jour de f2.

// Mise & jour du second membre :
rhs = -Rxu + dt*x(theta*f2 + (1-theta)x*fl);

for i=1:M
rhs (Mx(i-1)+1) = rhs(M*x(i-1)+1)...
+ nb* (theta*CLb(t,x(i)) + (1-theta)*CLb(t-dt,x(i)));
rhs (Mxi) = rhs(M*i)...
+ nbx(theta*CLh(t,x (1)) + (1-theta)*CLh(t-dt,x(i)));
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end;
for j=1:M
rhs(j) = rhs(j) + nb*(thetaxCLg(t,y(j)) + (1-theta)*CLg(t-dt,y(j)));
rhs (Mx(M-1)+j) = rhs(Mx(M-1)+j) ...
+ nb*(theta*CLd(t,y(j)) + (1-theta)*CLd(t-dt,y(j)));

end;
u = lusolve(B,rhs); // Résolution du systéme linéaire.
for i=1:M // Mise de la solution sous forme matricielle
for j=1:M // pour représentation graphique.
v(i,j) = uMx(i-1)+j);
end;
end;
for i=2:M+1
for j=2:M+1
w(i,j) = v(i-1,j-1);
end; // w est la solution sur la maillage
end; // incluant les points du bord.
for i=2:M+1

w(i,1) = CLb(t,xb(i));
w(i,M+2) = CLh(t,xb(i));
end;
for j=1:M+2
w(1,j) = CLg(t,yb(i));
w(M+2,3j) = CLdA(t,yb(j));

end; // Fin de la mise sous forme matricielle.
xset ("wwpc"); // Options d’affichage.
plot3d(xb,yb,w); // Affichage de la solution & 1’é&cran.

xset ("wshow") ;

end; // Fin de la boucle en temps.

unix(’rm -f resultat’); // Ecriture du résultat dans le fichier

plouf = file(’open’,’resultat’,’unknown’); // << résultat >>.
for i=1:M+2,

for j=1:M+2,
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fprintf (plouf,’%f %f %f\n’,xb(i),yb,w(i));
end;
end;

file(’close’,plouf);

// fin du programme.
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Chapitre 3

Equations hyperboliques

Ce chapitre a pour objet 1’étude de certaines EDP de la forme
Owu(t,z) + A(u(t, x))0zu(t,z) =0 (3.1)

otu:R xR — R"” et A(u) € M,(R) dépend « régulierement » de u. Un systéme de ce type

est dit quasi-linéaire.

3.1 Introduction, définitions, exemples

Définition 4

Le systéme (3.1) est dit hyperbolique dans U C R™ si et seulement si A(u) est diagonalisable et
a valeurs propres réelles pour tout u € U.

Il est dit strictement hyperbolique dans U si et seulement s’il est hyperbolique et toutes ses valeurs

propres sont distinctes, pour tout u € U. O

Remarque 26 (en dimension supérieure a 1)

Dans un espace de dimension d > 1, le systéme considéré est
d
Opu+ Y Aj(u)dju = 0. (3.2)
j=1

Il est dit (strictement) hyperbolique dans U si et seulement si la matrice A(u,&) = Z;-lzl &iAj(u)

est diagonalisable et & valeurs propres réelles (distinctes) pour tout (u,&) € U x R? (avec £ =
d
(fj )jzl)' O
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Remarque 27 (hyperbolicité des EDP linéaires d’ordre 2)

L’hyperbolicité au sens de la définition ci-dessus peut bien entendu étre rapprochée de la notion
d’hyperbolicité donnée dans le chapitre d’introduction de ce cours. Le rapprochement proposé
ici est une analogie avec ’équation des ondes. Pour simplifier, on considére cette équation en
dimension 1 seulement :

(9,52,tu — 028§7xu =0 avec ¢ € R™.

Elle est hyperbolique au sens de I'hyperbolicité des EDP linéaires d’ordre 2 puisque la matrice

formée par ses coefficients situés devant les termes d’ordre 2,

1 0
0 —c¢2 )’

a une valeur propre positive et une valeur propre négative (car ¢ € R*). Soit u une solution
de cette EDP, posons v; = Oiu et v = Jyu. On a alors naturellement (si u est suffisamment
réguliére. ..) Oy — Ozv1 = 0. D’autre part, 'EDP vérifiée par v donne dyv1 — 20,v9 = 0, de

sorte que ’'EDP des ondes peut s’écrire sous forme du systéme du premier ordre

() V2

avec

Les valeurs propres de A sont ¢ et —c, elles sont réelles si et seulement si... ¢ € R, et d’autre
part A n’est diagonalisable que si ¢ # 0 : les deux notions d’hyperbolicité que nous avons définies

coincident dans le cas linéaire de I’équation des ondes. O

Ce chapitre ne traitera pas uniquement des EDP quasi-linéaires sous la forme (3.1). Nous

serons aussi amenés a étudier des EDP sous la forme

Owu(t,z) + 0y (F(u)) (t,z) = 0. (3.3)
Définition 5
Le systéme (3.3) est dit (strictement) hyperbolique si et seulement si sa forme quasi-linéaire
0w+ VF(u)0zu = 0 est (strictement) hyperbolique. O
3.1.1 Exemples
Equation des ondes

Cette EDP linéaire d’ordre deux hyperbolique peut étre ramenée a un systéme linéaire d’EDP

d’ordre 1 hyperbolique, comme on I’a vu dans l'introduction ci-dessus.
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Equations d’Euler

Le systéme des équations d’Euler,

Op + div(pu) =0,
O(pu) + div(pu @ u + pI) = 0,
O(pe) + div(pue + pu) = 0,
déja introduit dans la section 1.2.6, est hyperbolique sous certaines conditions sur la pression

p(p,u,e).

Equations scalaires réelles
Les équation scalaires réelles d’ordre 1, du type

ol f:R — R est suffisamment réguliére sont hyperboliques. La forme quasi-linéaire de I’équa-
tion ci-dessus,

Owu+ f'(u)0pu =0
est de la forme (3.1) avec A(u) scalaire réel.

Ces équations seront I'objet principal de I’étude dans ce cours.

3.2 Meéthode des caractéristiques pour ’advection
L’étude de I’équation
Opu + a(t,x)0pu =0
ol a est donnée est préliminaire a celle de
Ou+ f'(u)dzu = 0.

Nous 'effectuons ici, au moyen de la méthode des caractéristiques. Plus précisément, nous allons

étudier le probleme

(3.4)

Ou+ a(t,x)0,u = 0 dans R x R,
u(0,z) = u’(z) dans R

ou u°, condition initiale, est donnée, et a, vitesse de transport, est donnée.
Remarque 28 (terminologie)

Si a(t,z) = a € R pour tout (t,x) € R2, une solution évidente du probléme est donnée par
u(t,z) = u’(z — at).

Ceci signifie en particulier que la solution u est constante sur les courbes x = at+z" du plan (¢, z).
Cela permet de comprendre les termes « transport » et « vitesse ». La méthode des caractéristiques

est une généralisation de cette remarque au cas ol a n’est pas une constante. ]
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Remarque 29 (systémes linéaires hyperboliques)
La remarque précédente permet aussi de comprendre 'importance de la notion d’hyperbolicité
pour les systémes. Pour simplifier, on considére le systéme hyperbolique linéaire & coefficients

constants

du + Adyu = 0 dans R?

associé a la donnée initiale u(0,7) = u%(z). A étant diagonalisable a valeurs propres réelles,
il existe une matrice P € M, (R) inversible et une matrice D € M, (R) diagonale telles que

D = P71 AP. Une fonction u est donc solution de 'EDP si et seulement si
P o+ P tAPP'Ou =0,

soit
O + DOyv = 0,

oll v est 'expression de u dans la base qui diagonalise A : v = P~!u. Le systéme vérifié par v est

diagonal, ce qui signifie que les n EDP vérifiées par les composantes de v sont indépendantes :
O +d;0pv; =0 1= {1,...,77,}

ol les d; sont les coefficients diagonaux de D. La remarque précédente permet de voir qu'une

(la?) solution de chacune de ces EDP est
vi(t, ) = v;(0,x — d;t).
D’autre part, on connait v;(0, ), qui nous est donné par la condition initiale
v(0,-) = P~0(.).
O

Le principe de la méthode des caractéristiques repose sur la recherche (et la découverte) de
courbes x = X (t) du plan (¢, z) sur lesquelles la solution u reste constante !. Ceci peut s’exprimer
ainsi : on cherche une fonction X (¢) telle que u(t, X (¢)) ne dépend pas de .

On suppose que u(t,z) est une solution de classe C*(R?) du probléme (3.4). Soit X (t) une
fonction de classe C!(R). Posons a(t) = u(t, X (t)) pour tout t € R. Le but est de trouver X (¢)
tel que @/(t) = 0. Pour cela, on remarque que, sous les hypothéses de régularité faites sur u et
X,

@' (t) = Opu(t, X (t)) + X' (¢)0zu(t, X (t)).

Puisque u est solution du probléme,

Gpu(t, X (1)) = —a(t, X(1))du(t, X (1)),

1. Ces courbes sont appelées courbes caractéristiques, ou encore caractéristiques.
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et la nullité de @' (t) s’écrit
X' (#)0,u(t, X(t)) = a(t, X (t))0zu(t, X (t)).
Il suffit pour cela que X vérifie
X'(t) =a(t,X(t)) pour tout t € R.
Si X vérifie cette EDO, on a
u(t, X (t)) = w(0,X(0)) = u®(X(0)) pour tout t € R.
Nous sommes donc amenés & considérer le probléme de Cauchy

X'(t) =a(t,X(t)) pour tout t € R,
X(0) = X0

D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz (voir, dans 'introduction du cours, le théoréme 2),
ce probléme a une unique solution maximale si a est continue sur R? et localement (en (¢,x))
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable. Si de plus a est globalement (en (¢,z)) lip-
schitzienne par rapport a sa seconde variable, I'unique solution maximale est globale (c’est une
conséquence du théoréme des bouts). De maniére plus compléte on a, sous ces hypothéses qui

conduisent & I'existence et a 'unicité d’une solution globale,

pour tout t° € R et tout XY € R, il existe une unique fonction X (¢,t%, X") solution de
X (t,t°, X% = a(t, X(¢,t°, X))  pour tout t € R,
X (0,49, X9) = X0

(X est le flot de 'équation différentielle). Cette fonction vérifie la propriété de semi-groupe
X(t+ At 1% X0 = X(t + At,t, X (¢,t°, XY))  pour tout (¢,1°, At, X°) € R%.
En écrivant cette équation avec t = 0, tY = ¢, At =t et = X°, on obtient
X(t,0,X(0,t,2)) = X(t,t,x) = x.

On en déduit que pour tout t € R, tout x € R est atteint par une solution de 'EDO pour une
certaine donnée initiale, en l'occurrence X(+,0, X (0,t,x)).

On appelle courbe caractéristique ou caractéristique toute courbe (t, X (t,t°, X°)). On appelle
pied de la caractéristique (t, X (¢,t%, X°)) le point X (0,¢°, X?). On a montré que par tout point
(t,z) € R? passe une unique caractéristique du probléme?. Le pied d’une caractéristique est
unique (par unicité de la solution).

Revenons & notre EDP.

2. Sous ’hypothése que a est continue, et globalement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable.
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Proposition 9
On consideére le probléme (3.4) et I'on suppose que u® € C1(R) et que a € C!(R?) est globalement

lipschitzienne par rapport & sa seconde variable : il existe K € R tel que

la(t,z) —a(t,y)| < K|z —y|  pour tout (¢, z,y) € R>.
Alors, le probléme (3.4) admet une unique solution de classe C*(R?) : la fonction u définie par
u(t,z) = u?(X(0,t,)). O

Démonstration

On sait (voir [9]) que X € CY(R?) (grace a I'hypothése a € C'(R?)). Nous allons démontrer
I'existence d'une solution de deux maniéres différentes. Posons u(t,z) = u®(X(0,t,x)) : c’est le
candidat naturel, au vu de ce que 'on vient de faire, & étre solution.

a. Démonstration calculatoire On a

deu(t, z) = u®' (X(0,t,2))8:X(0,t, x)
et

Dru(t, ) = u” (X (0,1, 2))05X (0,1, z)

Calculons 0, X(0,t,z) (ou presque).
Posons g(t,z) = X (t,t,z) pour tout (t,x) € R% Puisque X (t,t,2) = = pour tout (¢,z) €
R2, 019 = 0. Or

g(t,z) = X(¢,0,X(0,¢,x)),

donc
Og(t,x) = X(t,0,X(0,t,2)) + 93X (¢,0, X(0,t,2))02X(0,t,x)

et ainsi

03X (t,0,X(0,t,2))02X(0,t,2) = =01 X(¢,0, X (0,¢,x)).
Puisque 01 X (¢,0, X(0,t,x)) = a(t, X (t,0,X(0,t,2)) = a(t,z), on a
3 X (t,0,X(0,t,2))02X(0,t, ) = —a(t,x). (3.5)

Calculons 03X (0,t,z), ou presque.
Avec la méme définition de g, drg = 1 et, puisque g(t,z) = X (¢,0, X (0,t,x)),

a2g(t7 l’) = 83X(t7 07 X(Oa ta .’L'))agX(O, t: .’L‘),

d’ou
03X (t,0,X(0,t,2))03X(0,t,x) = 1.

Ainsi

a(t,z)03X (t,0,X(0,t,2))05X(0,t,2) = a(t, ). (3.6)
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En sommant les équations (3.5) et (3.6), on obtient
03X (t,0,X(0,t,2)) (02X (0,t,x) + a(t,x)03X(0,t,2)) = 0.

D’autre part, puisque 05X (¢,0, X(0,¢,2))03X(0,¢t,2) =1, on a
33X (t,0,X(0,t,2)) # 0 et

X (0,t,2) + a(t,z)03 X (0,t,x) = 0.
Ainsi
Opu(t, x) + a(t,x)0zu(t, ) = uOI(X(O, t,x) (X (0,t,2) + a(t,z)03X(0,t,z)) = 0.

b. Démonstration plus astucieuse On vérifie que la fonction w définie ainsi est

constante sur les caractéristiques :
u(s, X (s,t,2)) = u(X(0,s, X (s,t,2))) = u’(X(0,t,2)) qui ne dépend pas de s.

Ainsi s — u(s, X (s,t,x)) est constante et sa dérivée vaut 0. Or, puisque, on le sait a

priori, le flot est de classe C!, cette dérivée peut aussi s’écrire
Ou(s, X (s, t,x)) + 01X (s,t,x)0u(s, X(s,t, 1)),
c’est-a-dire que
Ou(s, X(s,t,x)) + a(s, X (s,t,z))02u(s, X(s,t,z)) = 0.
En écrivant cette équation pour t = s on obtient
ou(s,z) + a(s,x)du(s,z) =0,

ce qui exprime que u est solution (la condition initiale étant trivialement vérifiée).
L’unicité de la solution (réguliére) résulte du fait que toute solution réguliére est constante sur

les caractéristiques, et est donc donnée par u(t,x) = u’(X(0,t,2)). O
Munis de ce premier résultat, nous allons pouvoir aborder le sujet des équations scalaires non
linéaires.
3.3 Equations scalaires conservatives
On s’intéresse ici & I’équation (non linéaire)

Opu(t, z) + 0x(f o u)(t,z) = 0 dans R?
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ot f:R — R est une fonction donnée, suffisamment réguliére (soyons préts a faire des conces-
sions). Par un abus de notation généralisé sur la planéte terre, cette équation est systématique-

ment écrite

Opu(t, z) + Op f(u)(t,z) = 0 dans R?. (3.7)

Cette équation est appelée conservative car si u en est une solution (bornée), pour tout intervalle
[a,b] C R, on a

b
8t/ u(t,x)dx = f(u(t,a)) — f(u(t,b)) (3.8)

et, si u est intégrable et tend vers 0 en +oo (et est suffisamment réguliére),

at/ u(t,z)dr =0
R

pour tout ¢ € Ry : l'intégrale de u est conservée. L’équation (3.8) nous apprend que l'intégrale
de u entre a et b varie en temps selon ce qui « passe » en b et a. Pour cette raison, la fonction f
est appelée fluz.

Nous allons dans un premier temps chercher a résoudre cette équation au moyen de la méthode
des caractéristiques. Cette tentative va échouer (du moins en ce qui concerne les solutions globales
en temps). Nous introduirons alors la notion de solution faible (solution au sens des distributions).
Cette notion nous permettra de prendre en compte une classe beaucoup plus grande de solutions
des EDP, notamment celle des solutions discontinues. Nous étudierons en détail le cas f(u) = u?/2
(équation de Burgers). Nous passerons ensuite a la résolution approchée de (3.7) au moyen
d’algorithmes de volumes finis, avec I’étude précise du schéma de Lax-Friedrichs. Cette étude
nous permettra de généraliser le résultat d’existence et d’unicité précédemment obtenu dans le

cas de ’équation de Burgers au cas ou f est strictement convexe générale.

3.3.1 Meéthode des caractéristiques pour les équations non linéaires

Le but de cette section est d’observer que la méthode des caractéristiques s’applique bien &

Pétude de (3.7) tant que u est réguliére, mais que ceci n’est pas vrai pour tout ¢ en général.

Explosion en temps fini de la dérivée en espace

Nous allons montrer que les solutions réguliéres de (3.7) ont en général un temps de vie fini.

Proposition 10

On considére le probléme de Cauchy

(3.9)

Ou+ 0, f(u) =0, teR,zeR,
u(0,z) =u’(z), w€R
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avec f € C%(R) et une donnée initiale u(0,-) = u°(-) € CY(R) N L°(R) telle que u®" € L®(R).
Posons
+o00 si f/(u0(x))u® (z) > 0 pour tout z € R,
T, = ~1

- 5 sinon
infyer f(ud(x))ud (x)

—oo si f(u0(x))u’ (x) < 0 pour tout = € R,
T = -1

sup,eg [ (u0(x))u" (z)
Le probléme admet une unique solution u € C}(]T_, T [xR). Cette solution est mazimale (elle
ne peut étre prolongée au dela de T_ ni T ). Elle vérifie u(t, z + tf'(u’(z))) = u°(z). O

sinon.

Démonstration

Si u est une solution de classe C', elle vérifie
Ou(t,z) + f(u(t,x))0pu(t,z) = 0.
Soit X (¢, x) la solution maximale de

8t)((ta :E) = f,(u(ta X(t>$)))
X(0,z) ==

(comme il n’y a plus maintenant qu’'une variable de temps pour X, nous abandonnons les nota-
tions 0; et J5 au profit de d; et J,, respectivement). Il existe en effet une telle solution maximale,
d’apreés le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, car le champ g(t,z) = f'(u(t,z)) est continu par rap-
port & (t,z) et localement (en (¢,z)) lipschitzien par rapport a x sous 'hypothése que u et f’
sont de classe C'. Posons i(t, z) = u(t, X (¢,z)). On a

ouu(t,r) = Owu(t, X (t,x)) + Opu(t, X (t,2))0 X (t, )
= Owu(t,X(t,z)) + f(u(t, X (t,2)))0u(t, X (t,x))
= 0

(nous avons déja fait ce calcul). Donc u(t, X (¢,x)) ne dépend pas de t : une solution réguliére
de (3.7) est constante sur les caractéristiques. Le fait que la pente de la caractéristique au point

t ne dépende que de u(t, X (¢, z)) simplifie encore le probléme :

(u(0, X(0,2)))
(u(0,2))
= ['(u(@)).

L’équation vérifiée par les caractéristiques est donc

0 X (t,x) = f'(u’(z))
X(0,2) = z.

f/(u(tv X(t, .%'))) = f
!

!
!/
/
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La solution X (¢, x) en est donnée par la formule
X(t,x) =z + f (u’(x))t.
La solution u(t, z) vérifie donc
u(t,z + f'(w®(2)t) = u¥(z).

Cela prouve la derniére assertion de la proposition. Mais bien entendu, tout cela n’est vrai que

tant que u est de classe C'. Pour simplifier la suite, notons

R—R
X pour tout ¢ € R.
z— x+ f(ul(z))t
On a Xj(x) = 14 f”(u(z))u® (x)t. Donc, en particulier, X}(z) =1 > 0.
— Pour les temps positifs, posons

my = inf f(u’(2))u” ().

On sait que m; € R car u® € L®(R) donc f”(u%(x)) est borné et u® € L®°(R). Si
my >0, pour t > 0 on a X/(x) > 1 pour tout = Si ce n’est pas le cas, posons

-1
T+ = —.
my
On a : pour tout t € [0, 7+[, X} (x) > my(t —74) > 0 pour tout = € R.

— Pour les temps négatifs, posons

m_ = sup f"(u"(z))u®(
rER

On sait que m_ € R car u® € L®(R) donc f”(u%(x)) est borné et u® € L>®°(R). Si

m— <0, pour t <0 on a X/(x) > 1 pour tout = Si ce n’est pas le cas, posons

-1
T =—"
m_

On a : pour tout ¢t €]7—,0], X;(x) > m_(t —7—) > 0 pour tout = € R.

Ainsi, en posant, comme dans 1’énoncé du théoréme,
400 si my Z 0
T, = :
T+ si mg <0,

—XS. <0
{ m

T sim_ >0,
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on aura : pour tout ¢ €]7_, T4 ], il existe € > 0 tel que X/(z) > € pour tout = € R. X; est donc

une bijection de R sur R pour tout ¢ €]7_, T [. Considérons maintenant 1’application

‘ { IT_, T [xR — R x R,
() — (8, Xi(2)).

— |T_, T [xR est un ouvert de R?;

— Y est de classe C*(JT-, T [xR) ;

— Y est injective sur |T_, T [xR : en effet, si Y (t1,21) = Y (t2,22) on a t; = t2 donc
Xy, (1) = Xy, (z2) puis, par injectivité de Xy, (puisque, bien str, 1 €]T_, T [), 1 = z2;

— la différentielle de Y DY (¢,z) est un isomorphisme linéaire de R? sur R? pour tout
(t,x) €]T_, T+[XR : en effet

1 0
F@) L tf"(u(@)u ()

Par application du théoréme de I'inverse global, on en déduit que Y est un C'-diffeomorphisme

det(VY (t,z)) = det ( ) =1+ tf"(uOx))u® (z) > 0.

de |7, T [xR sur son image, qui est précisément |7, T [xR.

Si u est une solution de classe C! de (3.7), tant que X; est une bijection, u vérifie u(t, ) =
u®(X; 1 (x)), que Pon peut aussi écrire u®([Y 71 (¢, z)]2) ott [Y~1(¢, x)]2 désigne la seconde compo-
sante de Y ~1(¢, x). Nous venons de démontrer que u définie ainsi était de classe C! sur |7, T [xR.
Nous allons montrer qu’elle vérifie (3.7).

X; est de classe C! sur R et, si X;(x) >0 pour tout z € R, X; est inversible sur R, Xt_1 est

de classe C! sur R et

TR S
0= @)

Donc , )
u (X, () (X ()

X[(X @) L+t (u0(X, () (X, ()

(3.10)
D’autre part,
Xi(@) = &+ /(0 (@) = &+ tf (ult, X (£,2)) = 7 + £/ (ult, Xo(2)),
d’out
X7 w) = @ — tf'(ult, ).
Donc la dérivée par rapport a ¢t de X; ' (x) (considérée & nouveau comme fonction de (t,z)) est,
au point (¢,z), —f'(u(t,x)) — tf"(u(t,x))0u(t, z). On en déduit que
put,x) = u” (X, (@) [/ (ut, @) = tf" (ult, @) dyu(t, )]

et
duult, @) [1+ " (ult, x))u” (X (2)] = = (X7 (@) f (ult, 2)).
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Or
L4 tf" (u(t, 2))u (X7 (@) = 1+t (O(X; () (X ()

et pour tout ¢ € [T_, T4 ], ce terme est strictement positif, donc

Bpu(t, z) = X @] (WX (@)
) e (O (X () (X ()

On en déduit en comparant a 'expression de d,u(t, ) donnée par (3.10) que I'on a bien
ou(t, ) + f(u(t,z))0zu(t,x) =0
et, bien siir, u(0,-) = u°(-). Supposons que Ty < 400, c’est-a-dire que

m = ig&f’/(uo(x))uo,(az) < 0.

On va montrer qu'il ne peut exister une solution de (3.7) de classe C' au dela du temps 7', La,
seule chose & remarquer pour cela est que des caractéristiques se croisent pour les temps trop
grands, et que, puisque la valeur de la solution u est transportée le long des caractéristiques, cela

conduit & une solution multivaluée®. Soit T € R tel que f”(u°(z))u® (Z) < 0. Posons
—1
fr(u(@))u ()
Nous allons montrer qu’il ne peut y avoir de solution de (3.7) de classe C*([0,#] x R) pour # > ¢
(noter que £ > T). Soit £ > . Soit u € C1(]0,7] x R) une solution de (3.7) associée & la donnée

t=

initiale u°. Nous savons qu’elle vérifie u(t, X (t,z)) = u®(x) avec
X(t,7) = 2+ £ (u()).
On a
i (W@ (@) = ~1,

donc
il @) (7) < -1

puisque ¢ > 7. De plus, d’aprés les hypotheses faites sur u9 et f, f” o u%(-)u®(+) est continue,

donc il existe € > 0 tel que pour tout = € [T — ¢,7],
i (w0 (2))u” (z) < —1.
La caractéristique X (¢, ) est de classe C! par rapport & x, donc il existe y € [T — ¢, 7] tel que

X(t,T—¢) =X(,7) — 0. X(t,y)
= X(L.7) ~ e (1+ 1" ()" (v)) > X(T,3).

3. C’est-a-dire. .. Pas une solution.
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Les caractéristiques issues de T — ¢ et de T se sont croisées. Par continuité, il existe ¢ € [0, ¢] tel
que X (6, T —¢) = X(t, 7). Or v — &) # u®(Z) puisque f”(u®(z))u® (z) < 0 sur [Z — &, 7). L

contradiction est 1a :
uo(f —e)=u(t,X(t,T —¢)) =u(t,X(t,T)) = uo(f) # uo(f —e).

Le méme raisonnement peut s’utiliser pour montrer que la solution réguliére ne peut étre pro-

longée pour des instants inférieurs a 7" . O

Exemples.

1 Advection a vitesse constante : f(u) = au. Alors f”(u) = 0 et Pon a une solution pour
tout ¢ € R, ce qui ne fait que confirmer ce que I’on a déja remarqué, a savoir que u°(x —at)
est solution (pour u® € C*(R)). Remarquer que la proposition 10 nous apprend l'unicité
de la solution réguliére.

2 Equation de Burgers : f(u) = “2 .On a f”(u) = 1. La proposition 10 donne lexistence et
I'unicité d’une solution reguhere si et seulement si u’ ( ) > 0 pour tout z € R. Cela est
tres réducteur.

Pour sortir de I'impasse soulignée par le second exemple ci-dessus, nous allons généraliser
la notion de solution a des fonctions non différentiables (et méme non continues). Ce choix est
motivé par des expériences physiques montrant que des variables physiques (densité, vitesse,
pression pour ne parler que de I’hydrodynamique) peuvent étre discontinues. Dans le cas de
I'advection & vitesse constante, on peut aussi remarquer qu’il est naturel de considérer u®(z — at)

0

comme solution méme si v~ n’est pas réguliere.

Solutions au sens des distributions

Soit u € C' (R x R) solution de (3.7) associé¢ a la donnée initiale u°

{ du(t, ) + Oy f(u)(t,z) =0,

u(0,z) = u%(z). (3:11)

Soit p € C°(Ry x R). On a

o(t, z)0wu(t, ) + o(t, )0z f(u)(t,x) =0 pour tout (¢,z) € Ry x R.

Donc

/ / (t,x)0pu(t, z) + o(t,x)0s f(u)(t, x) dz dt = 0.

En intégrant par parties, on en déduit que

/ ) ({S"("fﬂ)u(w)]? - /0 " ult, 2ot ) dt> dz

N + /Ooo <[90(t, Jult, )%, — /_Z F(ult,z))0zp(t, @) d:v) dt =0
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Puisque ¢ est a support compact dans Ry x R, cela se simplifie en
o0 o oo
[ uteoseteo + st oot dede = - [~ Pp0.0d (312)
0 —00 —00
Cette équation a un sens sans que u soit réguliére. Il suffit que u € L (R4 x R).
Définition 6
On appelle solution faible de (3.11) avec u® € L°°(R) une fonction u € L® (R4 xR) vérifiant (3.12)
pour toute fonction ¢ € C°(Ry x R). O

Exemples

1 On a montré que toute solution forte (réguliére) est une solution faible.

2 La réciproque est fausse. Posons f(u) = au, avec a € R. Soit u® € L*°(R). Posons
u(t,z) = u’(x — at). Nous allons vérifier que la notion de solution faible permet de
définir cette fonction comme solution du probléme d’advection a vitesse constante, ce que
'intuition nous conseillait. Soit ¢ € C2°(R4 x R). Nous voulons nous assurer du fait que
u(t,r) = u’(x — at) vérifie (3.12).

/ / udip + f(u)Orp dr dt = / / (Orp + adyp) dxdt

/ / (x — at) (Opp(t,x) + adpp(t,z)) drdt
/ / ) (Orp(t,y + at) + adyp(t,y + at)) dy dt.

Posons ¢(t,x) = ¢(t,x + at). On a

/ﬁ /1 wbhp + f(u)dpp da dt = L/ L/ 2)p(t, 7) dx dt
:/_oo / Orp(t, ) dtdx—/_oo u® () [3(-, 2)]° da

—_/wwmﬂm@m——/MMmmm@m.

—o0 —o0
Donc u est solution faible.

Remarque 30

Une question naturelle qui se pose maintenant est : si u est une solution faible de (3.11) qui de

plus est réguliére, u est-elle une solution forte de (3.11) 7 La réponse est positive, cela vient du

fait que si u réguliére vérifie (3.12) pour tout ¢ € C2°, en intégrant par parties, on en déduit que

/oo /OO (Opu + Ox f(u)) pdx dt =0
0 —00

pour tout ¢ € CZ° et un résultat « classique » permet de conclure que du + 9, f(u) = 0. Ce

résultat classique sera utilisé par la suite, il s’agit du lemme 4. O
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Remarque 31

Il est intéressant de constater que la formulation faible de (3.11), & savoir, (3.12), est trés proche
des équations de bilan de la mécanique des milieux continus. Elle consiste dans ce cadre en un
retour aux premiéres étapes de la modélisation physique. Nous ne développons pas cette remarque

ici, mais la lecture de [4] apportera a ce sujet de grands éclaircissements. O

Solutions discontinues en translation et relations de Rankine-Hugoniot

La section précédente nous a informés de I’existence de solutions discontinues en translation.

Le but de cette section est d’analyser et de caractériser précisément ce type de solutions pour

des équations hyperboliques plus générales que l'advection & vitesse constante. On considére
I'équation (3.7) avec la condition initiale

uo(:c):{ uGsi.xSO

up sixz >0

(le probléme est & comprendre au sens faible de (3.12)). On cherche une solution (faible) u de ce

probléme qui soit de la forme

u(t, ) = u’(z — ot)

ol 0 € R est & déterminer, c’est-a-dire que ’on cherche une solution en translation a la vitesse
o. Lorsque f(u) = au, nous avons vu que o = a était une possibilité. Nous voulons montrer que

c’est la seule et généraliser ce résultat au cas non linéaire.

Soit u une solution faible : pour tout ¢ € C°(Ry x R),

/ / u(t, z)op(t, ) + f(u(t, z))0zp(t,x) dedt = —/ u®(2)p(0, z) d.
0 —o0 —c0
Le probléme est donc de trouver o € R tel que
/ / u®(z — at)Oyp(t, x) + f(ul(x — ) dpp(t, x) da dt = — / u®(x) (0, ) da.
0 —00 —00

pour tout ¢ € C°(R4 x R). Soit ¢ > 0; notons, pour € > 0 quelconque,
B. = B((t,ot),e) C R xR,
D.p={(s,z) e B-t.q.os <z} CR xR,

D.c={(s,x) € B:t.q.os >z} CRxR

(voir la figure 3.1).
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Be

R i DE,D

el

ot

FIGURE 3.1 — Support de la fonction-test dans le plan espace-temps.

Choisissons € < t et ¢ € C°(B). On a alors ¢(0,2) =0 pour tout = € R. L’équation faible

devient donc

/ u(t,z)op(t, ) + f(u(t, z))0zp(t,x) de dt = 0.

£

Or B, = D. U D, p, donc I'équation est

/D u(t, z)Opp(t, ) + f(u(t, z))0pp(t, z) de dt
+ / u(t, 2)Opp(t, x) + f(u(t, z))0pp(t, z) dedt =0
D:.p

et puisque u(t,z) = ug pour tout (t,z) € D, g et u(t,z) = up pour tout (¢,z) € D, p, on doit

finalement trouver o tel que

/ ucOp(t, ) + f(ug)Ozp(t, z) de dt + / upOrp(t,z) + f(up)Ozp(t, ) dx dt = 0.
DE,G DE,D

On utilise maintenant une formule de Green sur D, g et sur D, p 4.

/ (ugngt + flug)nge) pdS + / (upnpyt + f(up)npg) pdS =0
oD, ¢ oD p

ol nG,¢, NGz, ND,t, ND,x sont les composantes suivant ¢ et x des normales extérieures unitaires

de D. ¢ et D. p. Or pour (t,z) € 9D, ¢ et pour (t,x) € dD, p on a p(t,x) = 0 sauf si z = ot.

4. L’unique formule & se rappeler, pour un ouvert sufisamment régulier @ € R? et u,v € C'(Q), est
fQ udivdr = fan uon; dS — fQ vd;udzr ot n; est la n® coordonnée de la normale unitaire extérieure n a dQ.

Dans cette formule, dx représente 1’élément de volume dans 2 et dS I’élément de surface sur 9f2.
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De plus, sur ce segment {x = ot}, on a, a un facteur multiplicatif (de normalisation) prés,
-0 o
ng = ’ np = ?
1 —1

(=0 (ug —up) + f(ug) = f(up)) pdS =0

de sorte que o doit vérifier

/8D57Gr'1{(t,:p) t. q. =0t}

pour tout ¢ € C°(B;), c’est-a-dire encore

(—o (ug — up) + f(ug) — f(up)) / pdS = 0.

0D, cN{(t,z) t. q. =0t}

Une conséquence immédiate est que

—0 (UG — ’LLD) + f(uG) — f(uD) =0.

Cette équation est une relation de compatibilité entre o et (ug,up) pour que la fonction dis-
continue en translation a vitesse o u soit solution de I’équation. Elle est appelée relation de
Rankine-Hugoniot®. Noter que le fait que 'EDP soit scalaire n’a pas été utilisé : les relations de
Rankine-Hugoniot sont vérifiées aussi par les solutions de systémes d’EDP hyperboliques.
Lorsque ug # up (ug = up est un cas trivial de solution de I'EDP), la relation de Rankine-

Hugoniot donne I'expression de o

_ f(up) — f(uc)

up —ug

Remarque 32
1 Dans le cas f(u) = au, la formule précédente donne o = a (nous savions déja que c¢’était
convenable).
2 La relation de Rankine-Hugoniot implique que les discontinuités d’amplitude trés petite

se déplacent a une vitesse proche de la vitesse caractéristique :

_ f(up) — f(uc)

= f'(ug) + Oup — ug)
Up — UG

si f est de classe C!.

3 Dans le cas f(u) = u?/2, cas de I'équation de Burgers, on a

uG + up
—

5. On laisse le soin au lecteur de vérifier qu’elle est aussi une condition suffisante pour que la fonction soit

solution.
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4 La relation de Rankine-Hugoniot peut se montrer de maniére trés simple si 'on est un
peu familier avec les distributions. On a supposé que u(t,z) = ug + (up — ug)H(z — ot)
ou H(x) = lr, (x) est la fonction de Heaviside. On sait que la dérivée au sens des
distributions de H est 0, masse de Dirac en 0. On a dyu = —o(up — ug)d(x — ot). Par
ailleurs, f(u(t,z)) = f(ug) + (f(up) — f(ug))H(x — ot), d’ott 9, f(u)(t,z) = (f(up) —
f(ug))d(z — ot). L’équation dyu + 05 f(u) = 0 est ainsi équivalente & —o(up — ug) +
F(up) — f(uc) = 0.

5 Dans la démonstration, nous n’avons nulle part utilisé le fait que u était scalaire : le
résultat est vrai pour des systémes d’ordre 1. Cependant, une différence notable est que
dans le cas scalaire, pour tout couple (ug,up), u(t,z) = ug + (up — ug)H (x — ot) est
solution faible de 1'équation, avec o = (f(up) — f(ug))/(up — ug), et que ceci est faux
dans le cas d’un systéme, puisque dans ce cas toutes les composantes des vecteurs ug
et up doivent vérifier une condition de compatibilité impliquant (permettant) qu’elles se
déplacent a la méme vitesse o. Précisément, pour un systéme de dimension n, il faut que
(f3(un) — f5(ue))(wp; —uci) = (filup) — fi(ue))(up; — ug;) powr tous i, j € {1,...,n},
et la vitesse de translation est alors o = (f;(up) — fj(ug))/(up; — uq;), indépendante de
J (pour j tel que up; # ug;).

O

3.3.2 Equation de Burgers

On aborde ici 'EDP )

Opu + ax% ~0 (3.13)

qui, en ce qui concerne ses solutions réguliéres, est équivalente a
Ou + udyzu = 0 :

u, solution de I’équation, est aussi la pente des courbes caractéristiques sur lesquelles elle est
constante. La vitesse o d’une discontinuité en translation solution de cette équation est donnée

par
UG + up

2
(si ug et up sont les états situés a gauche et a droite de la discontinuité).

Non-unicité des solutions

Nous avons montré dans le cas général (scalaire) I'unicité de la solution forte du probléme
avec donnée initiale. Nous allons voir ici qu’il n’y a pas unicité de la solution dans le cas non
régulier. Autrement dit, la notion de solution faible, qui permet d’avoir existence de solutions
dans un cadre plus général, est hélas trop faible pour garantir I'unicité (dans le cas du moins de

I’équation non linéaire de Burgers).
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Afin d’exhiber deux solutions faibles d’'un méme probléme, nous choisissons la condition

initiale

O0siz <0
0 = 9
u’(x) = 3.14

(z) {1six>0. ( )

Une premiére solution faible de (3.13) avec la condition initiale (3.14) est alors fournie par la

section précédente : il s’agit de la solution discontinue en translation

Une autre solution faible du probléme est donnée par

O0six <0,
€T .
u(t,x) = ;310<x§t,

lsiz>t

pour tout ¢ > 0. Cette solution est appelée « détente ». Montrons que c¢’est une solution faible.
Soit ¢ € C°(R4 x R). D’apreés le théoréme de Fubini,

u? u?
/ / ulpp + ?Bxga dtdx = / / ulpp + ?ach dz dt,
R JRy Ry JR

donc

2 0 2 t
/ / ulyp + %axap dt dx = / / ulrp + %8;3(,0 dz dt + / / udyp —l— 8zg0 dx dt
RJRy Ry J—oco Ry Jo

+/ / u8t<p+ 8x<pdxdt
Ry Jt

soit

U2 t o 22
/ / udrp + ?&ﬁp dtdr =0+ / / ;&gp + ﬁamgo dx dt
R JR, Ry Jo

& 1
—I—/ / Orp + —0zp dxdt.
Ry Jt 2

Ainsi

2
/R/R u&gcp—l—u2agcgpdtdrvz/ﬂg /R %8t¢ﬂ[07t](x) dx dt
+ + /Ry
22 1 ty
(2] [ 2
R+< 2027 | o Jo 12
1 o
+/ / 8tg0]l[t’+oo[(x)dxdt+/ 5[@]35:,; dt
Ry JRy Ry
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et

U2
// ulrp + —Ogpdt dx
R JR, 2
:/ / xatgp]l[x7+oo[(t)da:dt+/ o(t, t) dt—/ / Spdrdl
Ry JR,
/ / Bupl g0 )dazdt—/ ot 1) dt
Ry 27
T o T
:/ <[g0} +/ godt) dx—/ / cpd$dt+/ [l dx
R+ t t=x €T R+
et enfin

u2
// ulsp + — O dt dx
R JR, 2
+oo
:—/ (z,z dx+/ / detdm / / Spdrdt
Ry R, R,
+/ o(z, ) dm—/ ©(0,z) dz
R Ry
= —/ 0(0,z)dx = —/uo(:v)go((),:v) dx.
R, R

C’est ce qu’il fallait démontrer. On en retiendra que les solutions faibles de I’équation de Burgers
ne sont pas uniques. Il existe plusieurs critéres permettant de sélectionner la solution « physique »
parmi toutes les solutions faibles possibles : critére de dissipation, critére d’entropie, critére
d’Oleinik, de Lax, de Liu... Nous utiliserons dans la suite le critére d’Oleinik. Il permet de
sélectionner une unique solution dans le cas oui le flux de ’équation, f, est convexe. En d’autres
termes, lorsque f est convexe, il existe une unique solution faible du probléme (3.11) vérifiant de
surcroit le critére d’Oleinik que nous introduirons dans la suite.

Noter cependant que la non-unicité que nous avons montrée est due a la non-linéarité du flux

f. En effet, dans le cas linéaire, on a la

Proposition 11
Soit a € R, soit u® € L°(R). Le probléme

Owu + adzu =0,
u(0,z) = u’(x)

admet une unique solution faible. Cette solution est donnée par

u(t,z) = u’(z — at).



3.3. EQUATIONS SCALAIRES CONSERVATIVES 93

Démonstration
Nous avons déja montré que u’(x — at) est solution faible, il faut maintenant montrer que c’est
I'unique solution. Puisque ’équation est linéaire, il suffit de montrer que 'unique solution du

probléme avec condition initiale u® = 0 est u(t, ) = 0. Soit v solution de

O + adyv = 0,
v(0,z) = 0 presque partout.

Pour tout ¢ € C°(Ry x R),

/ / v (Opp + a0yzp) dt dx = 0.
R JRy

L’idée de la démonstration est de montrer que v vérifie
/ / vipdtdr =0 pour tout ¢ € C°(Ry x R).
RJRy
Soit donc 1) € C°(R4 x R). Soit T et A tels que
Y(t,x) =0 pour tout (¢t,x) ¢ [0,T] x [—A, A].

Posons
t T
o(t, x) :/0 P(s,x +a(s —t))ds —/0 P(s,x +a(s —t))ds.

On a alors :

—  est de classe C*°;

— Op + adyp = 1 (& vérifier en exercice) ;

— ¢(t,x) = 0 pour tout (t,x) ¢ [0,T] x [-A, A+ aT] si @ > 0, ou pour tout (t,z) ¢

[0,T] x [-A —aT, A] si a <0 (donc ¢ est a support compact).

(Remarquer que fgw(s,m +a(s—1t))ds + f(x — at) est de classe C*° et vérifie Oy + adyp =
¥ pour toute fonction f de classe C*°, mais n’est pas forcément & support compact). Donc
Jz fR+ vipdtdr = 0 pour tout ¢ € C°(R4 x R). On en déduit que v = 0 presque partout par

application du lemme 4. O

Remarque 33

Le principe de la démonstration que nous venons d’effectuer est de montrer que ’application

CSO(R+ X R) —>CCOO(R+ X R)
11} — aﬂ/) + Cbamd)
est une bijection. C’est par un raisonnement tout a fait semblable que nous avons montré ’exis-

tence et I'unicité des solutions fortes (en temps petit) puisque nous avons utilisé le fait que les

caractéristiques recouvraient tout R x R. U
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Lemme 4

Soit ©2 € R™ un ouvert, soit v € Lllo () 6. Supposons que

/ vipdr =0 pour tout ¢ € C°(N2).
Q

Alors v = 0 presque partout. ]

Il s’agit d’un résultat classique dont la démonstration pourra étre trouvée dans [1].

Il est temps maintenant de chercher un critére permettant de lever le probléme de la non-
unicité des solutions dans le cas non linéaire. Nous avons déja évoqué le mot de solution « phy-
sique ». Bien entendu, ce terme n’a pas de sens clair lorsqu’il s’agit de 1’équation de Burgers.
Cependant il est naturellement 1ié & une propriété mathématique bien définie : la continuité
de la solution par rapport & la donnée initiale. Nous allons voir que la solution qui propage la
discontinuité initiale de (3.14) n’est pas stable par perturbation réguliére de la donnée initiale.
Pour cela, nous considérons la donnée initiale réguliére (de classe C!)

1
Osiz<—=
six 1

1
20z +1/2)%six e =300
1
1—2(x—1/2)?sizelo, 5

1 1
S1 T

0

n)neN* définie par

et proposons la suite de conditions initiales (u

0
n

u, (x) =v(nz) pour tout n € N*| pour tout x € R

(voir la figure 3.2). On a lim,, o u2 = u" presque partout et dans L'(R), et u’ est de classe
CY(R) pour tout n € N*.

1 T T T
"
0
u
0,8 - 02 i
Uto
0
U100
0,6 - i
0,4 B
0,2 - B
0 | | | | |
-1 0,5 0 0,5 1 1,5 2

FIGURE 3.2 — Suite de conditions initiales.

6. Pour tout compact K C Q, vlx € L*(Q).
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Puisque pour tout n € N* uQ est de classe C! et croissante, il existe une unique solution
globale”, de classe C', au probléme initial, cette solution étant donnée par la méthode des
caractéristiques. Pour calculer cette solution pour tout n, remarquons que si uy est la solution
avec donnée initiale u(f, un(t, z) = uy(nt, nx) Uest pour le probléme avec donnée initiale u2 (c’est
une propriété d’auto-similarité ®). En effet, posons u, (¢, #) = ui(nt, nx). On a alors naturellement
un(0,2) = ul(x) et

u2
Opun (t, ) + &T?”(t, x) = Opun(t, ) + up(t, x)Opun(t, )

= noyui(nt,nz) + nuy(nt, nx)dyui(nt,nx) =0

donc wu,, est solution. Il suffit donc de calculer la solution associée a la donnée initiale u{ = v, en
remontant les caractéristiques. Soit ¢ > 0.

1 Pour z < —1/2, u(t,x) = 0.

2 Pour z € [—1/2,t/2[, il existe y € [—1/2,0] tel que x est atteint au temps t par la

rn )

et la solution au point (¢,x) vaut sa valeur au pied de la caractéristique,

caractéristique issue de y :

ult,z) = ud(y) = 2 (y+;)2.

Calculons y. Il suffit pour cela de trouver la racine située dans [—1/2,0] de 1’équation
polynomiale .
2ty2+(1+2t)y+§—a::().

Cette racine est donnée par

2
- —1—2t+\/(1+2t) ~8t(3—2) _1-2+I14+8k
4= 4t - At '

3 Pour z € [t/2,1/2 + t], il existe y € [0,1/2] tel que = est atteint au temps ¢ par la

o (r-)

et la solution au point (¢,x) vaut sa valeur au pied de la caractéristique,

caractéristique issue de y :

w(t,z) = ud(y) = 1 — 2 (y—;>2.

7. D’apres la proposition 10.
8. La solution un(t,z) ne dépend que du rapport z/t. Pour un léger approfondissement sur les solutions
autosimilaires, on pourra se référer a I’examen du 3 juin 2005. Les solutions autosimilaires jouent un réle primordial

dans I’étude des systémes hyperboliques.
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Calculons y. Il suffit pour cela de trouver la racine située dans [0,1/2] de l'équation
polynomiale

t
2ty2—(1+2t)y+x—§:0.

Cette racine est donnée par

2
1+2t—\/(1+2t) +8(3-2) 142 VI+82+4t— Stz

y= At At
4 Pour x > 1/2+t, u(t,x) = 1.
Récapitulons.
, 1
OSII‘<—§,
) —1—2t+\/1+4t+8m+1 z el 1 t[
J— S —_——— —
t.2) At 5) T 1ol
uh e = - 14+2t—V1+82+4t— 8tz 1 , E[t 1+t[
A 5] 9' g Tt
\1s1x2§—|—t.
soit
(Osix<—1
2’ ,
0 —1+ 1 +4t+ 8tz e 1 t[
siz € |—=, =
t.2) At ! 979l
Jx -
b N RS h e AN cit
— S1 X —, =
At 279
1siz> =+t
8133_2+
Ainsi
( 1
Osiz < ——,
2n )
—1 4+ V1 + 4nt + 8n2tx . 1t
2 sixe|[——, =],
Ant 2n’ 2
un(tvl'): 2
- 1 — V1 + 8n2t2 + 4nt — 8n’tx _ e[t ]
_ S1 X -
Ant 2’92 ’
lsiaz>—+¢t
5156_2 +

n
On vérifie trés facilement que pour tout = et tout ¢ (strictement positif), u, (¢, z) converge vers
u(t, z) définie par

0six<0,

t
%sixE [0,5[,
1- 81:56[5,15[,

lsix>t,
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c’est-a-dire enfin
0six<0,
T .
u(t,z) = ssize [0, ],
1six>t.

C’est la solution que nous avons nommée « détente » et non celle qui propage la discontinuité
initiale.

Quelques éléments de la suite de solutions au temps ¢ = 1 sont représentés sur la figure 3.3.
La figure 3.4 présente aussi quelques uns de ces éléments ainsi que la solution détente en fonction
de t et x. Sur cette derniére, on a tracé des isolignes (en temps-espace) des solutions. On constate

que ce sont des droites : on retrouve bien les caractéristiques.

1

0,8

0,6

04 .

0.2 i

solution u1gg solution détente

FIGURE 3.4 — Quelques éléments u, dans le plan espace-temps.
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Remarque 34

La conclusion de ces derniéres pages pourrait étre obtenue avec n’importe quelle régularisation
de la donnée initiale. Celle que nous avons utilisée ici présente sur les autres I'avantage de
donner lieu & des calculs explicites aisés, notamment en ce qui concerne la position du pied des

caractéristiques. ]

Voila qui nous invite & considérer la solution

O0six<
u(t,z) =
lsiz >

DN RO | o+

comme indésirable. Il faut remarquer qu’il en va tout autrement de la condition initiale

0 lsiz<O
Osix>0.

0 la

En effet, si 'on considére comme condition initiale une régularisation de classe C! de ce u
solution développera un choc en temps fini?. La différence provient du fait que dans ce nouveau
cas, les caractéristiques se croisent, alors que dans le cas précédent, elles s’écartent. C’est cette
constatation qui nous incite a définir la notion suivante d’admissibilité d’une solution dans le cas

ou il n'y a pas unicité faible 1°

Définition 7
Une solution discontinue (ug,up,o) est dite admissible au sens de Lax si et seulement si elle
vérifie

f'(ug) > o > f'(up).

O

On pourrait montrer que ce critére suffit & assurer I'unicité des solutions faibles dans le cas ou
f est convexe. Nous allons pourtant nous pencher plutét sur un autre critére de sélection. Il
est, lui, basé sur le fait que, dans notre exemple du moins, seules les discontinuités décroissantes

paraissent admissibles !!. Une maniére plus précise de formaliser ceci est d’écrire que

~ | =

u(t,y) —u(t,z) < —(y —x) pour tout y > x.

On dit que u(t,-) est lipschitzienne d’un coté'? (en 'occurrence, lipschitzienne a droite).

9. Nous démontrerons bient6t que dans ce cas, la solution-choc vérifiant la relation de Rankine-Hugoniot est
la seule possible.
10. Dans le cas d’une solution forte, réguliére, nous savons qu’il y a unicité, donc un critére d’admissibilité n’est
nécessaire que dans le cas non régulier.
11. Tl faut noter que cela est di a la convexité de f et que ce serait le contraire avec f(u) = —u?/2.
12. En anglais : one-sided Lipschitz continuous.
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Définition 8
Soit u € L*([0,T[xR). On dit que u satisfait a une inégalité d’Oleinik si et seulement si il existe
C :]0,T[— R décroissante telle que

u(t,y) —u(t,z) < C(t)(y —x) pour tout y > x, pour tout ¢ > 0.
U

Remarquer que I'on n’exclut pas la possibilitA@ que C ne soit pas borné. Ceci sera essentiel
dans l'application a I’équation de Burgers que nous ferons du résultat d’unicité suivant (da a
Oleinik).

Théoréme 9 (Oleinik)
Soit u € L>®([0, T[xR) solution de

Opu(t, z) + 0y (au) (t,x) =0
u(0,2) =0

ot a € L*®([0,T[xR) et T € R sont donnés. Si a satisfait a4 une inégalité d’Oleinik, u = 0
presque partout. O

Ce résultat d’unicité pour une équation de transport sera plus tard appliqué aux équations

non linéaires qui nous concernent.

Remarque 35

Il s’agit d’une généralisation de la partie « unicité » de la proposition 11. O

Remarque 36
La question de ’ezistence d’une solution a I’équation dyu + 9, (au) = 0 sous les hypothéses de ce

théoréme est trés délicate et ne sera pas abordée dans ce cours. ]
Remarque 37

Voici un contre-exemple dans le cas ot la vitesse de transport ne vérifie pas de condition d’Oleinik.
On choisit

—1siz <0,
a(t,x) = . pour tout t € R.
1siz>0

Pour v? = 0, u = 0 est bien sir une solution, mais il en existe d’autres, par exemple ! les
fonctions du type

0siz<—t,

—asi —t<z<0,

asi<z<H,

Osit<u,

pour tout a € R. O

13. Cela se démontre facilement. . .
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Démonstration
Le principe en est le méme que pour la proposition 11 mais il faut étre ici beaucoup plus fin.

Puisque u est solution faible du probléme,

// u (Opp + adypp) dtdx =0
RJR,

pour tout ¢ € C°([0,T[xR). Nous allons montrer que
/ / wpdtdr =0 pour tout ¢ € C°(]0, T[xR).
R JR;

Attention, le support de ¢ en temps est strictement inclus dans [0, T, en particulier il ne contient
pas 0. On suppose que ¥ (t,z) = 0 pour tout t ¢ [6,T — J]. Pour cela, il suffirait de montrer que
pour tout 1 € C2°([0, T[xR), il existe ¢ € C°([0, T[xR) tel que

P = Opp + adzep.

Cependant, c’est hors de question puisque a n’est pas régulier. On procéde par régularisation de

la vitesse a. Posons B = ||a||;« et soit C :]0,T[— R décroissante telle que
a(t,y) —a(t,x) < C(t)(y —x) pour tout y > x, pour tout ¢ > 0.
Soit (an),cy une suite de fonctions de C*°([0, T[xR) telle que '

pour tout n € N, ||ay|| ;0 < B,
pour tout n € N, an(t,y) — an(t,z) < C(t)(y —x) pour tout y > x, pour tout ¢t > 0,

lim a, = a presque partout.
n—oo

Pour tout n € N, soit X, (¢, to, x) défini par

N Xn(t, to, ) = an(t, X (t,to,x))
Xn(to,to,l') =T

(pour (t,tg,r) € [0, T[*xR). Une solution de
atSO + anazSO =1

est alors donnée 15 par
t T
on(t,x) = / (s, Xn(s,t,x))ds —/ P(s, Xn(s,t,x))ds,
0 0

ce qui peut aussi s’écrire

@n(t,x):/T¢(s,Xn(s,t,x)) ds,

14. Montrer qu’une telle suite existe !
15. Une vérification s’impose.
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ce qui prouve que @, est de classe C* et est & support compact en temps. D’autre part, puisque
lan||~ < B,

X,(s,t,z) € [t —TB,z+TB] pour tout (s,t,z) € [0, T[*xR.

Donc ¢, est a support compact en espace 6. En définitive, ¢, € C°([0,T[xR). Nous avons
montré que pour tout n € N, pour tout ¢ € C2°([0, T[xR), il existe ¢, € C°([0, T[xR) tel que

at@n + anarson = .

Donc

T—6 T—6
// mpdtdx:// uwdtd:v:// u (Oppn + anOpipn) dt dx
R JR;
T—6 T—0
// (—adpon) + u (andyon) dtdx—// a) Ozipy, dt dz.

Nous voulons montrer que ce dernier terme converge vers 0 lorsque n tend vers co. C’est une
conséquence du lemme 5, ci-aprés énoncé et démontré. En appliquant ce lemme a X, (s,t,x),
nous obtenons en effet

105X (s, 8, )| < eCDED pour s > ¢ > 0

mazx(t,0)

car pour s > t, C(s) < C(t). Or @y, donnée par @, (t,z) = [;_ 5 ¥(s, Xn(s,t, 7)) ds, vérifie

max(t,0)
Opipn(t,z) = / 0 (8, Xn(s,t,2))03 X (s,t,x) ds,
T—6

donc s
Onlts) < 10,011, [ o [ 02)] d.
max(t,
d’otul
02| oo (W | C(max(t:))(T=t) —1]) si C(max(t,8)) > 0

Ozon(t, )| <
T'||039|| sinon.

Le second membre ci-dessus est majorA@ par un rA@el indA@pendant de t que nous notons

// an — a)| |Ozpn| dtd:n<C// a)| dtdx
Ry

ou K est un compact de R tel que [0, 7] x K englobe le support de ¢,, pour tout n (par exemple
[-A— BT,A+ BT]si[0,T] x [-A, A] englobe celuis de ). On a

C'. Nous avons donc

w dt dx
+

R

16. Le compact en question est d’ailleurs inclus, indépendamment de n, dans [0,7] x [-A — BT, A+ BT]si A
est un réel tel que le support de 9 est inclus dans [0,7] x [— A, A].
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— limy, 00 u(a, — a) = 0 presque partout ;
— u(a, —a) € L},, pour tout n € N (car ces fonctions sont dans L>);

— w(an = a) <|lullpee (lanllze +[lal[pe) < 2B|ul| e pour tout n € N.

Par application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous en déduisons que

lim// u(a, —a)dtdr = 0.
n—oo Jr Jr,

Ainsi,
/ / wpdtde =0  pour tout ¢ € C°([0, T[xR)
RJR;
et, grace au lemme 4, u = 0 presque partout. U
Lemme 5

Soit tg € R. Soit X : [0, T[x[0, T[xR définie par
81X(t, to, iL') = a(t, X(t, t(], .CI?))
X(to,to,x) ==

ol a est continue par rapport a ses deux variables, globalement lipschitzienne par rapport a sa

seconde variable, et vérifie : il existe C € R tel que
a(t,y) —a(t,x) < C(y —x) pour tout y > x, pour tout t > tg.
X(t,tg, x) vérifie
X (t, o, y) — X(t, to, )| <€) |y — x|  pour tout t > .
0

Ce qui est remarquable dans ce lemme est que 'estimation ne dépend pas de la constante de

Lipschitz de a mais seulement de sa constante de Lipschitz & droite, C'.
Démonstration
Soit tg, x et y fixés. Posons

‘D(t) = |X(t) to, y) - X(t) to, .T)| .

On a

L0, (D?) (1) = (X(t, to,y) — X(t,10,2)) &1 (X (& to.y) — X (t,10,))

2
= (X(tv to, y) - X(tv to, .CC)) (a(t, X(t, to, y)) - CL(X(t, to, LL’)))
< C(X(t to,y) — X(t,t0,2))* = CD*(t)
donc 9 (D?) (t) < 2CD?(t). Par application du lemme de Gronwall, si t > ¢, nous avons donc

D?(t) < D?(0)e2C(t=1) | soit
D(t) < D(0)eCtt0),
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Une conséquence immédiate et trés importante du théoréme 9 est qu’il existe au plus une
solution faible u € L*°([0,T[xR) satisfaisant & une inégalité d’Oleinik au probléme (3.13) avec
donnée initiale u® € L>°(R). En effet, supposons qu'il existe 2 telles solutions distinctes avec
méme donnée initiale, u et v. Alors, la fonction u — v vérifie (au sens faible) 'EDP

2 2

O(u —v) + 0y (u ;U ) =0,

que ’on peut écrire aussi
u+v

at(u—v)ww( (u—v)> ~0.

Puisque u et v sont dans L™ et vérifient chacune une inégalité d’Oleinik, il en est de méme de
“Qﬂ qui joue ici le réle d’'une vitesse de transport. Le théoréme 9 permet d’affirmer que u = v
presque partout.

Ce résultat se généralise au cas d’une équation scalaire a flux convexe.

Théoréme 10
On considére le probléme
Ou+ O0pf(u) =0
{ u(0,z) = u’(z)
ou le flux f est convexe. Il a au plus une solution v € L*°([0, T[xR) satisfaisant a une inégalité
d’Oleinik. ]

La démonstration de ce résultat est laissée en exercice. Néanmoins, quelques indications

figurent dans le sujet de partiel d’avril 2004 (et son corrigé contient une démonstration détaillée).

Remarque 38

On peut se convaincre facilement que les deux hypothéses faites dans 1’énoncé de ce théoréme
(u € L™ et vérifie une inégalité d’Oleinik) sont nécessaires. Considérons en effet le probléme de
Burgers avec donnée initiale nulle, dont la solution triviale (et naturelle) est u(t,z) = 0 pour

tout t et tout x. On peut facilement montrer alors que

0siz<—t/2
1size[—t/2,0

u(t,x) = .Slx [=4/2,0] pour tout ¢t > 0
1size|0,t/2]

Osiz>t/2

est une autre solution faible du probléme (cette fonction est constante par morceaux et toutes
ses discontinuités vérifient la relation de Rankine-Hugoniot). Celle-ci ne vérifie aucune inégalité
d’Oleinik.
Par ailleurs, une autre solution faible du probléme est donnée par

0siz<—Vt

u(t,z) =< x/tsiz €[Vt Vi pour tout ¢t > 0.
0siz>t
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Celle-ci vérifie une inégalité d’Oleinik (avec C(t) = 1/t) mais n’est pas dans L (cf. partiel du
19 avril 2005). Les deux solutions faibles exhibées ici sont tracées pour différents temps sur la

figure 3.5.

1,5 T T T
’ solution au temps t = 0,1 ——
. solution au temps t =1 ——
1  solution au temps t = 5
0,5 - i
0
T
-0,5 - b
1k -
1.5 | | i | |
-6 -4 -2 0 2 4 6
4 T T T

T T
solution au temps t = 0, 1
. solution au temps t = 1
3r  splution au temps t =5 B
couype d’équation y = 1/x

FI1GURE 3.5 — Deux solutions non admissibles de ’équation de Burgers avec donnée initiale nulle.

g

Nous pouvons maintenant nous attaquer a 1’existence d’une solution. Nous proposons ici une
démonstration d’existence pour le probléme de Burgers. Une autre démonstration de 'existence
sera vue ensuite, dans la section concernant I’approximation numérique, pour un probléme aux

dérivées partielles avec flux convexe quelconque.

Théoréme 11

Soit u® € L>®(R). Il existe une unique solution u € L>®(R; x R) de (3.13) avec donnée initiale
u? satisfaisant a4 une inégalité d’Oleinik. Cette solution est la limite presque partout, lorsque &
tend vers 0, des fonctions (uy) RER?, solutions de

Oy + (%7“ = KOy, U
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De plus, I'inégalité d’Oleinik a laquelle satisfait la solution est

1
O
Démonstration
On s’intéresse donc a 1’équation de Burgers visqueuse
2
Uy 2
Opuy, + 33;? = KOy Uk (3.15)

avec k > 0, dont on cherche une solution forte dans R, x R. Pour exhiber une solution de
cette équation, nous allons d’abord transformer celle-ci pour la mettre sous une forme connue :

I’équation de la chaleur. Cette transformation est due & Hopf. La solution u, vérifie
L o
Oy, = Oy | KOpUK — iu’”” .
Soit v, une primitive en espace de u, : par exemple,

ve(t,z) = /090 u(t,y) dy.

Posons
1
P = e 2k Uk,
Nous avons alors
1
ax@n = _Tﬁpnum
2 2
aac,m‘pﬁ = Ap2 Prlly — %meaxum
dott u, = —2k2225 ot kO, u, — Lu2 = —2/12@ Donc
ko Pr TUk 27k (2

02 0
Oy <8$90”> = KOy <M> )
Pr Pr

Or
a;gQO,.g Sona%ﬁ@n - 8t§058x805 8t(,0,§
at - B = 890 9
Pr Pk Pk
donc
Oa (&wn - "58%’1%> =0.
Pr Pk
Finalement,

at@,g a%:cgofi
— K

— ~(t
o o v(t)
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17

ol 7 est une constante d’intégration. Posons ** maintenant

Ye(t,z) = pu(t,z)e” Jo(s)ds,
Cette nouvelle fonction vérifie
8t¢ff (t, .73) = 875905 (t, x)ei fot V(s)ds Pr (ta m)ei f(f v(s) dS’Y(t)

et
82,17/%(75’ T) = aa%,x‘»ofﬁ(ty T)e” Jo(s) @,
Donc ) )
atwn i ﬁaa:,xwlf _ at@n N ’}/(t) _ ’{aw,x()oli —0.
(0 (0 Pr Pr
1, est donc solution de I’équation de la chaleur

Orthy, — ’%ag,x@bn =0

dans R4 xR. La différence avec 'EDP du chapitre 2 est qu’elle est ici posée en domaine non borné

(et sans conditions aux limites en espace). Le lemme suivant donne une solution du probléme.

Lemme 6
Soit ¥ € L>°(R). Posons

1 _ew?
(ta) = | ——=e = Y (y)dy
R V4kTt

pour tout (t,z) € R7L x R. On a
— (t,z) € C*(]0, +00[xR);
— O(t, w) = kO2 ,(t, x) pour tout (t,x) €]0, +oo[xR;
— limy_,+ ¥(t, x) = °(z) presque partout.
De plus, ¥ est 'unique solution de 0y = /18%71,1# avec donnée initiale V. O

Remarque 39

La fonction

1 _Jz—y?

N t,.%,y = ———-€ 4kt
( ) (4rmt)?/?

est appelée noyau de la chaleur dans R?. Ce noyau vérifie

8tN e m@%va,
N(Ov ay) = 5?,/()
ol d, est la masse de Dirac de masse 1 au point y. C’est la solution élémentaire de I'équation de

la chaleur. O

17. Cela revient a changer la constante d’intégration dans la définition de la primitive v,.
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La démonstration de ce lemme est laissée en exercice. Elle consiste a vérifier que
/ / N (8,5@ + /iﬁixgo) dtdx = ¢(0,y)
RJR,

pour tout ¢ € C2°(R4 x R). Ce calcul est d’ailleurs fait (dans un cadre légérement différent) aux
pages suivantes.

Revenons a notre démoutonstration. Soit donc

)2
/¢(0,y)6_<4~yt) dy.
R

1
T;Z)/f(ta :L') = \/m

Une solution de (3.15) est alors donnée par

Ozi(t, )
U(t,x) = —2k————=.
(t,2) bl )
Or ) 2 ) ,
xr—y _ (z—vy)
a;z K t, - — O7 4kt d s
unlta) = <= [~ u0.)e 5 ay
donc

(z—v)?

Oz (L, ) _ 1 /R(ZU—ZJ)@Z)(O,y)e_ It dy.
%(t, 33') t /w(o,y)e_w dy
R

D’autre part, on exprime (0, y) en fonction de u° :

— 2K

»(0,y) = e_i T ul(x) dz ,— JoA(s)ds _ e_i 0 (z) dw.

Ainsi

/x—yﬁzﬁ+;HW@w}
e dy
R T

/ [ e gyt
e dy
R

xTr — F(t,z,y)
/ ye_Ty dy
R

_ F(t,z,y)
/ e 2 dy
R

F(t,z,y) = M + /Oy u(2) dz.

ug(t,x) =

I

que ’on réécrit

en définissant F' par

La fin de cette démonstration consiste 4 montrer que u, a une limite '® lorsque & tend vers 0 et

que cette limite est solution de 1’équation de Burgers non visqueuse (3.13) vérifiant une inégalité

18. Noter la similitude avec le résultat du lemme 6 concernant la donnée initiale : on fait ici tendre s vers 0 au

lieu de t dans ce lemme.
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d’Oleinik. Ceci est un peu technique.
Pour tout (¢,z) € R} x R, notons y_(t,z) et y;(t,z) le y minimal et le y maximal tels que
F(twrvy) = infyGRF(tvxay) :

y—(t,x) = min,cgr {2 t. q. F(t,2,2) = minger F(t,z,y)}
Yy (t, ) = max,er {2 t. q. F(t,2,2) = mingegr F(t,z,y)}

Ces réels existent car F(t,z,y) est continue par rapport a y et limy, . F(t,z,y) = +oo
pour tout (¢,z). Posons encore, pour tout (¢,z), m(t,z) = minger F(t,z,y). On a avec ces
définitions

F(t,x,y) > m(tv .’IJ) pour tout Yy ¢ [y_(t,x),y+(t,3:)].

Les 3 lemmes suivants vont nous permettre de conclure.

Lemme 7
Avec les notations introduites ci-dessus, on a
x—yy(t,z)

—y—_(¢
< liminf u(t, z) < limsup uk(t,z) < w
R0t k—0T t

pour tout (t,z) € RY x R. O

Lemme 8
Soit ¢ > 0. Avec les notations introduites ci-dessus, si 1 < xo, y4(t,z1) < y—(t,x2). y—_(t,-) est

continue a gauche et y4 (¢,-) est continue a droite, pour tout ¢t € R. O

Lemme 9
Avec les notations introduites ci-dessus, pour tout t € R, y_(t,x) = y4 (¢, z) presque partout

et y_(t,-) et y4(t,-) sont continues presque partout. O

La démonstration de ces trois lemmes est repoussée a la fin de la démonstration du théoréme,
que nous poursuivons maintenant.

Pour tout (¢,z) € R x R, posons

T — er(ta l’)

u(t,x) = ;

D’aprés le lemme 9, u est continue presque partout et

x —y_(t,x)

u(t,z) = ,

pour presque tout (¢, x). D’aprés le lemme 7,

lim wug(t,x) = u(t,z
i, (t2) = u(t,)
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presque partout. La fonction u, vérifie

2
/ / Uk O + Ur o+ /@uﬁaimcp dtdr = / uogo((), ) dx
R JR, 2 R

pour tout ¢ € C°([0,4+o00[xR). D’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, u

2
// uatgo—i-u(?zgodtdx:/uogo((), ) dx
RJR, 2 R

pour tout ¢ € C°([0, +00[xR). C’est donc une solution faible de (3.13). Il nous reste & montrer

vérifie

que u vérifie une inégalité d’Oleinik.
Soit ¢ > 0. Soit x1, x2 tels que zo > z1. On a
Ty —yi(twa) w1 —yi(txn)  we a1 yy(ta2) —yi(t,z1)

t29) — ult,zy) = - = -
U(,.’L‘Q) u(vxl) ¢ n n ¢

Or y(t,-) est croissante car si o > x1, y+(t,21) < y_(t,x2) d’aprés le lemme 8 et y_(t,z2) <

y+(t, z2). Donc
Tr9 — X1
t
Cecli termine la démonstration. O

u(t,xy) —u(t,z) <

pour tout xz2 > x7.

Démonstration (lemme 7)

On a posé
— )2 Y
F(t,z,y) = @=y” —I—/ u®(z) dz.
0
Puisque v € L*®(R), il existe Y € R tel que

(z —y)°
3t
Soit € > 0. Siy ¢ [y_(t,x) —e,y+(t,x) + €], il existe n > 0 tel que F(t,z,y) > m(t,z) + n. Soit
Ztelque Z>Y,Z > |z| et Z> max (y_(t,z) —e,y+(t,x) + £). Observons le numérateur dans

F(t,x,y) > pour tout y t. q. |y| > Y.

I’expression de uy.

%s) —Z
xTr — _F(tez,y) xTr — _F(tz,y)
/ ye 25k dy = / ye 2 dy

o o ¢

y_(t,x)fe _ F(t,z,y) y+(t7x)+5 — F(t,z,y)
+/ r ye—Ty dy+/ x y6_42my dy
-z t y—(t,x)—e t

Z 00
€Xr — F(t,z,y) €T — F(t,z,y)
+/ ye—Ty dy—{—/ ye_Ty dy
y+(t,x)+e t Z t

_a _Fzy) .
Nous allons montrer que le terme f;_*((ttf))j: e~ "2 dy est dominant lorsque £ — 0r.

2
Sur Uintervalle | — oo, —Z], on a F(t,z,y) > (mgf) , d’onl
-7 -7 2 -7 2
T — F(t,z,y) T — (z—y) T — (z—y)
/ " ye_ T dyg/ ‘ty‘e_ ot dy:/ ; ye_ ot dy car x —y > 0.
—c0 —00 -
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Donc

-Z 214 2
xr — _Ftazy) _(z=y) _(z=y)
/ ye 2w dy < |:3[§;e Grt :| = 3ke~  6rt .
- y=—00

o t

Sur Uintervalle | — Z,y_(t,z) — €|, F(t,x,y) > m(t,x) +n (avec n > 0). Donc

y_(t,m)*E T — F(t,z,y) y—(tﬂj)*‘g xr — m(t,x)+
/ ye—Ty dyg/ Mei 2&—"7 dy

—Z t -7z t
< (- (t.a) + z) WAL 2y D) HEl) e

On obtient bien entendu des majorations similaires pour les termes

Z 00
x — F(t,2,) x — F(t,2,9)
/ Y= 50" dy et / Y= =50 dy.
yi(ta)te L z t

Observons maintenant le dénominateur dans ’expression de u,. On peut découper l'intégrale en

4 intégrales avec les mémes bornes d’intégration que pour le numérateur et on en déduit, avec

les mémes raisonnements, que

o0 F(t,z,y) y+(t,x)+a F(t,z,y) m(t,z) n
/ e 2 dy R, o+ / e "2 dy>de 2 e in
Y- (t,a})—é‘

—00

ot § est la longueur d’un intervalle sur lequel F(t,z,y) < m(t,z)+4; 0 > 0 car F est continue.

Ainsi

y+ (@) +e Tr—1Y _Flzy)
e 2K dy
Y

_(t,x)—e t

Uk, (t7 ‘T) k-0t

Y+ (t,x)+e F(t,z,y)
/ e 2 dy
Y— (t,x)-&‘
En conclusion, on a bien
T — t,x L. . r—y_(t,z
M < liminf uy(t, z) < limsup uk(t,z) < M
t Kk—0F Kk—0t t

O

Démonstration (lemme 8)

Soit (t,z1) € Ry xR. Pour simplifier les notations, posons y4 = y+(t,x1). Soit y < y4 et xo > z7.
F(t,.%'g, y) - F(ta z2, y+) > F(tvx%y) - F(t7$17y) + F(t,$1,y+) - F(t,$2,y+)

car F(t,z1,y) > F(t,x1,y4+) pour tout y € R, et donc

F(t,z2,y) — F(t, x2,y+)
S (@2 —y) @y (@-ye)® (@)
- 2t 2t 2t 2t
(y - y+)(a:1 - 1"2)

= > 0.
t
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Donc F(t,x9,y) > F(t,x2,y4+) pour tout y < y;. La premiére affirmation du lemme,
y—(t,z2) > y4+(t,z1) pour tout zo > x1,

est donc démontrée. Pour € > 0, on a donc en particulier y_ (¢, z1 —¢) < y_(t, z1). D’autre part, le
minimum de F', m(t, z), est une fonction continue de (¢, x), donc lim,_,o+ m(t, z1 —&) = m(t, x1),
d’ott lim,_,g+ y—(t, 21 — €) = y—(t,z1). Supposons en effet que ce soit faux : il existe une suite
réelle (e,),cy telle que €, > 0 pour tout n et lim, s yocen = 0 et limy 100 y—(t, 21 — ) =

yo < y—(t,z1). On a alors
F(t,x1 —en,y—(t,x1 —ep)) = m(t,x1 — &p).

Or limy, 400 F(t,x1 —en,y—(t,x1 —€p)) = F(t,z1,y0) < m(t,x1) tandis que limy, 400 m(t, x1 —
en) = m(t,z1). Clest une contradiction. La fonction y_(¢,-) est donc continue a gauche. On

montre de la méme fagon que y4(¢,-) 'est a droite. O

Démonstration (lemme 9)

Soit a et b des réels tels que b > a. Puisque y4(t,z) > y_(t,z) pour tout (¢,z) € Ry x R,

b
/ yo (t,2) —y_(t,2)da > 0,

D’autre part, pour tout £ > 0,

b b—e
/y+<t,x>—y<t,m>d:c=/ gtz +e)—y_(ta+e)da

—
b—e

b—e
— [ wttar-mades [ gt -y (ot ds

—& a—e

Or d’aprés le lemme 8, ff_f y+(t,x) —y—(t,z + &) der < 0. Par ailleurs,

b—e
/ y+(tx +¢e) —ys(t,z) do = /]R ]l[a—e,b—a] () (y+(t,z +¢e) —y4(t, x)) do

—&
et
— lime 0 1y p—e)(z) = 1jg)(z) presque partout;
— lim, o+ y+(t,x + ) — y4+(t,z) = 0 d’apreés le lemme 8
— le produit de ces deux fonctions est borné par une fonction intégrable, car y, € L et ce
produit est & support compact.
Par application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
b—e
lim y+(t,x +¢) —ys(t,z)de = 0.
e—=0T Ja—e
Donc )
[ wettn) = y-(t)d <o,
a

Finalement, y, (¢,z) = y_(t,x) presque partout sur [a,b] ( pour tout [a, b]). O
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Le principe du maximum pour ’équation de Burgers est une conséquence directe du théoré-

me 11.

Exercice 3

Soit u la solution évoquée au théoréme 11. Montrer qu’elle vérifie

|u(t, ')HLoo(R) < HUOHLOO(R) pour tout t € R.

3.4 Schémas de volumes finis

Nous voulons calculer une solution approchée 1 de

{ O+ Oy f(u) =0

u(0,z) = u®(x) (3.16)

ou f est réguliére. Nous n’avons montré pour l'instant ’existence d’une solution & ce probléme
que lorsque f(u) = au et f(u) = u?/2. La présente section va combler une lacune en montrant
Pexistence d’une solution dans le cas o f est convexe (cas dans lequel on sait déja que la solution

faible satisfaisant & une inégalité d’Oleinik est unique).

3.4.1 Généralités

On se donne un maillage de R :
R= U[xj—l/Q?xj—H/Z[
JEZ
avec, pour simplifier, z;,/5 = (j + 1/2)Ax pour tout j € Z, avec Az € R% (il s’agit donc d'un

maillage régulier). On se donne de méme un maillage de Ry :
RJr = U [tnatn—H[
neN

avec t" = nAt pour tout n € N, avec At € R*. Soit u une solution faible de (3.16). Elle vérifie

// udip + f(u)Ozp dtde =0
R JR,

pour tout ¢ € C°(R*% x R). On en « déduit* » que

Tjt1/2 1 Tjt1/2
/ w(t™ z) do — / u(t", z) dr
x xT

j—1/2 j—1/2
t’n+1 tn+1

o[ttt [ futag ) =0

tTL

19. Solution faible vérifiant une inégalité d’Oleinik

20. En prenant... ¢ = Lyn ynt1]x[a,

io1/20%i 41 )a] (qui n’est pas une fonction-test).
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pour tout n et tout j. Le principe de base d’un schéma de volumes finis est de calculer des valeurs

1 Tjy1/2
A/ u(t", z) dz
i

Tj—1/2

approchées de

pour tout n et tout j. Pour cela, on définit la condition initiale discréte par

0 1 itz .
u; = A/ u’(x)dxr pour tout j € Z (3.17)
x xT

j—1/2

et on remplace 'EDP par

Ax (u?“ — u]) + At ( ;LH/Q — fjn—1/2) =0 pourtout n € N,j € Z, (3.18)

n+1
ou les flur numériques fjn+1/2 sont des valeurs approchées de 1/At fttn flut,xj1/))dt. 11
existe de trés nombreuses maniéres efficaces de définir les flux numériques. Nous n’étudierons

que celle du

3.4.2 Schéma de Lax-Friedrichs

Le schéma de Lax-Friedrichs s’écrit de maniére condensée

n unfl + uff 1 At n n
Ujﬂ = -1 5 e AL (f(uj-H) - f(uj—l)) (3.19)

et 'on vérifie que c’est bien un schéma de la forme (3.18) en écrivant

7}+l o un _ At |:f(u?+l) + f(u?) + <U? - u?+1> Al‘

u

J N 2 2 At
(FED I = A
2 2 At ’
ce qui revient a poser
/2= g f(ujq) + fuf) + (uj fujﬂ)ﬂ pour tout n € N, j € Z (3.20)
dans (3.18).
Remarque 40
Le schéma (3.19) est équivalent a
u;,“rl _ u? N f(u?—i-l) — f(u;‘_l) _ u;-l_H — QU? + U?—l
At 2Azx

, n20t
Az®ujyy —2uy +uj
2At Ax? '

Il est donc, au sens des différences finies, consistant a 1’ordre 1 avec ’EDP considérée, et consistant

a l'ordre 2 en espace avec 'EDP

2
O+ Op f (1) = %aﬁ}xu
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qui est une régularisation parabolique de 'EDP avec un « coefficient de conduction » (ou de
diffusion, ou de viscosité) tendant vers 0 lorsque 'on raffine le maillage si par exemple At et
Az tendent vers 0 & la méme vitesse?!. C’est par ce type de régularisation que 'on a montré

Pexistence d’une solution a ’équation de Burgers (par la méthode de Hopf). O

Procédons & I’étude du schéma de Lax-Friedrichs, c’est-a-dire a I’étude de sa convergence 22.

Nous supposerons dans toute la suite que u® € L®(R). Alors (u?) € [*°. Nous supposerons

JEZL
aussi que f € C*(R) et est conveze.

Proposition 12
On considére le schéma de Lax-Friedrichs (3.19). Sous la condition, dite de Courant-Friedrichs-
Lewy 23,

At
sup | f/(u? — <1,
]Eg!f( D2z <

il est tel que

: 0 n
inf u; < uj

: < supu
JEZ jEZ

J
pour tout j € Z et tout n € N. O
C’est une propriété de stabilité [*° ou encore un principe du maximum discret.

Démonstration
Encore une fois, 'idée est de montrer que sous la condition de CFL u?“ est une combinaison
convexe des uy, k € Z. L’algorithme est

n ui g+ uy At n n
j+1 = 2 5 AR SAL (fufyy) = f(ufy)).

u

Puisque f est de classe C et est convexe, il existe v € [uff_;,uf,,] (ou [uf;,u? ,]) tel que

2
no_.n
<uj+1 uj—l)

2

f//(U)7

Ffyn) = flujy) + (Wfg —ufy) f/(ufq) +

donc, puisque f est convexe, on a

) = fluly) + (ufq —uf_y) f(ufy),

ot 1 At 1 At
+1 / /

21. Une étude précise du comportement de la solution numérique en fonction des vitesses relatives de conver-

gence vers 0 de At et Az est faite dans ’examen du 18 mai 2006.
22. Noter que nous ne sommes pas assurés de l’existence d’une solution, donc que I’étude de la convergence ne

peut étre basée sur une estimation de I’ erreur.
23. CFL dans la suite.
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Sous la condition sup;cy, ‘f’(u;‘)) At/Ax <1, chacun des termes multiplicatifs de uj_; et u, ; est

+

positif, et leur somme vaut 1, donc u;l ! est majoré par une combinaison convexe des (u") ,
JEZ

n+1

n ; ; n+1
donc u; ™" < sup;cz uy. La minoration u;

J
a vérifier que la condition supjcyz, ‘f’(ug)‘ At/Ax <1 est propagée en temps, c’est-a-dire qu’elle

> infjez uj s'obtient de maniére analogue. Il reste

At/Axz <1 pour tout n. Cela est encore une conséquence de la convexité

assure sup;ez, ‘f’(u?)

de f :

sup |/(u )| = max ( | f/(sup ™))

/(s +1
: ' f f'(inf u? )
JEL JEZ

JEZ

car f' est croissante. Or si sup;ez ‘f’(u?)‘ At/Ax <1,

inf u” < inf u"*! < sup u?“ < sup u?

JEZL JEZ JEZ JEZ

car

(d’aprés la premiére partie de la démonstration) et ainsi sup;cz ‘f’(u}”l)’ < supjez, ‘f’(u;l)

f! est croissante. On a donc, par récurrence, le résultat voulu.

I nous faut montrer que la solution numérique « converge » vers une solution de (3.16) lorsque

At et Az tendent vers 0. Pour cela, on définit une fonction associée a la solution numérique :

UAL Az = Z Z i Lnae, ) ad (0 i—1/2) Az, (i+1/2) Ax| (T) (3.21)
neN jeZ

pour (t,z) € Ry x R, ou (u”

j>( N est donnée par (3.17,3.19). On veut montrer que
n,j)ENxX

At =

en un certain sens, ot u est solution de (3.16). Mais nous ne savons pas si ce probléme a une
solution. Deux possibilités se présentent pour obtenir un tel résultat :

— soit montrer que (uat, Az,) est une suite de Cauchy pour une suite de pas (Aty, Axy)

tendant vers 0;

— soit montrer que cette suite reste dans un compact.

La premiére solution semble plus difficile car elle implique une comparaison de solutions numé-
riques calculées avec des maillages différents 4. Nous allons utiliser une méthode de compacité 2°.

Cela nous ameéne a introduire quelques définitions et résultats que nous admettrons.

24. Voir cependant I’examen du 7 mai 2007, qui propose une telle méthode dans le cas simplifié¢ de I’équation

de transport linéaire pour le schéma upwind.
25. On peut noter que la stabilité [°°, résultat déja démontré, ne nous apporte pas de compacité : les bornés de

L™ ne sont pas des compacts de L°°, ni de L', etc. Il va falloir travailler un peu plus.
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Fonctions a variation bornée

Soit © un ouvert de R?. Soit g € L} ().

loc

Définition 9
On appelle variation totale de g sur € et on note TVq(g) 'élément de R défini par

TValg) = sup /gdivgp dz.
peC( @) t. g [[¢]] oo () <17/

Exemples
1 Sigec(Q),

d
TVa(g) = /Q S |0ig] dee
=1

Pour le montrer, définir une suite d’approximations réguliéres & support compact de
. d
— (signe (9ig))i—1-
2 Sig(z)=>" jez il (z) ol les a; sont des réels et les intervalles I; forment un recouvre-
ment de R,
TVi(g) = Y loj1 — ayl.
JEZ
Noter que mes(I;) ne joue aucun role. L’idée pour montrer ce résultat est suggérée par la
figure 3.6.

FIGURE 3.6 — Suggestion de définition de la fonction-test .
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3 Si UAL, Az € L} (R+ X R) et

loc

uatar = Y Y W L parmanaq(DLG-1/2)a0,6+1/2)A0(T);
neN jeZ

TVe, xr(uatac) = ALY D |uf —uf|+ Az -

neN jeZ neN jez

nt+l _ n
U] uj .

Définition 10
On dit que g € L}, .(Q) est a variation bornée sur § si et seulement si TVq(g) < +oo et on note

BV (Q) I'ensemble des fonctions a variation bornée sur 2 :

BV(Q) = {g € Lj,.(Q) t. q. TVq(g) < +o0} .

O
Voici quelques résultats utiles pour la suite.
Théoréme 12
LY(2) N BV(Q) est un espace de Banach pour la norme définie par
Il insv) = @) + TVal().
O
Proposition 13
Soit g € L} .(R).
Az) —
Pt = sup [ A0 =00,
Az>0JR Az
O

Théoréme 13 (Helly)
Supposons que §2 est un ouvert borné de R? & frontiére lipschitzienne. Alors I'injection de L' N
BV () dans L'(Q) est compacte. O

En conséquence, de toute suite bornée de L' N BV () 26

on peut extraire une sous-suite qui
converge dans L'(Q)27. L’utilisation que nous allons faire de ce résultat est claire : nous allons
montrer que (Ua¢Az) o aper €St un borné de L' N BV (2) pour tout € ouvert borné de Ry x R.

Noter que si uat Az € L'n BV (R4 x R), Pexpression de la norme de ua¢, Ay, est

luatacllpinpy(q) = AtAz Z Z [u?t| + At Z Z [ulty ) —ull| + Az Z Z

neN jeZ neN jeZ neN jEZ

n+l n
UJ U] .

Soit € un ouvert borné de Ry x R. Il existe T, A € Ry tels que Q C [0,7] x [-A, A]. Alors

26. Bornée : pour la norme que nous avons définie sur cet espace, norme qui le rend complet.
27. C’est d’ailleurs uniquement la compacité séquentielle que nous utiliserons.
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E(T/AH+1  E(A/Az)+1
luarazllinpy ) < AtAz Z Z |uf
n=0 j=—FE(A/Az)-1
E(T/At)+1  E(A/Az)+1
+ At Z Z |uf iy — uf|
n=0  j=—E(A/Az)-1
E(T/At)+1  E(A/Az)+1

+ Az Z Z

n=0  j=—E(A/Az)—1

ntl g

uj gl-

ou E(z) désigne la partie entiére de z, pour = € Ry.

Nous avons déja montré que si sup;¢z, ‘f’(ug)‘ At/Ax <1, supjey ‘uﬂ < supjez ‘u?‘ Donc

HUAt,AzHLl(Q) < sup ‘ug]‘ (E(T/At) +2) (2E(A/Ax) 4+ 3) AtAzx

JEZ
< sup }ug‘ (T + 2At) (2A + 3Ax)
JEZ

qui est borné indépendamment de At et Az (lorsqu’ils tendent vers 0) puisque u® € L°(R).
L’approximation uasa, est donc bornée (indépendamment du maillage) dans L!(2) pour tout
2 borné. Il ne reste plus qu’a évaluer la variation totale de ua¢ A, sur €. Nous allons supposer

pour simplifier que u® € BV(R). On en déduit alors que la variation totale (en espace) de

I’approximation initiale est bornée :

0 0
E |uj+1 —u;| < +oo.

JEZL
En effet,
1 U120
0 0 0 0
‘u-+1—u~|: / w(z+ Az) —u’(x)dx
jeZZ / / jeZZ Az (j—1/2)Ax

ud(z + Az) — ul(x) dz < TVi(u0)

(j+1/2)Az
<> /
(j—1/2)Az

, Ax
JEZ
d’aprés la proposition 13.
Lemme 10 (Le Roux, Harten)
Un schéma de la forme
1
W = (e — IOy — (o — w3 )D g (322)
ou
C]’7+1/2 >0 pour tout (n,j) € Nx Z,
D%, >0 pour tout (n,j) e NxZ,

Cliypt+ Dy <1 pour tout (n,j) e NXZ
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est a variation totale décroissante, ¢’est-a-dire qu’il vérifie
n+1l n+1
‘ < E ’u]H—u] pour tout n € N.

Z Uit

JEZ JEZL

O
Remarque 41

La forme (3.22) est dite forme incrémentale. Un schéma a variation totale décroissante est souvent

dit TVD (pour « Total Variation Diminishing » en anglais). O
Démonstration
+1 +1 _
wity —uy = wg (W — uf) O g
—(uf “?)D?er
—uf = (ufyy = uf)CRyy
+(uf — u;-‘_l)D;‘_l/Q

soit
Wi =t = (e =) (1= Oy = Dl o)
(W = uf)CF g
+uf —uf 1) DY ).

D’aprés les hypothéses sur les coefficients de la forme incrémentale, on a

n+l _  n+l n . n _(m _nn
Uit U ‘ < ‘“jﬂ “j’ (1= Cprpo = D)
n n
T (Ui = ufig | Cfig)s
n__ ,n
+ |uj uj—l’Dj_l/Q'
Donc
n+l n+1 n n
Z Uit ’ < Z |ufyy = (1 Y12 T j+1/2>
JEZ JEZ
n n n
+ 3 |ufye — it ] Cliapo
jez
n n n
+ ) uf —uf [ DYy
jez
_ no_.n _m _n
= Z |uffyy —ulf] <1 Clyie = Dipi o+ Cipy o + D]+1/2>
jez
Cela termine la démonstration. O

Remarque 42
La notion de schéma TVD est trés importante en analyse numérique des équations hyperbo-
liques, elle permet souvent, entre autres, de démontrer la convergence de schémas. Elle pa-

ralt intuitivement garantir que le schéma ne crée pas d’oscillation. Ceci est cependant faux



120 CHAPITRE 3. EQUATIONS HYPERBOLIQUES

au sens strict. Considérons par exemple la donnée initiale ug-) = 0p(7) et un schéma tel que
uj1 =1/20_1(j) + 1/261(j) 2. On a alors

Z}“}H_“ﬂ :2:Z|ug+1_ug

JEZ JEZ

)

donc le schéma est TVD. Cependant, des oscillations ont été créées en 1 pas de temps. Noter
que le schéma de Lax-Friedrichs a exactement ce comportement pour cette condition initiale et

une équation d’advection a vitesse constante (f(u) = au) par exemple. O

Proposition 14

Le schéma de Lax-Friedrichs peut se mettre sous la forme incrémentale (3.22) avec des coefficients

f/(ug)‘ At/Az < 1.

qui vérifient les hypothéses du lemme 10 sous la condition de CFL sup,¢y,

Il est TVD sous cette condition.

Démonstration

Le schéma de Lax-Friedrichs est défini par

ui_q +ul, At

n+1 __ n n
u; = 5 T 9AL (flufyq) = flufy)),
c’est-a-dire . .
1 ulpi Uy A
Wt =y S A (f) - £)
ut—yn

— = ga (F) = f(u )
Posons .
aliyjy = /0 f(0uf, 4+ (1 —0)ul)dd pour tout (n,j) € N x Z.
On a
a?+1/2(“?+1 - U;L) = f(u;LH) - f(U;L)
(a vérifier a titre d’exercice, voir le partiel du 6 avril 2004 pour des détails) et

n+l _ . n n _,n\(1l__ At n
witt =+ (ufy =) (3~ 53595

—

—(uf —uf ) {5+ %ag—l/z
C’est la forme incrémentale du schéma, en posant
;:-1/2 = % (1 - a?+1/2§7tc) )
e = 3 (1 + a?ﬂ/Q%:)

pour tout (n,j) € N x Z. On a trivialement

CJ’.L+1/2 + D} =1 pour tout (n,j) e NxZ,
’a?+1/2 < supjeyz, f’(ug”)‘ pour tout (n,j) € N x Z (par convexité de f),

d’ou C;'l+1/2 >0 et D?+1/2 > 0 sous la condition de CFL. O

28. Par exemple un schéma écrit sous forme incrémentale avec C},,, = 1/2 = D}, pour tout n € N, j € Z.
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Comme précédemment, soit 2 un ouvert borné de Ry x R et soit T et A tels que 2 C
[0,T] x [-A, A].
Sous la condition de CFL, nous avons, pour tout n € N, ZjGZ ‘u?_ﬂ — u;l’ < Zjez ’u?_H — ug)’

Donc

E(T/At)+1  E(A/Az)+1

At Z Z ‘U’?Jrl - “?‘

n=0  j=—E(A/Az)—1

E(T/At)+1 E(T/At)+
oS Cla-wlea Y TG
= JEZ
D’autre part, u?“ —uj = C?+1/2(u?+1 u; ") — D? 1/2( - U}‘q), donc

n+l
Uj

Teaye Ui = uf [+ Dy o Juf —uj_y]
et

E(A/Az)+1  E(T/At)+1

n+l _ n
Ax Z g ’uj u;

j=—E(A/Az)-1  n=0

E(T/At)+

< Az Z Z ( J+1/2 ‘UJ+1 ﬁ + D}y ‘U? - U?AD
n=0 JEZ
donc finalement
E(A/Az)+1  E(T/At)+1 E(T/Ab)+
Az Z Z ’u;}+1 —ut| < Ax Z Z W
j=—E(A/Az)—1 n=0 = jez
E(T/At)+1
<Ar ) TVe(O).
n=0

On suppose dorénavant que At = MAz ot A € R (At et Az tendent vers 0 & la méme

vitesse). La condition de CFL s’exprime donc Asup;eg |f'(u )’ < 1. Nous avons

E(A/Az)+1  E(T/At)+1

Ax Z Z ‘u;ﬁ-l - u;l,

j=—E(A/Az)-1  n=0

Ay B@/AD+

~ Z TVR( %).

<

Nous sommes donc en mesure de majorer la norme de ua¢ A, dans L'n BV(Q) :

E(T/At)+1 Ay BT/A0
< 0y , At 0
TVQ(UAt,Ax) < At T;) TVR(U )+ \ T;) TVR(U )

— (1 + i) (T + 2At) TV (u?)
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de sorte que
1
l|uarae| \mgv(g) < (T + 2At) (24 + 3Az) | [u°| yLw(R) + (1 + A) (T + 2At) TV (u?)

qui est borné indépendamment de At (lorsqu’il tend vers 0).
D’aprés le théoréme 13, il existe donc une suite de réels strictement positifs (At,, ), oy conver-
geant vers 0 et u € L'() tels que

I [uat,1/aat, = ul| 1) = 0-

Par un procédé d’extraction diagonale, on en déduit l'existence d’une sous-suite et de u €
LE (Ry x R) tels que

loc

ngrfoo Humml/,\mn - “‘ ‘Llloc(MxR) =0

La question est maintenant : u est-il solution de (3.16)2°? La réponse, positive, est donnée par
le théoréme de Lax-Wendroff.

Définition 11
On dit que le schéma (3.18) est consistant au sens des volumes finis avec f si et seulement si il
existe K € N et F € CO(R?K) tels que

n —_ n n n n n
j+1/2 = F(uj—K-i-l? Uj_ K25 s Uy Uiy e g5 uj+K)a
F(u,u,...,u) = f(u) pour tout u € R

(on dit qu'il s’agit d'un flux & 2K points, ou d'un schéma a 2K + 1 points). O

Théoréme 14 (Lax-Wendroff)
On considére le schéma (3.17,3.18) ot I'on suppose que le flux dans (3.18) est consistant avec f.
Pour tout At et tout Az on définit une solution approchée par (3.21). Soit A € R. Supposons

qu’il existe une suite (Atg),cy convergeant vers 0 telle que

il existe C' € R t. q. HUAtk,Atk/AHLoo(R+><R) <C pour tout k,

. . 1 . 1
il existe u € Lj,.(R% x R) t. q. kgrfoo Upg, At /x = w dans L, (RY < R).

Alors u est solution faible de
Opu + Oz f (u) = 0,
u(0,z) = u’(x).

g

29. Une autre question naturelle est encore : si oui, u vérifie-t-il une inégalité d’Oleinik 7 Nous y répondrons

par la suite.
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Démonstration
On pose Az = At/A. Soit ¢ € C°(R4 x R). On veut montrer que

oo o oo
/ / udrp + f(u)Oppdr dt = —/ u®(2)p(0, z) de.
0 —00 —0o0
Posons, pour tout j € Z et tout n € N,
¢} = p(nAt, jAx)
et, pour tout t € R, et z € R,

oarac(t,z) =D Y O menaq(O1G-1/2)A0,+1/2) a0 (7)-
neN jeZ

Multiplions les termes de (3.18) par @?AtAx, nous obtenons

Az ( ntl _ ) ©i + At (fj+1/2 ﬂl/z) i =0,

et sommons ces expressions sur n et j :
+1 _ —
Mo S () 4 80 3 (e ) =0
neN jEZ neN jeZ
Ceci est équivalent &
+1 +1 =
Ax Y St (o] —opt!) = Ar el + AT D e (¢~ i) =0,
neN jeZ JEZ neN jeZ
soit encore
+1 +1 _ 0.0
Ay S (et =) H A D S (H — 9f) = —Aw Y ued
neN jeZ neN jeZ JEZ

Nous allons étudier la convergence de chaque terme de cette égalité lorsque 'on remplace At
par At; qui converge vers 0. Bien entendu, les termes u?, go}f‘ et f;ﬁrl /2 dépendent de At; cette
dépendance n’a pas été explicitement indiquée dans les notations afin de simplifier celles-ci. On

note encore Axy = Atr/A. Nous allons montrer que

Az Z ugtpg — koo / u®(2)p(0, z) de,
JEZ -

Az Z Zu?“ ( ntl goj) — k00 / / uOsp dx dt,
neN jEZ

Atk Z Z f]+1/2 903+1 SOJ —>k—>+oo / / f mQO dzx dt.
neN jeZ

Puisque Axj et Aty sont liés, uay, Az, €t ©At,, Az, Ne dépendent que de k; nous les notons

désormais uy et @g.
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Le premier terme

0 0 J+1/2)A$k
Axy, Z uip; = / (z)dz
jez jez.  JU1/2)Azk
(J+1/2)Axk (J+1/2)Axk
-> %M—Z/ (2)(0, @) d.
Or ¢ € C°(R4+ x R), donc ¢(0,-) € CX(R) et
©i(0, ) —k—+o00 ©(0, ) uniformément.
Donc on a bien - -
| @000 de =i [~ P00,
Le deuxiéme terme
Azy, Z Z u}z+1 ( n+1 — )
neN jeZ
(7+1/2) Amk
= Z/ (n + 1) Aty 2)[pr((n + 1) Aty, ) — @r(nAty, z)] da.
neN jEZ —1/2)Azy,
Ainsi
Az, ZZU’?H ( . 90])
neN jeZ
= Z/ up((n 4+ DAtk z)[pr((n + 1)Aty, ) — prp(nAty, x)] de.
neNv —x
et

AkaZU?H ( n+1 %)

neN jJEZ

:NJQ /M un(t,2)[oa(1,2) — o(t — Atg, 2)] o
— nit,

Donc

(t,z) — prp(t — Atg, )
A 7'l+1 n+1 / / 90]6 )
Tk E g u; ( (p] A Aty dx

neN jeZ

Remarquons maintenant que cette derniére intégrale peut se décomposer en la somme

oo roo tx) — op(t — Aty,

k
+/ / ug(t, x)Opp(t, x) dt du.
—o0 JO
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La premiére intégrale de cette somme tend vers 0 lorsque k tend vers +o0o car u est borné dans
L>*(Ry X R) et

t,) — or(t — Aty - o
ﬂ[Atk,+oo[(')SDk( ) Zkti k) — k00 Opp(t, -) uniformément

et la seconde tend vers

/ / u(t, z)Opp(t, ) dt dx
—o0 J0

car ¢ est a support compact et uy tend vers u dans L}OC(RJr x R).

Le troisiéme terme Les mémes manipulations que précédemment donnent

Aty, Z Z Fi (SO?H - @?)

neN jeZ
:/ / fk(t7x>90k(t,$+Aﬂfk/2)—go(t,ﬂz—A:ck/Q) o
—00 J0 A{L‘k

ou I'on a posé 3’

fe(t,x) = Z Z fitv1 o ma (1) an (D L Acy, (+1) Ay [ (2)-

neN jeZ

Comme dans I’étude du deuxiéme terme, on peut décomposer le troisiéme terme en la somme

+ /_Z /000 fr(t, 2)0pp(t, x) dt dx.

La premiére intégrale de cette somme converge vers 0 lorsque k tend vers +oo car d’une part
fx est borné dans L>®°(R; x R) puisque ug l'est et le flux numérique est consistant (noter donc
I'importance de la continuité de la fonction F' dans la définition de la consistance au sens des

volumes finis), et d’autre part

A:L’k

— k400 Ozp(t, -) uniformément.
La convergence de la seconde intégrale vers

/_Z /000 f(w)dpp dt da

est un peu plus difficile & démontrer car f; dépend de plusieurs valeurs de uy : mettons, 2K,

comme dans la définition de la consistance. Notons, pour tout ¢t € Ry et tout z € R, vi(t,z) €

30. Attention : fi est décalé d’'une demie maille en espace par rapport a ¢k, d’ou la translation de ¢ dans

I'intégrale précédente.
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R2K le vecteur des 2K valeurs de u; au temps ¢ autour de  :

up(t,r — (K + 1/2)Axy)
vilt, ) = wp(t, z — Azy,/2) - ( :

uk(t,x + (K — 1/2)Awk)

On a
fk(tvr) = F((Uk(t7x))

en reprenant la notation de la définition de la consistance. Soit [0,7] x [—A, A] un compact en

dehors duquel ¢ s’annule (9y¢ s’annule donc aussi en dehors de ce compact). On a

00 00 A T
/ / Jr(t, 2)0zp(t,x) dt do = / / fr(t, z)0z0(t, ) dt dz
—o0 J0 -AJO

et
/—oo/o fr(t,x)0pp(t, x) dtdxz/_A/O Flu(t, z)0yp(t, x) dt d
A T
[ ) = st gl e

Rappelons que la seule chose qu’il nous reste & montrer est que la derniére intégrale converge

vers 0. Nous nous y attelons.

‘/1 /DT (fr(t,z) = flu(t, z))) Orp(t, ) dt dx

A T
< 10sellmay e | [ 1fulti) = flult,o))] e

A T
sl [ [ 1Pt~ flutta))] drd

Or pour tout j € {—-K,..., K}

Lk

donc

/_1 /OT ‘“i(t’ x)) = ult, :z:)( dt dz

A T
< /A/O lug(t, =z + (j — 1/2)Azg) — u(t,z + (j — 1/2)Axy)| dt dz

. A rT
vl (t,x)) — u(t,x)‘ dtde = /A/o lug(t,z + (j — 1/2)Axy) — u(t, x)| dt dz,

A T
+ /_A/O lu(t,z + (j — 1/2)Azy) — u(t,z)| dt de,
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A T '
/ / ‘“i(t’x))—U(t,x)]dtd:ﬁ
)

A+(j—1/2)Az), T
< / / (b, ) — u(t, 3)| dt da
—A+(j—1/2) Az

A 4T
+/A/O lu(t,z + (j — 1/2)Axy) — u(t, z)| dt dz.

Dés que Axy, <1,

A+(j—1/2)Az, T At(j—1/2) T
/ / gt 7) — u(t, )| dt da g/ / gt 7) — u(t, z)| dt da
0

—A+(j—1/2)Axy, —A+(j-1/2) JO

et cette intégrale tend vers 0 lorsque k tend vers +oo car uy tend vers u dans L}, (R4 x R) par

hypothése. D’autre part

/A/OT lu(t,z + (j — 1/2)Axg) — u(t,z)| dt dx — 100 0
(propriété de continuité en moyenne). Donc
vi ——hstoo u dans L1([0,T] x [~ A, A])
pour tout j € {—K, ..., K}. Il existe donc une sous-suite de vy (notée encore vy) telle que
vi —k—+00 U presque partout dans [0,7] x [—A, A]
pour tout j € {—K, ..., K}. Puisque F est continue,
Fouvy —k—st00 Fu,...,u) = f(u) presque partout dans [0,7] x [—A, A].

De plus, uy est bornée dans L>, donc F o vy, 'est et u I'est 3! et f(u) I'est aussi. Ainsi

/ / (vp(t,x)) — f(u(t,z))| dtdr —k—+00 O

d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. On a donc bien ce que l'on cherchait

& démontrer :

Atkzzfﬁrl/? P — @) —>k%+oo/ / f(u(t,z))0zp(t, z) dt d.

neN jeZ

En résumé, la limite u vérifie

/ / udyp + f(u)Opp dt de = / / (0, z) dt dx

pour tout ¢ € C°(R4 x R). C’est une solution faible de (3.11). O

31. En tant que limite dans L},. d’une suite bornée dans L*°.
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On a remarqué que 'hypothése Atp = AAxi n’est pas utile : elle permet seulement de
simplifier les notations. Le théoréme de Lax-Wendroff est vrai (et démontré) pour Aty et Az
tendant vers 0 indépendamment.

La compilation des derniers résultats prouvés montre que la solution numérique définie par le
schéma de Lax-Friedrichs converge (sous une condition de CFL et sous I’hypothése de convexité
de f) vers une solution faible du probléme 32. Cela montre en particulier I’existence d'une solution
faible !

Mais nous savons par expérience que la solution faible n’est pas unique. Nous allons main-
tenant préciser le résultat de convergence obtenu en montrant que la limite des approximations
donnée par le schéma de Lax-Friedrichs vérifie une inégalité d’Oleinik, en faisant ’hypothése
supplémentaire de l'oi-convexité® du fluz f34.

Supposons maintenant que f, de classe C?, est a-convexe : il existe o € R% tel que f"(z) > «
pour tout z € R. Nous allons montrer qu'il existe une solution de (3.11) (avec u’ € L'N BV (R)
telle que

u(t,y) —u(t,z) < pour presque tout (z,y) tel que y > x

(y — =)
at
pour tout ¢ > 0 et que cette solution est approchée par le schéma de Lax-Friedrichs. Le plus

simple serait d’arriver & montrer que pour tout At et tout Az et pour toute condition initiale

discrete,

Ax
n n
Ui — U; <
i+l 7~ anAt

Ceci est cependant faux. En effet, avec la donnée numérique initiale

pour tout j € Z, pour tout n € N*.

on aurait 0 0
W rudyy At .
j= T gy (P = F(u) ) = (-7

et (raisonnement par récurrence)

u

ul = (—1)T™™  pour tout j € Z, pour tout n € N.

32. Si le rapport At/Ax est fixé! Cette hypothése est ici nécessaire car le schéma de Lax-Friedrichs n’est pas a
priori sous la forme demandée dans le théoréme de Lax-Wendroff : en effet, le flux f;,/2 dépend non seulement
de u; et u;q1, mais encore de At/Axz (cf. (3.20)). Fixer le rapport At/Az est un moyen de lever la dépendance
du schéma en ce paramétre. Attention, le schéma de Lax-Friedrichs peut n’étre pas convergent (vers la solution
du probléme hyperbolique qui nous intéresse) si 'on ne fixe pas le rapport At/Az. Par exemple, si l'on choisit
At = Az?, la solution numérique converge (lorsque Az tend vers 0) vers la solution d’un probléme parabolique

du type dyu + 9, f(u) = k2 ,u pour un certain x non nul (voir I'examen du 18 mai 2006).
33. Uniforme convexité de module de convexité a.
34. Sans cette hypothése supplémentaire, il n’y a pas en général de solution vérifiant I'inégalité d’Oleinik :

considérer par exemple le cas d’un flux linéaire. Mais dans ce cas la solution faible est unique, donc la limite
obtenue par le schéma de Lax-Friedrichs est I'unique solution faible du probléme. On remarque de surcroit que
puisque la limite est unique, toutes les sous-suites extraites de la suite des approximations convergent vers la

méme limite, donc toute la suite des approximations converge vers la solution.
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Bien entendu, une condition initiale discréte définie ainsi pour tout maillage ne converge pas vers
une fonction de Llloc, mais les choses risquent d’étre compliquées tout de méme. Le plus simple

est finalement de ne prendre en considération qu’une maille du maillage (en espace) sur deux.

Proposition 15

At < Az/3 et alAtsupjez (u?_H — u9_1> < Az, la
solution de (3.19) vérifie I'inégalité d’Oleinik discréte

2Azx
anAt

Sous les conditions de CFL supjcy, ‘f’(u?)

uiig —uj_g < pour tout j € Z, pour tout n € N*.

0

Conséquence Il convient maintenant d’« oublier » une maille sur deux en définissant la

fonction approchée par

uaraz(t7) =Y > uliLparmenaq() L2i—1) A @jr1) a0 (T)-
neN jeZ
On peut alors montrer relativement facilement (le faire en exercice) que, si u est une limite de

suite extraite de uas a¢/y, u vérifie
y—x
u(t,y) —u(t,z) < —,; bour presque tout (x,y) tel que y >z (3.23)
Q
pour tout ¢ > 0. Remarquer que dans le cas de I’équation de Burgers, a = 1 et on retrouve

I'inégalité d’Oleinik connue, qui est optimale : il n’existe pas de fonction C(t) < 1/t telle que
u(t,y) — u(t,x) < C(t)(y — z) pour presque tout (z,y) tel que y > x

pour toute donnée initiale, c¢f. la donnée initiale H(x) pour laquelle la solution développe une
détente. En ce sens, I'inégalité d’Oleinik discréte que nous montrons ici est optimale. Cela permet
de conclure a ’existence d’une solution faible de (3.11) vérifiant I'inégalité d’Oleinik (3.23) lorsque
f est de classe C? et a-convexe et u’ € L°NBV (R)3>. On sait par ailleurs qu'une telle solution est
unique. Ce résultat (existence et unicité) constitue le point d’orgue du chapitre « hyperbolique »

de ce cours.

Démonstration
Elle repose sur un raisonnement par récurrence. Nous supposerons qu’a I’étape n, le résultat est

vrai :

2Ax
anAt

35. En fait, en dimension 1, L N BV = BV : toute fonction de BV (R) est dans L*°(R). Donc l'espace dans
lequel on doit choisir u° est BV (R) (attention : L= N BV(Rd) #* BV(Rd) pour d > 1). Ce résultat d’existence et

d’unicité n’est pas optimal. Le probléme de Cauchy pour 1’équation scalaire dyu+ 0, f (u) = 0 a une unique solution

uipg —uy_g < pour tout j € Z.

dés que la donnée initiale est dans L (R) (on peut encore raffiner ce résultat en autorisant des données initiales
mesures, mais ¢a suffit comme ga!). Ceci est vrai dés que le flux f est localement lipschitzien (sans hypothése de
convexité donc), mais dans ce cas le critére d’unicité a retenir n’est pas la condition d’Oleinik, mais par exemple

un critére entropique ou le critére de Lax. Pour des détails, consulter [5].
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A Détape n + 1,
u?? + U;'L+2 At

it = I S () - f)).
" ui_o +uy At " n
u]fll = 5 T 9Ax (f(uj) - f(uj—Q)) )
et ainsi
n n uj 2 uj At n n uj — un*Q At n n
uph —uptl = =5 5 aag (Whe) = F(uf) + ==+ 5o (f(uf) = f(u2))-

Donc, puisque f est de classe C2, il existe 3,z € R tels que

v [ ID R e L)
2
’U/;L - u;L_Q At / (u? - u?72) 7
P2 S ) fa) - T )

L’a-convexité de f implique maintenant que

1 At 1 aAt
ult =t < (uf, —ul) <2 ~ oA /(U?)> - §K(U?+z —uff)?

n n 1 At n laAt, . .,
+ (uf —uj_ )( T 5AL (“'))—zm( —uff_y)%.

Posons, pour tout j € Z, 77}7;1 = maX((u?H - u?) 0). On a alors nécessairement (u” ufly o u;l)2 >
n;L+12 pour tout j € Z. En effet,
. 5
78111,?_’_2 U >0 (J+2_uj) :7];7‘+1 ;
fsiu?JrQ u <O(J+2—u) >0et77]+1_0

La précédente majoration permet donc d’écrire, sous la condition de CFL,
ny aAt n_ At aAt
+1 g+l 2 j—1 / 2
uity —UJ | < 9 ( - 7} (u )) i1 Az 9 (1+ TJ (U?)> — i1 Az

Sous la condition de CFL classique sup ¢y, ‘ I (u )‘ At < Az (assurée par la condition plus stricte
supposée ici), nous avons 1 =+ f'(u}}) Xy AL > (). La fonction définie par
L+ fl(uh) R aAt

g(xz) = 5 T =A% pow tout x € R

est croissante sur l'intervalle
A
(1 + f'(ug)fjc) Az
al\t

_OO,
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Donc, en supposant que

2ar _ (1= swien £ 5E) A
anAt aAt

pour tout j € Z, (3.24)

2Ax
anAt

2Ax At 2Az \? aAt

Uil T = 90t (1 Axf (%] )> (omAt) 1Az
2Ax At o, 2Az \? aAt
T oanAi (1 * Ef (1] )> a (omAt) 4Ax’

ntl  ne1 o 20z 2Ax 2Ax <1 B 1) .

puisque l'on a 77? < par hypothése de récurrence, on a aussi

Ainsi

1 TN S 0nAt T an?At T anit n
Orl—1/n=(n-1)/n<n/(n+1), donc
ntl o 2Az

ce qu'il fallait démontrer. Il nous reste & comprendre I’hypothése faite en (3.24). Nous allons mon-
trer qu’elle est vérifiée automatiquement sous la condition de CFL renforcée sup,cy, ’ I (u?)’ At <
Az/3. L’hypothése (3.24) est équivalente a

At 2
"= <1- 2,
i‘gg‘f(“ﬂ'm— -

f’(u?)‘ At < Az/3 le garantit. C’est rageant,

le seul probléme qui reste est celui des deux premiers pas de temps! Pour le premier pas de

Pour n > 3, la condition de CFL renforcée sup;cz

temps : supposons que At vérifie aussi aAtsupjez, (ug 1 u9_1> < Az (c’est bien une condition
de type CFL, on peut choisir un tel At). Alors, puisque sous la condition de CFL classique on
a (ujl-Jrl - u}fl) < supiez (U —ud 1), on a (U}H —u]{l) < Az/(aAt) < 2Az/(alAt),

donc le résultat est vrai pour n = 1, et ensuite (u?+1 —u?fl) < supiey (uilJrl —ul-lfl) <

supiez, (ud; —u) ), donc (“?-1—1 fu?_l) < Az/(aAt) = 2Az/(a2At), donc le résultat est

vral pour n = 2. O

Remarque 43

La condition de CFL utilisée n’est pas classique et le résultat obtenu ici n’est sans doute pas opti-
mal. Dans [6], on trouvera une estimation d’Oleinik discréte montrée sous la condition classique.
Mais dans cette référence, c¢’est la condition d’Oleinik elle-méme qui n’est pas optimale. . . D’autre
part, il y a fort a parier (vérifier!) que si 'on s’autorise un pas de temps variable A" = "1 —¢7,

le résultat devient

2Ax
T pour tout j € Z, pour tout n € N*,
o

n n
Ujyq = Uj 1 <
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sous la condition de stabilité

O

At

aAtY SUpjez. u] u _1) <Az et supjeg |f! (u ”E <1,
l
aAtlsupiez, u]_H u _1) <Az et supjez |f (u )|%— <1,
supj€Z|f’( tn - <1-2pourn>2
et tend donc vers la condition de CFL optimale. U

3.4.3 Quelques résultats numériques

Voici & présent quelques résultats numériques donnés par le schéma de Lax-Friedrichs pour
I’équation de Burgers. La condition initiale choisie est périodique de période 1, et est donnée sur
[0, 1] par

O0siz<0,1
uwW(z) =< 1s10,1<z<0,6
0s10,6 <.

La périodicité de la condition initiale implique la périodicité de 'unique solution vérifiant une
inégalité d’Oleinik. D’autre part, la solution approchée donnée par le schéma de Lax-Friedrichs
est elle-méme périodique, ce qui nous autorise a ne faire le calcul que sur le segment [0, 1[. On
divise ce segment en J intervalles [jAz, (j + 1)Az[, j € {0,...,J — 1} avec Az = 1/J. Pour
j=0et J=J—1, le calcul de la solution approchée par la formule

w1 _ W UL A n
j+1 = -1 5 i+ 5AL (f(ufyy) = f(ufy))

u

nécessite la connaissance de valeurs u7_; et u’; qui ne font pas partie des inconnues. Ces valeurs

sont cependant données par la périodicité de la solution :

TL_U'I’L

uy = u
0 J=1 pour tout n € N.
uJ _—

Nous observons la solution au temps final ' = 0,4. On peut montrer facilement 3¢ que celle-ci
vaut alors

0six<0,1

xﬁJ$Q1§w<Q5

1s10,6<x<0,8

0s10,8 <.

u(0,4,2) =

On compare sur la figure 3.7 la solution exacte et les solutions approchées obtenues avec 100 et
1000 mailles. Le nombre de Courant est At/Ax = 0,4.

36. La discontinuité de droite se propage comme un choc, a vitesse 1/2, et celle de gauche forme une détente.

Ceci est valable tant que ces deux « ondes » n’interférent pas, c’est-a-dire pour des temps inférieurs a 1.
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0,8

0,6

0,4

0,2

FI1GURE 3.7 — Résultats numériques pour I’équation de Burgers.

solution exacte ——

ution approchée avec 100 mailles

Sofution approchée avec 1000 mailles

0,2

0,4

0,6

0,8
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On vérifie (!) sur cette figure ce que 'on a démontré, a savoir que le schéma est L>°-stable

et qu’il vérifie une inégalité d’Oleinik discréte. On remarque de plus que la discrétisation de

Lax-Friedrichs a un effet « régularisant ». Ce phénomeéne est appelé diffusion numérique. Il est

rapidement étudié pour le transport dans I'examen du 3 juin 2005 ainsi que dans ’examen du

18 mai 2006 (et leur corrigé).

Voici maintenant le programme (en langage Scilab) avec lequel ont été calculées les solutions

représentées ci-dessus.
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[1I17777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
///// Schéma de Lax-Friedrichs pour 1’équation de Burgers. /////

[IT7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

clear();
stacksize (100000000) ;

function y=f(u) // Fonction flux.
y = 0.5%uxu; // En modifiant cette fonction on

endfunction; // peut résoudre une autre EDP scalaire.

function y=CI(x) // Conditions initiales.
n = size(x);
for i=1:n(1),
if x(i) < 0.1 then
y(i) = 0.;
else
if x(i) < 0.6 then
y(i) = 1.;
else
y(i) = 0.;
end;
end;
//y(1) = sin(2.*pi*xx(i));
end;

endfunction;

T 0.4;
J 1000. ;
nbCourant = 0.4; // Ne pas dépasser 0.5.

// Schéma de Lax-Friedrichs : on multiplie le
// nombre de mailles par 2 puisqu’a la fin on n’en

// gardera qu’une sur deux.

J = 2xJ;
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dx = 1./7J;

x=(1:J+2) ’*dx - dx; // Grille en x.
u = CI(x);

t =0.;

// Boucle en temps.

while t < T

u(1l) = u(J+1);
u(J+2) = u(2);
cmax = u(2);
for j=3:J+1

cmax = max(cmax,u(j)); // Valeur maximale de f’.

end;

dt = min(dx/cmax*nbCourant,T - t);

for j=2:J+1

utemp(j) = 0.5*%(u(j-1) + u(G+1))...
- 0.5%dt/dx*(f (u(j+1)) - £f(u(j-1)));

end;
for j=2:J+1,
u(j) = utemp(j);
end;
t =1t + dt;

xset (’window’,1);
xbasc() ;

plot2d(x,u,leg=’solution’);

end; // Fin de la boucle en temps.

// Le schéma de Lax-Friedrichs est fait pour que 1’on ne garde

// le résultat que dans une maille sur deux.

ones(J/2,1);
ones(J/2,1);

ufin

xfin

// Conditions périodiques.

135
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for j=1:3/2,
ufin(j) = u(2*j);
xfin(j) = x(2%j);

end;

unix(’rm -f resultat’); // Ecriture du résultat

plouf = file(’open’,’resultat’,’unknown’); // dans le fichier

for i=1:J/2, // « résultat ».
fprintf (plouf,’%f  %f\n’,xfin(i),ufin(i));
end;

file(’close’,plouf);

// Fin du programme.



Chapitre 4

Equations elliptiques

4.1 Introduction, exemples, Généralités

Il s’agit ici d’étudier des EDP du type

d d d

Z bi(x)0u(x) + Z Z Cij (x)@f]u(x) + c(z)u(z) = f(z) dans Q ouvert de R? (4.1)
i=1 i=1 j=1

ou tous les coefficients sont réels et ou la matrice C'(z) = (¢ ; (x))fj:

valeurs propres toutes strictement positives ou toutes strictement négatives.

, est symétrique et a ses

4.1.1 Exemples
Déformation d’un fil élastique dans |0, 1]

Les équations mathématiques modélisant ce probléme sont (sous certaines hypothéses sur la
nature du fil)
—u"(z) + ¢(x)u(z) = f(x) dans 0, 1],
{ u(0) =u(1)=0

ot u est 'inconnue (la déformation), ¢ une caractéristique du matériau constituant le fil et f le

chargement auquel le fil est soumis.

Déformation d’une membrane élastique dans ) C R?

Le méme modéle, en dimension 2, conduit &

—Au(z) + c(z)u(z) = f(x) dans Q,
u=0sur I' = 99,

137
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Q étant un ouvert de R2.

Déformation d’une poutre dans |0, 1]

Lorsque le fil n’est pas souple mais rigide, on parle d'un modéle de poutre. Les équations

régissant le déplacement d’un point du segment sont alors par exemple

Cette équation n’est pas & proprement parler elliptique mais son étude peut se faire au moyen
des mémes techniques : que nous allons détailler ci-dessous.
4.1.2 Probléme modéle et généralités

Le probléme modéle que nous allons étudier est

—Au +u = f dans ,
u = 0 sur 02

ot Q est un ouvert de R%. Comme nous I’avons fait dans le chapitre sur les équation hyperboliques,

on peut en écrire une formulation faible :

/ VuVe +updr = / fedxr  pour tout ¢ € C(Q).
Q Q

Nous allons dans ce chapitre modifier un peu cette formulation faible. Les outils essentiels de
cette partie du cours sont ceux de ’analyse fonctionnelle : les distributions, les espaces de Sobolev

et le théoréme de Lax-Milgram. Ils sont rappelés dans la section suivante.

Rappels d’analyse fonctionnelle
Théoréme 15 (Lax-Milgram)
Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert réel et soit a une forme bilinéaire continue coercitive sur

(H> <a>) :

il existe C € R t. q. |a(z,y)| < C||z||||ly|| pour tout (x,y) € H?,
il existe a € RY t. q. a(z,2) > « |z||*  pour tout z € H.
Soit ! une forme linéaire continue sur (H, (-,-)) :
il existe D € R t. q. |l(z)] < D||z||] pour tout z € H.

Il existe un unique élément v € H tel que

a(u,v) =l(v) pour tout v € H.
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De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par I’égalité

O(u) = gél;} O (v)

ot @ est définie par ®(v) = 3a(v,v) — [(v). O

Nous effectuons ici une démonstration simple de ce résultat dans le cas ol a est symétrique.
C’est d’ailleurs uniquement dans ce cas-la qu’il sera par la suite utilisé. On verra dans la suite
une démonstration générale du théoréme de Lax-Milgram qui utilise le théoréme de Stampacchia

(théoreme 22, voir la remarque 46).

Démonstration

Supposons que a est symétrique. Alors, comme par ailleurs a(u,u) > 0 pour tout u # 0, a(-,-)
définit un produit scalaire sur H, et ce produit scalaire est équivalent au produit scalaire (-, -)
car a est continue et coercitive. Donc, (H, a(-,-)) est un espace de Hilbert et [ est continue pour
ce nouveau produit scalaire. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, [, forme linéaire
continue sur (H,a(-,-)), peut étre représentée (au moyen du produit scalaire) par un unique

élément v de H :
il existe un unique v € H t. q. I(v) = a(u,v) pour tout v € H.

Cela démontre la premiére partie du théoréme.
Montrons maintenant que cette solution u réalise le minimum de la fonctionnelle ® définie par
®(z) = ta(z,x) — I(z) sur H. Soit h € H.

B(u+ h) = %a(u,u) )+ %a(u, h) + %a(h, u) + %a(h, h) — 1(h)

— ®(u) + alu, h) — I(h) + %a(h, h) = ®(u) + %a(h, h).

Donc ®(u + h) > ®(u) + /2 ||h||* : u réalise le minimum de & sur H.
Supposons maintenant que u réalise le minimum de ®, et montrons que u vérifie a(u,v) = l(v)
pour tout v € H. On a ®(u + h) > ®(u) pour tout h € H. D’aprés le calcul de ®(u + h) que

nous avons fait ci-dessus, ceci se réécrit
1
®(u) + a(u, h) —U(h) + ia(h, h) > ®(u),

soit
1
§a(h, h) +a(u,h) —I(h) >0 pour tout h € H.

Ainsi, pour tout A € R,

1
ia()\h, Ah) 4+ a(u, \h) — I[(Ah) >0  pour tout h € H,
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soit, puisque a est bilinéaire et [ est linéaire,

2
?a(h, h) 4+ A(a(u,h) —1(h)) >0  pour tout h € H.
En choisissant A assez petit en valeur absolue et du « bon signe », on en déduit que a(u, h)—I(h) =
0 pour tout h € H. Une autre maniére de démontrer cela est de remarquer que ® est de classe
CYH(H) et que V®(u).v = a(u,v) — I(v). Donc la condition classique de minimalité de ® en u

permet d’affirmer que a(u,v) = I(v) pour tout v € H. O
Afin d’étre. .. Complets! Rappelons le théoréme de représentation de Riesz.

Théoréme 16 (de représentation de Riesz)
Soit (H, (-, -)) un espace de Hilbert. Soit [ une forme linéaire continue sur H. Il existe un unique

élément u € H tel que

l(v) = (u,v) pour tout v € H.

Démonstration
Posons N = [~1(0) (noyau de [). Le noyau de [, image réciproque d’un fermé par une application
linéaire continue, est un sous-espace vectoriel fermé de H : on peut donc définir la projection
(orthogonale) sur N, notée Py .
Si N = H, il suffit de prendre u = 0 pour démontrer le théoréme.
Supposons donc maintenant que N’ # H. Soit x € H\N. Posons w = (x — Py (z))/||z — Py (x)|].
On a

— w e H\ N, donc l(w) #0;

— [wl[ =1;

— (w,n) = 0 pour tout n € N.
Soit v € H. Posons

(c’est rendu possible par le fait que I(w) # 0). Ce vecteur vérifie [(n) = 0, c’est-a-dire n € N.

Donc (w,n) = 0, ce qui se réécrit

On a donc

((w)w, v) = l(v),

quel que soit v € H. Le vecteur u de I"énoncé est donc [(w)w. L’'unicité d’un tel élément est

triviale. O
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Enchainons maintenant avec quelques rappels sur les distributions. Dans toute la suite, 2 est
un ouvert de RY.

A) Distributions.

1) Sur D(Q2) = C(€2), on définit une pseudo-topologie : une suite (¢y), oy de fonctions de
D(Q) converge vers ¢ € D(Q) si et seulement s'il existe un compact K C Q tel que supp(yp,) C K
pour tout n, supp(p) C K et D%p, converge uniformément sur K vers D%p pour tout multi-
indice o € N¢.

2) D'(Q), dual topologique de D(2), est 'ensemble des formes linéaires continues sur D()
pour la pseudo-topologie définie en 1) : soit T : D(Q) — R; T € D'(Q) si et seulement si

— T est linéaire (donc, en particulier, 7'(0) = 0) ;

— pour tout (¢y),cy suite de D(2) convergeant vers 0 au sens donné par 1), T'(¢,,) converge

vers 0 = 7'(0).
D'(2) est appelé espace des distributions sur 2.
3) Toute fonction f € L} () définit une distribution, notée habituellement 7T} :

Tf:npeD(Q)H/Qfgp.

On se permet d’écrire que L}, () C D'().

4) 1l existe des distributions qui ne peuvent se représenter sous forme d’une fonction de

L (Q): L} () € D'(Q). Un exemple de telle distribution est donné par la masse de Dirac en
T €Q, Iy

0z 1 € D(Q) — p(x).

5) On définit une pseudo-topologie sur D'(Q) : (Ty),cy, suite de D'(€2), converge vers T’ €
D'() si et seulement si T,,(p) converge vers T'(¢) pour tout ¢ € D(Q) (il s’agit d’une pseudo-
topologie faible-*).

6) Dérivation des distributions. Lorsque f € C1(Q2) et ¢ € D(Q), on a, si Q est borné et

suffisamment régulier, une formule d’intégration par parties (formule de Green) :

/gp@ifdx:/ fgpnido—/faigod:v:—/fﬁmdx
Q o0 Q Q

(ot do est la mesure d’intégration sur dQ et n; est la i composante de la normale extérieure
unitaire & Q). Par analogie avec cette formule, si T € D'(Q2), on définit la dérivée de T' 9;T,
comme la distribution

0T : p— =T (0ip).

De maniére similaire, pour tout multi-indice o € N%, on définit DT par
DT : p — (—=1)leT (D)

N d . Cp . e
ou |a| =) 7 | ;. On pourra montrer en exercice que ceci définit effectivement une distribution.

On pourra aussi vérifier que la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside
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H € L] (R) définie par H(z) = 1, (z) est la masse de Dirac en 0 dy et que la dérivée seconde
de cette fonction de Heaviside est la distribution qui a ¢ € D(Q) associe —¢'(0).

7) La dérivation est une application linéaire continue de D’'(€2) dans D’(€2) pour la pseudo-
topologie définie en 5).

B) Espaces de Sobolev.

8) Soit p > 1. Soit f € LP(Q). Alors f € Li (Q), f définit donc une distribution T} €
D'(Q). On dit que f € WIP(Q) si et seulement si les dérivées partielles premiéres au sens des
distributions de f peuvent se représenter sous la forme de fonctions de LP((2), c’est-a-dire si et

seulement §'il existe des fonctions g1, ..., gq € LP(Q) telles que
/Qfaigo = —/ng'@ pour tout ¢ = 1,...,d, pour tout ¢ € D(Q).
On note dans ce cas Vf = (gi)gzl et on définit une norme sur W1P(€) par
HfHWme) = ||f||Lp(Q) + ”foLP(Q) )

1/2
ou [[Vf|, = (Z?Zl H&JH?D) . On dit que f € W™P(Q) si et seulement si toutes ses dérivées
partielles d’ordre inférieur ou égal & m peuvent se représenter sous forme de fonctions de LP(£),

et on définit sur WP la norme
||f||Wm7P(Q) = Z ”DafHLP(Q) :
a t. q. 0<|al<m

Pour tout m € N et tout p > 1, W"P() est un espace de Banach.
9) Les espaces W"2(Q) sont notés H™ (). On y définit le produit scalaire

(fs @) Em@) = Z (D*f, D%g) 12()-
at. q. 0<|al<m
La norme qui en dérive,
1/2

Ll gm0y = > 1D f|72y |

a t. q. 0<|al<m

est équivalente & la norme [[|[ym.2(q) définie en 8). Pour tout m € N, H™(£2) est un espace de
Hilbert.
10) D(Q) € H'(Q) et D(Q) n’est pas dense (en général) dans H'(£2). On pose
——HYQ
HA () =D@)" .
11) Lemme de Poincaré. Si €2 est borné, il existe C' € R tel que

ull 20y < C IVull gy pour tout u € Hy(€).
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Une conséquence importante en est que (-, -) défini par
(uv U) = <VU, v’U>L2(Q)

est un produit scalaire équivalent & (-, ) g1(q) sur H} () si Q est borné.
12) Deux remarques :
a) HY(RY) = H(RY).
b) D(Q) = CX(2) = C>(N) est dense dans H*(Q) ! si Q est borné et de classe C*.
C) Application trace.

13) Si Q est borné et de frontiére lipschitzienne,
il existe C(Q2) € R t. q. [[v]oallr2@p0) < C()||v|lg1q)  pour tout v € D(Q).

Donc I'application qui a v € D() associe v|agq est linéaire et continue de D(£2) muni de la norme
de H'(Q) dans L?(9€2). On prolonge par densité cette application en une application linéaire
continue de H'(2) dans L?(99). Cette application, 'application trace, notée tr, coincide avec la
trace usuelle pour les fonctions réguliéres de 2. Noter que les fonctions de L?(£2) n’ont en général
pas de trace (au sens oil il n’existe pas d’application linéaire continue de L?(Q2) dans L?(92) qui
coincide avec la trace usuelle pour les fonctions réguliéres).

14) Si Q est borné et de frontiére lipschitzienne,
HY}(Q) = {ve HY(Q) t. q. tr(v) = 0}.

On en déduit que H& (Q) est dans ces conditions un espace de Hilbert pour le produit scalaire de
H'(Q) (en tant qu'image réciproque dans un espace de Hilbert par une application continue (la
trace) d'un fermé (le singleton {0})). Il est donc un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(V-, V) 12(q) en vertu de I'inégalité de Poincaré vue en 11).

15) Formule de Green. Si © est borné et de frontiére lipschitzienne, on a, comme dans le cas

régulier, la formule
/ vojudr = / tr(uw)tr(v)n; do — / udvdxr  pour tout u,v € H'(Q),
Q o0 Q
que l'on réécrit bien vite
/ vo;udr = / uon; do — / ud;vdx  pour tout u,v € HI(Q),
Q o0 Q

ot n; est la ¢ composante de la normale extérieure unitaire & 0f2. Noter (vérifier, c’est un

exercice) que de cette formule découle, entre autres, la formule

/vAudac:/ vVu-ndU—/Vu~Vvd:c pour tout v € H?(£2), pour tout v € H'(Q).
Q [2.9) Q

1. Au sens ot une fonction de H'(Q) peut étre approchée par une suite de restrictions a Q de fonctions de
D(Q).
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4.2 FEtude de —Au+u=f

4.2.1 Probléme de Dirichlet homogéne

On considére le probléme

(4.2)

—Au+u = f dans €,
u = 0 sur 0f)

ot  est un ouvert borné de R% de frontiére lipschitzienne. Le second membre f est une donnée
du probléme (fonction dans un espace a préciser pour garantir l'existence d’une solution).

Supposons que u est une solution classique de (4.2) : u € C3(Q) (et f € C°(f)) et soit

v €D(R). On a
/(Vu-Vgo—l—ugo):/ﬂp.
Q Q

Si maintenant ¢ € Hg(€2), il existe une suite (¢n), oy de D(Q2) convergeant dans Hg () vers ¢,

c’est-a-dire telle que
©On —n—too @ dans L2(Q) et Vo, — 15400 Vi dans (LZ(Q))d.

Or pour tout n € N

/(VU'V@nerpn):/fcpn.
Q Q
De plus, Vu € (CO(Q))d (u est solution classique). Donc Vu € (LZ(Q))d, u € L3Q), et f €

L?(2), et on peut passer a la limite dans 1’équation précédente (la convergence forte implique la

/Q(Vu-ch—l—uap)—/Qﬂp.

D’autre part, puisque u € C2(2) et que u vaut 0 sur 9Q, u € H} () (Q étant borné). On appelle
solution faible de (4.2) un élément u € Hg () vérifiant

convergence faible), d’ou

/ (Vu - Vv +uww) = / fv  pour tout v € H}(Q). (4.3)
Q Q

Théoréme 17
Si f € L*), le probléme (4.3) admet une unique solution u € HE(f2). Cette solution est

caractérisée par
1 2 9 . 1 2, .2
= (|Vu| +u ) — [ fu= min | = <|Vv\ +v ) — [ fv]).
2 Jo Q vEHI(Q) 2 Jo Q

Remarque 44

g

La caractérisation de la solution comme solution du probléme de minimisation porte en mécani-
que le nom de principe des travaux virtuels (le probléme considéré est un probléme d’élasticité

linéaire stationnaire). O
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Démonstration
H (), fermé de H'(2), est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H' (). Posons

a(u,v) = / (Vu-Vu+uv)  pour tout u,v € H}(Q)
Q

et
l(v) = / fv  pour tout v € H}(Q)
Q

(on vérifie que ces expressions ont bien un sens). Il est évident que [ est une forme linéaire et que

a est une forme bilinéaire. De plus, [ est continue. En effet,

1

La forme a est elle aussi continue, et elle est coercitive, car

< M2y 1ol 20y < 1|20 10l -

a(u,v) = (u,v) g1 (q)

(les modules de continuité et de coercitivité de a étant tous deux 1).

Donc, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique u € H}(£2) tel que a(u,v) = I(v)
pour tout v € H&(Q) Comme a est symétrique, le théoréme de Lax-Milgram indique que cette
solution u est caractérisée comme réalisant le minimum de la fonctionnelle ®(v) = Sa(v,v)—1(v).

O

Les questions que nous allons nous poser maintenant sont relatives a
— la dépendance de la solution u de (4.3) vis a vis de la donnée f,
— la régularité de u,

— les propriétés de bornitude L*°(Q) de wu,

— le calcul (approché) de w.

Dépendance de u par rapport au second membre
Théoréme 18
1) L’application
T { L2(Q) — H(Q)
f +— w unique solution de (4.3)

est linéaire et continue.

2) L’application

T L2(2) — L3(2)
f +— u unique solution de (4.3)

est linéaire, continue et compacte. ]
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Démonstration

1) Ty est linéaire. En effet, soit fi € L*(Q), fo € L*(Q), et uy = To(f1) et up = To(f2). Soit
A € R. Posons w = uj + Aug. On a (au sens faible) —Aw +w = f1 + Af2 et w = 0 sur 9Q. De
plus, la solution (faible) de —Aw + w = f1 + A\f2 est unique, et vaut To(f1 + Af2). Donc on a
bien To(f1) + ATo(f2) = u1 + Aug = w = To(f1 + Af2). D’autre part, Ty est continue, car

/VU‘VU—FUU:/fv pour tout v € H (),
Q Q

donc cette égalité est vraie pour v = u, ce qui donne

/ Vul? + Juf? = / fu,
0 Q

Jalfysay = [ fu
Q

soit

d’out
el gy < 1112 el 220y < F1 L2y el »
et finalement
HUHHl(Q) < Hf”L?(Q) .
2) On a T = Idgi (o) 12() © To- To est linéaire continue et le théoréeme de Rellich (théoreme 19)

affirme que Idy1(q)_12(q) est compacte. Ainsi, T est linéaire continue et compacte. O

Théoréme 19 (Rellich)
Soit © un ouvert borné de R? de frontiére lipschitzienne. L’inclusion de H'(Q) dans L?(Q) est

compacte. O

La démonstration de ce résultat d’analyse fonctionnelle pourra étre lue dans [1]. Noter la

similitude entre ce théoréme et le théoréme de Helly (théoréme 13).

Régularité de u

Une solution forte de (4.2) est une fonction u € C?(QQ) vérifiant (4.2). Une solution faible
de (4.2) est une fonction u € H{(Q) vérifiant (4.3). On appelle de plus solution forte L?(£2) une
fonction u € HY(Q) N H%(Q) vérifiant (4.3). L’équation (4.2) a donc un sens dans L?(§)) pour
une solution forte L%().

La question que 'on se pose dans ce paragraphe est « la solution u de (4.3) est-elle plus
réguliére qu’une fonction quelconque de H(}(Q) 7 ». La réponse, positive sous des hypothéses de
régularité de la frontiére de €, est encore donnée par un résultat d’analyse fonctionnelle que nous

ne démontrerons pas ici.

Théoréme 20
Supposons que le second membre f de (4.3) est dans H™(Q) et que 99 est de classe C™ 2 pour
m € N. Alors la solution de (4.3) est dans H™*2(2) (par convention, H°(Q) = L?(Q2)). O
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En particulier, si 9 est de classe C2 (et f € L?(12)), la solution du probléme (4.3) est dans
H?(Q) (et donc dans H?(2) N H}(Q)). C'est une solution forte L?(£2). Ce résultat est évident en

dimension 1. En effet, le probléme s’écrit alors (au sens faible)
W =u—f

et puisque u et f sont des fonctions de L?(£2), la distribution u” peut s’écrire comme une fonction
de L?(Q). Résumons : u € L3(Q), v/ € L?(Q) et v’ € L*(Q), cest-a-dire que u € H?(Q).
Ce résultat est pourtant beaucoup moins évident en dimension supérieure, car 'EDP nous dit

seulement que

Za2u—u—

2 4 (c’est une fonction de L?(£2)) mais aucune

nous n’avons donc des informations que sur ZZ 105
information sur chaque dérivée partielle (croisée ou pas). La démonstration de ce résultat pourra
étre trouvée dans [1].

Des résultats d’inclusion de Sobolev permettent méme dans certains cas d’avoir une solution
réguliére. On peut démontrer par exemple que si la frontieére de €2 est réguliére, pour m > % +k
(avec k,m € N), on a 'inclusion

H™(Q) C CH(Q).

Principe du maximum

On s’intéresse ici & des estimations de type L*°(£2) de la solution de (4.3) (€2 est un ouvert

borné de frontiére lipschitzienne).

Théoréme 21
Soit f € L%(Q) et soit u la solution du probléme (4.3) associé. Alors,

min (0, infessq f) < u < max (0, supessq, f) presque partout.

g

La démonstration que nous proposons ici, due & Stampacchia, est la méme que celle que nous
avons donnée pour le principe du maximum concernant la solution (forte) de I’équation de la

chaleur (théoréme 5).

Démonstration

Nous allons montrer que
u < max (0, supessq f) presque partout.

On se donne ? une fonction G € C*(R) vérifiant

2. En trouver une!
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— il existe M € R tel que |G'(s )| < M pour tout s € R;
— pour tout s €]0, + [ '(s) >

()=

— pour tout s €] — 00, 0],
Posons K = max (0, supessq f). Si K = +00, le résultat est évident. Supposons donc désormais
) =
(z

que K < 400, et posons v(z) = G(u(z) — K). D’aprés le lemme 11 énoncé et démontré ci-apreés,

v e HY(Q) et Vu(r) = G'(u(z) — K)Vu(z). D’autre part, v = 0 sur 992 car u s’y annule, donc
vlon = G(ulon — K) = G(=K),

or K > 0 et G est nulle sur | — 00,0]. Done, v € H}(2). On peut donc prendre cette fonction

comme fonction-test dans le probléme faible (4.3) : u vérifie

/Vu-Vv+uv:/fv
Q Q

/\Vu] G'(u—K)+uGu—K /qu—

avec v(x) = G(u(z) — K), soit

Soustrayons K G(u— K) (qui est bien intégrable sur €2 borné) aux deux membres de cette égalité,

sous l'intégrale. Il vient

/|Vu|2G’(u—K)+(u—K)G(u—K):/(f—K)G(u—K).
Q

Q

Or f(z) — K <0 presque partout sur 2, et G(u(z) — K) > 0 pour tout x (propriété de G). Ainsi
Jo(f —K)G(u—K) <0 et

/ (u—K)G(u—K) < —/ IVul* G'(u — K) < 0.
Q Q

D’autre part, c’est encore une propriété de G, on a sG(s) > 0 pour tout s € R, donc (u —
K)G(u— K) > 0 sur Q. On en déduit que

(u(z) — K)G(u(x) — K) = 0 presque partout.
Donc on a presque partout
(u(z) — K) =0 ou G(u(z) — K) = 0.

Or d’aprés la définition de G, G(u(z) — K) = 0 implique u(z) — K < 0. Le résultat est démontré.
O
Lemme 11

Soit © un ouvert borné de frontiére lipschitzienne de R?. Soit u € H'(Q) et soit G € C!(R) telle
que G’ est borné. On a Gou € HY(Q) et V(G ou) = (G’ o u)Vu. O
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Démonstration

Il faut vérifier que G ou € L?(Q) et que V(Gou) € (L2(Q))d. On sait que G'(s) < M
pour tout s € R, donc |G(s)| < |G(0)] + M |s|. Donc |G(u(x))| < |G(0)| + M |u(zx)|, donc
Gou € L*(Q). La suite est un peu plus délicate. Puisque u € H'(€), il existe une suite (u),,cy

de D(Q) telle que u,, converge vers u en norme H'(Q), c’est-a-dire telle que

Up —Fnst00 w dans L2(£2)
et Vi, —n—t00o Vu dans (L2(Q))d.

On peut extraire® de cette suite une suite (toujours notée (uy),cy) telle que

Un —ns 400 u dans L2(Q) et presque partout
et Vi, —n100 Vu dans (LQ(Q))d et presque partout.

Pour tout n € N, G o u, € C}(). Soit p € D() et soit i € {1,...,d}.

/(G 0 Up)0ip = —/ ©0; (G ouy) = —/ 0G0 Uity .

Q Q Q

Notons Ay, = [(G o u,)0ip et By, = — [ G’ 0 unOsuy, (pour tout n € N). On a
|G oup, — Gou| < M |u, —ul,

donc G o u, — G ou tend vers 0 dans L?(€2). Donc A, converge vers A = [(G o u)d;p (car la

convergence forte implique la convergence faible). D’autre part,
(G o up)Ouy — (G ouw)diu = (G’ o uy) (Osun — Oiu) + (G’ ou, — G o u) o;u,

donc, d’aprés I'inégalité triangulaire,

1/2
(G 0 wn)dru, = (G 0 w)iu][ 12y < ( /Q (G 0 up) (Biuy, — 8,~u)‘2>

1/2
*(/HG’oun—G'ou)&uf)
Q

La premiére intégrale ci-dessus, majorée par M ||0;u,, — O;ul [2(0)> converge vers 0 par hypotheése

sur la suite (up), oy Quant & la seconde intégrale : on sait que
’(G’ oun, — G ou) 8iu‘2
tend vers 0 presque partout (car u, tend vers u presque partout et G’ est continue) et que

(G 0w, — G o u) Bul” < (2M)? |Biul?

3. Et on le fait.
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qui est un terme intégrable. D’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a donc
(G' o up — G'ou) u —rp—yto0 0 dans L*(€2).

Donc (G’ o u, 0z, — G’ o udju) tend vers 0 dans L?(92). On en déduit que B, converge vers
B = [, (G o u)d;u. Ainsi, on a

/Q(G ou)dip = —/ ©(G' o u)du,

Q

ce qui signifie bien que la distribution 9; (G o u) peut étre représentée par un fonction de L?(Q2)
et que

8i (G e} u) = (G/ e} u)&u
O
Remarque 45

L’inégalité de Poincaré, dont une conséquence est que (V-, V-) est un produit scalaire équivalent

au produit scalaire de H'(Q) sur H{(Q), permet de montrer que le probléme

—Au = f dans €,
u = 0 sur 0f)

admet une unique solution sous les mémes hypothéses. O

4.2.2 Quelques éléments pour le probléme de Dirichlet non homogéne

On considére ici le probléme

{ —Au+u = f dans €, (4.4)

u = g sur 0f)

ot  est un ouvert borné de R¢ de frontiére lipschitzienne. Les seconds membres f et g sont des
données du probléme.

Nous allons comme dans la section précédente chercher une solution faible de ce probléme,
solution dans H!'(Q). Il est donc naturel d’interpréter la condition de bord comme suit : la
solution u a une trace et elle vaut g. Nous supposerons donc que la fonction g est la trace d’une
fonction § € H*(Q) (par exemple : u, lorsque 'on saura qu’il existe une solution au probléme!).
De la méme maniére que dans la section précédente, on montre que si u est solution classique
de (4.4), elle vérifie pour tout v € H} ()

/Vu~Vv+uv:/fv.
Q Q

De plus, la trace de u vaut g, donc la trace de u — § vaut 0 : u — g € H}(Q). Posons

V:{UEHl(Q) t. q.vaEH(%(Q)}-
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On dit que u est solution faible de (4.4) si et seulement si

ueVet / Vu-Vov+uv = / fv  pour tout v € H} (). (4.5)
Q Q

L’application qui & v € H}(Q) associe tr(v — §) est continue, ce qui prouve que V est un fermé
de H'(Q). Mais V n’est pas un espace vectoriel (c’est un sous-espace affine de H'(2)), on ne
peut donc pas appliquer le théoréme de Lax-Milgram 4.

On fait appel ici au théoréme de Stampacchia.

Théoréme 22 (Stampacchia)
Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert réel. Soit V' # () un sous-ensemble convexe fermé de H. Soit
a une forme bilinéaire continue coercitive sur V, et soit [ une forme linéaire continue sur V.

Il existe un unique élément u € V tel que
a(u,v —u) > Il(v—u) pour tout v € V.
Si de plus a est symétrique, u est caractérisé par

D(u) = Ivrél‘r/l O (v)

avec ®(v) = 1a(v,v) — I(v). O

Démonstration
H étant un espace de Hilbert, on peut utiliser le théoréme de représentation de Riesz : 'appli-

cation [ étant linéaire et continue, il existe un unique élément L € H tel que
l(v) = (L,v) pour tout v € H.

Soit u € H. L’application qui & v € H associe a(u,v) est linéaire et continue, donc il existe un

unique A(u) € H tel que
a(u,v) = (A(u),v) pour tout v € H.

Montrons que I'application qui & u € H associe A(u) € H est linéaire. On a pour uj,us € H et

AeR
a(ui,v) = (A(u1),v) pour tout v € H,
a(ug,v) = (A(ug2),v) pour tout v € H,

donc

(A(u1) + AA(u2),v) = (A(u1),v) + MA(u2),v) = a(ur,v) + Aa(uz, v) = a(u; + Aug,v)

4. D’autre part, on remarque que u (la solution) et v (la fonction-test) ne sont pas dans le méme espace.
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d’ou finalement A(u; + Aug) = A(uy) + AA(uz).

Montrons que 'application qui & u € H associe A(u) € H est continue.
(A(u),v) = a(u,v) < C||ul|||v|]| pour tout u,v € H
ou C est le module de continuité de a. Ainsi
[A()|* = (A(u), A(u)) < Cllul|[|Aw)]],

Qo || A(u)| < C|Jull
On note enfin que (A(u),u) > o||ul|* out « est le module de coercitivité de a, pour tout u € H.
En effet,

(A(w), ) = alu, 0) > o Jull?.

On doit montrer qu’il existe u tel que
(A(u),v —u) > (L,v —u) pour tout v € V,

ce qui revient a
(L —A(u),v—u) <0 pour tout v € V,

encore équivalent &
ML — A(u),v —u) <0 pour tout v eV

si A > 0, soit finalement
(AL —MA(u) +u—u,v—u) <0 pour tout v e V.

Cette derniére inégalité signifie que u est la projection de AL — AA(u) + u sur le convexe fermé
V', que 'on note
u= Py(AL — MNA(u) + u).

Soit S l'application qui & v € H associe Py (AL — AA(v) + v). Nous cherchons un point fixe de
S. Nous allons montrer que S est une contraction si A € R% est correctement choisi. Comme Py

est une projection, on a

1S(01) = S(e2)]| < AL = AA(v1) + 01 — (AL — AA(w2) + )]
= |Jvg — vy — AN (A(v1) — A(v2))||  pour tout vy,ve € H.

On a ainsi
15(01) = S(v2)||* < [|or — val[* + A [[A(v1) — A(va)[|* = 2X\(A(v1) — A(v2), v1 — v2)
et, grace aux propriétés de 'application qui & u € H associe A(u) (vues en téte de démonstration),

1S(v1) = S(w2)|[* < |1 — val[? (1 + A2C? - 2a) .
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Or, si A €]0,2%[, 1 + X202 — 2a\ €]0,1]. Pour un tel coefficient \, application S est une
contraction stricte. Donc elle a un unique point fixe dans H (car H est un espace de Banach).

Ce point fixe, noté u, vérifie S(u) = u, soit
u= Py(AL — NA(u) + u),

c’est la solution du probléme.

Supposons maintenant que a est symétrique. Cette forme bilinéaire coercitive définit alors un
produit scalaire (-, ) équivalent a (-,-) sur H. Il existe donc un unique élément de H, noté w, tel
que

a(w,v) =I(v) pour tout v € H.

La solution u du probléme de 1’énoncé est donc solution de
a(u,v —u) > a(w,v —u) pour tout v € V,

c’est-a-dire
a(w—u,v—u) <0 pour tout v € V,

u est donc la projection selon le produit scalaire a(-,-), notée Iy, de w sur V. La solution u réalise

1/2

donc le minimum, pour v € V, de (a(w — v,w —v))/~, c’est-a-dire de a(v, v) —2a(w, v)+a(w, w)

et donc de

a(v,v) — 2a(w,v)

puisque a(w, w) ne dépend pas de v. La solution u réalise donc le minimum dans V' de
a(v,v) — 2l(v).
C’est ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 46
Le théoréme de Lax-Milgram peut se démontrer grace a ce théoréme. En effet, pour ce dernier,
on cherche un élément u € H tel que a(u,v) = I(v) pour tout v € H. H étant un sous-ensemble
convexe fermé de H, le théoréme de Stampacchia informe du fait qu’il existe un unique élément
u € H tel que

a(u,v —u) > 1(v—u) pour tout v € H.

Avec les notations introduites dans la précédente démonstration, u est 1’'unique solution de
(L— A(u),vv —u) <0 pour tout v € H, pour tout v € R.

Donc (L — A(u),v) = 0 pour tout v € H, c’est-a-dire a(u,v) = [(v) pour tout v € H (il faudrait
encore montrer 'unicité d’un tel u). 0

Théoréme 23

Le probléme faible de Dirichlet non homogéne (4.5) admet une unique solution. U
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On a bien stir supposé que f € L?(2) et que g est la trace d'une fonction § € H'(Q).

Démonstration

u est solution faible de (4.4) si et seulement si

/(Vu-(Vv—Vu)—i—u(v—u))z/f(v—u) pour tout v € V.
Q Q

En effet :
— si u est solution faible, v — u € H}(2) pour tout v € V donc

/(Vu~(Vv—Vu)~|—u(v—u)):/f(v—u) pour tout v € V;
Q Q

— si u vérifie I'inégalité variationnelle, soit w € H}(2) et posons v =u+w :onav €V

donc
/Q(Vu-(Vv—Vu)—l—u(v—u)):/Q(Vu-Vw+uw)E/Qf(v—u):/gfw,

puis posons v =u —w : on av € V donc

AJVuva—vm+u@—u»:—/Xv%vm+ﬂwp;4f@—uy:_4fw

Q

d’ou

/ (Vu - Vw + vw) = / fw  pour tout w € HL(Q).
Q Q

De plus, V est fermé, non vide et convexe (c’est un sous-espace affine de H'(€2)), donc le théoréme

de Stampacchia s’applique, ceci termine la démonstration. O

Remarque 47
On peut démontrer (exercice) que la solution u de (4.5) ne dépend que de g, pas du relévement
g de g. O

Le théoréme de régularité déja utilisé permet de montrer qu’en fait, la solution u est une
solution forte L2(Q) : u € V N H%(Q).
La technique des troncatures de Stampacchia, employée dans la section 4.2.1, permet de

démontrer que si 02 est de classe C2, u vérifie le principe du maximum
min (infesspg, infessq f) < u < max (supessyqg, supessq f)

presque partout dans €.
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4.2.3 Quelques éléments pour le probléme de Neumann homogéne

On considére cette fois le probléme

(4.6)

—Au+u = f dans €,
Vu-n =0 sur 0N

ot  est un ouvert borné de R? de frontiére lipschitzienne et de normale unitaire extérieure n.

Le second membre f est une donnée du probléme.

Si u est une solution forte de (4.6), pour tout ¢ € D(2) on a

/ (Vu- Vo +up) =/ fe
Q Q
car [y, ¢Vu-n =0 a cause de la condition de bord. De plus, D(Q) est dense dans H' (), donc

on a

/(Vu-Vv—l—uv):/fv pour tout v € H'(Q).
Q Q

On dit que u est solution faible de (4.6) si et seulement si

u e H (Q) et / (Vu - Vo +uw) = / fv  pour tout v € H'(Q). (4.7)
Q Q
Théoréme 24
Le probléme (4.7) a une unique solution. O

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme de Lax-Milgram.

On peut cependant se demander si la forme faible (4.7) est effectivement reliée a la forme
forte (4.6). En effet, a la différence du cas des conditions de Dirichlet homogénes, les conditions
aux limites n’apparaissent pas explicitement dans ’espace fonctionnel dans lequel on cherche la
solution. La solution faible vérifie-t-elle ces conditions ?

Supposons que 9 est de classe C2. Alors la solution faible u € H'(£2) est une solution forte
L3(£2), donc Au € L*(Q) et

—Au+u = f dans L*(Q).

En multipliant cette équation par v € H'(2) et en intégrant sur €2, on obtient

/(—vAu—i—uv) = / fu
Q Q
et, grace a une formule de Green,

_Aﬂvvu.n+/g)(Vu-Vv+uv):/va-

Or u est solution faible, ce qui signifie que

/Q(VwVv—i-uv):/va.
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Donc on a
/ vVu-n=0 pour tout v € H(Q).
o0N

Or l'image de H'(Q2) par I'application trace est dense dans L?(0€2) (théoréme admis ici). On en
déduit que
/ ©Vu-n=0 pour tout ¢ € L*(99).
o0

Cela entraine que Vu - n = 0 presque partout sur 0f.

4.2.4 Meéthode des éléments finis

Nous désirons résoudre de maniére approchée le probléme
trouver u € V' tel que a(u,v) =1(v) pour tout v € V

ol V est un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue coercitive sur V et [ une forme
linéaire continue sur V. Le théoréme de Lax-Milgram assure ’existence et 'unicité d’une solution
A ce probléme.

Le principe de la méthode des éléments finis est de résoudre de maniére ezacte le probléme
trouver up € Vj, tel que a(up,v,) =1(vy) pour tout v, € Vj,

ol V}, est un sous-espace vectoriel fermé de V. La encore, le théoréme de Lax-Milgram assure
I’existence d’une unique solution uy car Vj, est un espace de Hilbert, a y est une forme bilinéaire
continue et coercitive, et [ y est une forme linéaire continue. Pour que la résolution exacte du
probléme soit possible dans V4, on le choisit de dimension finie : ainsi, le probléme linéaire &
résoudre n’est que celui de l'inversion d’une matrice. Pour que la solution u; € V) soit proche
de la solution u (inconnue), il faut garantir que V}, est « proche » de V' en un certain sens (a
définir). On est amené a définir une suite d’approximations (V3),~, de V' et on cherche & définir

de maniére convenable une « convergence » de Vj vers V lorsque h tend vers 0.

Définition 12
On dit que (V},);~ est une suite d’approximations conforme de V si et seulement si
— pour tout h > 0 (assez petit), V}, est un sous-espace de dimension finie de V'
— pour tout v € V, pour tout € > 0, il existe n € R tel que pour tout h < 5, il existe
vy, € Vj, tel que
[l —wally, <e.

Lemme 12 (lemme de Céa, ou encore second lemme de Strang)
Soit V' un espace de Hilbert et soit V}, un sous-espace vectoriel de dimension finie de V. Soit

a une forme bilinéaire continue coercitive sur V de module de continuité C' et de module de
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coercitivité «, soit [ une forme linéaire continue sur V' de module de continuité D. Soit v € V' la

solution de

a(u,v) =1l(v) pour tout v € V.
Soit up, € Vj, la solution de
a(up,vp) = l(vy) pour tout vy, € Vj,.
Alors

C
-~ <~ inf |ju-— .
o= unlly < = inf - lu =il

Démonstration
On a a(u,vy) = l(vy) pour tout v, € Vi, et a(up, vy) = l(vg) pour tout vy € Vj,, donc
a(u —up,vp) =0  pour tout v, € V.

Puisque up, — vy € Vp, on en déduit que a(u — up, up — vp) = 0. Ainsi

a(u —up,u —vp) = alu — up,u —up) + alu — up, up, — vp) = alu — up, u — up).

Or
a(u —up,u —vp) < Cllu —uplly |[u— o]y

par continuité de a et

a(u — up,u —up) > aHu—uhH%/

par coercitivité de a. Donc
C
[lu —uplly, < EHU_UhHV pour tout vy, € Vj,

ce qu’il fallait démontrer.

O

C’est un bon départ pour montrer la convergence de uy, vers u lorsque h tend vers 0, mais il

reste & trouver une estimation de

el
v;gvhllu vnlly

ce qui est en général assez difficile. Nous verrons dans la suite sur un exemple concret (pour

le probleme —u” + u = f dans ]0,1[) comment le faire. Pour I'instant, gardons le probléme

abstrait a(u,v) = [(v) et intéressons-nous de plus prés au probléme discrétisé par les éléments

finis associé.

Soit ny, la dimension de V}, et soit (w,ll, e ,th) une base de V. Soit uy € V}, la solution de

a(up,vy) = l(vy) pour tout vy € V. Notons {uhl, e ,uhnh} les composantes de uy, :

Np

§ 7
Up = Up; Wy, ,

=1
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et notons Uy, = (uhz)?:hl le vecteur de R™ formé des composantes de uj, dans la base

—

1 np
wh,...,wh )

Proposition 16
up, € Vp, est solution de
a(up,vy) = l(vy)  pour tout vy € V

si et seulement si

ApUp = By,
Api; = a(wy,wy)  pour tout 4,7 € {1,...,n4},
Bp; = l(w}) pour tout i € {1,...,n,}.
La matrice Aj, est définie positive et le systéme linéaire admet une unique solution. O

Remarque 48

Noter que l'on a

Ahi,' - a(wi” wz) pour tout 4,5 € {1,...,np}
et non

Apij = a(wszi) pour tout 4,5 € {1,...,n4},
ce qui n’est pas la méme formule si @ n’est pas symétrique® ! U
Démonstration

L’équation a(up,vy) = l(vp) est linéaire, elle est donc vérifiée pour tout vy, € V}, si et seulement si
elle I’est pour chaque élément de la base (w}L, . ,wzh) de V},. Donc uy, est solution du probléme

si et seulement si
nh
a Zuhjwfl, wy, | =l(wy,) pour tout i € {1,...,np},
j=1
ce qui est équivalent, par bilinéarité de a, &
nhp )
Zuhja <wiL, w%) =1l(w;) pour tout i€ {1,...,np}.
=1

Ce systéme s’écrit bien
AhUh =By,

avec les expressions de Ay, et By, données dans I’énoncé. Noter que l'on sait déja que ce systéme

est inversible, puisque le probléme de trouver u;, € Vj, tel que a(up,vy) = [(v) a une unique

5. Cette remarque n’est pas totalement débile, si on ne I’a pas & l'esprit le jour ou I’on programme effectivement

la méthode on fait la faute.
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solution d’aprés le théoréme de Lax-Milgram.

Montrons que Aj, est définie positive. Soit U = (u;);", un vecteur de R". On a

Np Np np np o 2
UT AU = ZZAhi,jUjUi =a Zujwﬁ,Zuiwz >« Zujwi
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 v
par coercitivité de a. Donc Ay, est définie positive. O

Un exemple concret d’éléments finis
Pour simplifier, on se place ici en dimension 1 et on étudie le probléme

—bu” + cu = f dans ]0, 1],
u(0) =u(l) =0,

(avec b > 0 et ¢ > 0) dont la formulation variationnelle est

trouver u € H}(]0,1]) tel que
a(u,v) =I(v) pour tout v € HL(]0,1])

avec

1
a(u,v) = / bu'v' + cuv  pour tout u,v € HE(]0,1])
0

et )
l(v) = / fv  pour tout v € H}(]0,1[).
0

Il nous faut construire la suite d’approximations conforme (V4,),,+, ¢’est-a-dire trouver des fonc-
tions de base de V}, (pour tout h > 0). Ces fonctions doivent étre dans H}(]0,1[). En dimension
1, cela impose qu’elles soient continues sur [0, 1], mais cela laisse encore un choix trés large. ..
On pourrait par exemple penser & définir V}, comme 'espace des polyndémes de degré inférieur
ou égal a np — 1. Cependant, la matrice Ay serait alors constituée d’intégrales de polyndémes et
(sauf cas trés particulier) aucun des coefficients de Ay ne serait nul, ce qui rendrait son inversion
difficile. On écarte pour cette raison ce choix (ici) au profit de fonctions de base qui rendront la

matrice A, creuse. Puisque
1
o o
_ J J
Apij _/0 bwy, wy, + cwywy,

cela revient & trouver des fonctions w}l dont les supports soient d’intersections « petites ». Un tel
exemple de fonctions de base est fourni par les éléments P1 définis comme suit. On pose, pour

tout i € {1,...,np},
wj(z) = (1= |(np + 1)z —i]),  pour tout z € [0, 1]

ot (y) .. est la partie positive de y € R : (y) . = max(0,y). Pour ny = 9, on visualise quelques-unes

de ces fonctions de base sur la figure 4.1.



160 CHAPITRE 4. EQUATIONS ELLIPTIQUES

0,5 - :

0 ! | ! ! | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4.1 — Quelques fonctions de base des éléments finis P1.

Pour tout n, € N, on a ainsi ny, fonctions, et on pose Vj, = vect{w}l, o wp

Lemme 13

Vj, est l'ensemble des fonctions continues sur [0,1], nulles en 0 et en 1 et affines sur chaque
i i+l
TLh+17 TLh+1

intervalle du type [ ] pour ¢ € {0,...,np}. C’est un espace vectoriel de dimension ny,.

O

Lemme 14

Les fonctions de V}, sont entiérement déterminées par les valeurs qu’elles prennent aux points du

maillage © nhz_k pour i € {1,...,np}. O

La démonstration de ces lemmes est (1)ai(s)sée (en exercice).

Lemme 15
Pour tout nj, € N*, V,, ¢ V = H{(]0,1]). O

Démonstration

1l faut montrer que V3, C L?(]0, 1[) et que la dérivée au sens des distributions d'une fonction de
V}, peut étre représentée par une fonction de L?(]0, 1[).

Le fait que V;, C L%(]0,1]) est une conséquence immédiate de la continuité des fonctions de V.

% i+1 [ .
np+1’ np+11L°

Soit maintenant v € Vj,. Cette fonction est dérivable sur chaque intervalle du type ]

notons v; cette dérivée (constante) sur cet intervalle. Soit ¢ € D(]0, 1]).

1 n nl;jil np it1 nlhtil
A o R o (Rl )

. PR - ; 1
1=0 np+1 1=0 "hT np+1

N

h it1 h 1:_&1 1 L
n 1 n
=S e =Y [ = o)~ vOp0) - [ == [
=0 nptl 1=0 nhz+1 0 0

1 5 . N .
7--- Que l'on assimilera & h puisque h

6. Le maillage en question est un maillage régulier de [0, 1] de pas T

est un paramétre devant tendre vers 0.



4.2. ETUDE DE - AU +U =F 161

ol I'on a posé

np
v (IE) - ;Uz]l] nhz+17nz};kj1}(x).

Cette fonction est un élément de L2(]0,1[), donc v est bien un élément de H'(]0, 1[). D’autre
part, v(0) = v(1) = 0, donc v € HE(]0, 1[). O

Le sous-espace V}, étant choisi, il nous reste a calculer la matrice Ay,.

Lemme 16

Avec les éléments P1 définis ci-dessus, la matrice du systéme linéaire & résoudre est

ap bp 0

b, ap, b, 0 - - 0

0 bh ap bh 0 0

. L 0

: : : . . by

O 0 0 --- 0 by ap
oﬁl’onaposéh:ﬁetah:%b—i-%etbh:—%—k%. O

La démonstration de ce résultat est encore laissée en exercice (elle consiste en l'intégration
de polynémes de degré au plus 2).
Nous allons maintenant montrer que la méthode des éléments finis converge (dans notre cas

particulier).

Théoréme 25
Soit f € L%(]0,1[). Soit u € HE(]0,1]) la solution faible (forte L%(]0,1])) de

—bu” + cu = f dans |0, 1],
u(0) =u(l) =0

et soit uy, la solution (éléments finis P1) de
ApUn = By

décrite ci-dessus, avec np, = 1/h —1 € N*,

Alors, il existe D € R ne dépendant pas h tel que

|Ju — UhHHl(]o,l[) < Dh.
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Démonstration

On sait déja, d’apreés le lemme 12, que

c .
l|u — uh||H1(]0,1[) < a vigfh [lu — “hHHl(]OJD

(avec la définition de V}, utilisée ci-dessus). Nous allons maintenant trouver une majoration utile

de

vig/h e = vnll oy -

Supposons d’abord que la solution u est de classe C2(]0,1]). Considérons la fonction Iyu définie
sur [0,1] comme la fonction continue sur [0, 1], affine sur tout intervalle du type [ih, (i + 1)h]
pour i € {0,...,n;} et telle que Tpu(ih) = u(ih) pour tout i € {0,...,ny + 1}. Cest la fonction
interpolée de u aux points du maillage. On a Ipu € Vj et

np

Ihyu = Z u(ih)w},.

i=1
Sur chaque intervalle du type |ih, (i + 1)h] (i € {1,...,n4}), on a

i + 1)h) — u(ih)

(1 () =

3 )
donc D "
(u—[hu)'(:n):u’(x)— u((z—i— )h)_U(Z )
Or, u étant supposée de classe C2, on a
(i+1)h

w((i+1)h) —u(z) = ((i + 1)h — x)u'(z) + / u"(y)((i + 1)h —y) dy

T

et
ih

u(ih) — u(x) = (ih — 2) o (z) + / o (y)(ih — y) dy,

x
d’ou

(i+1)h

ih
w((i + 1)h) — u(ih) =hU’(x)+/ u"(y)((i + 1)h —y) dy—/ u"(y)(ih — y) dy.

xT

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(i+1)h 2 VA P DA
[ - yay| < R [T gz,

et
2

z—ih|® [*
ih

ih
/ o (y)(ih — y) dy
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On en déduit que pour tout x €lih, (i + 1)h],

. 7312

o () — u((i + 1)h) — u(ih) ‘

h
Z+1 h—$3 (i—‘rl)h :L,_Zh3 €T 2h (i+1)h

< ('( e e R o

Ainsi,
(i+1)h ) op2 [li+Dh
/h ((U — Ihu),(y)) dy S 7 . u//(y)Q dy
et en sommant sur ¢ € {1,...,n} on obtient
1 2h2 1
| =ty w)? dy < 2 [ an

Ceci est vrai si u € C2([0,1]). Par densité de C%([0,1]) dans H?(]0,1[), cela reste vrai pour
la solution générale u € HZ(]0,1[) N H2(]0,1[) du probléme de Dirichlet homogéne avec f €
12(0,1))

On peut soit faire un raisonnement similaire soit utiliser 'inégalité de Poincaré pour en

déduire une majoration du méme type pour fol ((u — Tnu)(y))? dy. Cela clot la démonstration.
U

4.2.5 Quelques résultats numeériques

Présentons maintenant I'application de la méthode, décrite ci-dessus, des éléments finis P1
sur le segment [0, 1] pour le probléme —02 ,u+u = 1 avec des conditions de Dirichlet homogeénes.

La solution exacte est alors donnée par

T 11—z
e +e
u(z)=1— ————  pour tout z € [0, 1].
1+e
0,12
0,1+ B
0,08 - b
0,06 - B
0,04 . solution exacte —— B
olution approchée avec 20 points ——
0,02 - i
0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

FIGURE 4.2 — Résultat obtenu avec les éléments finis P1.
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Dans ce cas, ou la solution est trés réguliére et symétrique, ’approximation donnée par les

éléments finis avec seulement 20 mailles est déja excellente. Voici d’autres résultats, avec le second
membre

1sizel0,1/3],

flx) =4 O0sizell/3,2/3]
2si e [2/3,1].

Un calcul un peu fastidieux (et donc pas inutile) montre que la solution est alors

1+ ae®+ Be T sizel0,1/3],
u(x) = ¢ vye* +de T six e [1/3,2/3],
2+ ee” 4+ (e " six€]2/3,1]

avec
9 _ 9,
e =€
_g-— fg
‘T4
5 9 ce2/3 4 @72/3 + ee2/3
- e—2/3 _ be2/3
e bS ‘
- el% — 14 de M3 4 ~el/3
- e—1/3 _ ¢1/3
| a=—-1-7,

ou les coefficients a, b, ¢, d, f et g sont donnés par

- e—1/3 _ ¢1/3

b — o183 e—1/3 L /3

- e—1/3 _ ¢1/3
e—1/3 4 e1/3

__1/3 1/3
C—e/ +(e/ —1)m

2

d= e—2/3 _ bo2/3
“ —2/3
2e
_ _9p2/3 4 23 €77
! € te e—2/3 _ 262/3
_ ce2/3
g=2 98 2 af

—-2/3 _ b,2/3
L e /_ae/

(je n’en mettrais pas ma main a couper).
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0,09 T T
0,08 [
0,07 [
0,06 [
0,05 [
0,04 -

/ \
0,03 - // . _ solution exacte —— X
/ solution approchée avec 20 points —+—

/solutlon approchée avec 101 points

0,02 F
0,01 —/ \—
/
O 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

FIGURE 4.3 — Résultat obtenu avec les éléments finis P1.

Il est clair sur ce cas-test que I'approximation est d’autant meilleure que le nombre de points

est grand. Ces résultats ont été calculés a I'aide du programme (en langage Scilab) suivant.

[1717777777777777777777777777777777777777777777777777777/77/77/77
////////////// Eléments finis P1 pour 1’équation ////////////////
/17177117717777717 -Au + u = f. 1171771117777
[1717777777777777777777777777777777777777777777777777777/77/77/77

clear();
stacksize (100000000) ;

//11/////////// Paramétres. ///////////////

pi = 3.14159;

Xmax = 1; // Longueur de 1’intervalle.

M = 20; // Nombre de points du maillage
// (& 1’intérieur du segment).

dx = Xmax/(M+1); // Pas en espace.

x=(1:M) ’*dx; // Points de la grille en x.

///////// Remplissage de la matrice creuse A. /////////

a=2./dx + 2.%dx/3.;
b = dx/6. - 1./dx;
A = zeros(M,M);
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for i=2:M-1,
A(i,1) = a;
A(i,i-1)
A(i,i+1)
end;
ACL,1) =
A(1,2) =
A(M,M) =
A(M,M-1) = b;

1 Il
o o

| |
[

|
)

A = sparse(A);

/////// Création du vecteur B (second membre). //////

B = zeros(M,1);

for i=1:ceil((M+1)/3)-1,
B(i,1) = dx;

end;

B(ceil ((M+1)/3),1) = dx/2.;

for i=ceil ((M+1)/3)+1:ceil (2x(M+1)/3)-1,
B(i,1) = 0.;

end;

B(ceil(2x(M+1)/3),1) = dx/2.;

for i=ceil(2*x(M+1)/3)+1:M,
B(i,1) = 2.%dx;

end;

//for i=1:M,

// B@,1) = dx;

//end;

// On factorise la matrice A pour pouvoir résoudre
// les systémes linéaires plus rapidement.
[factA,rk] = lufact(A);

c
1]

zeros(M, 1) ; // vecteur de la solution numérique.

lusolve(factA,B); // Résolution du systéme linéaire.

[=]
Il



4.2. ETUDE DE - AU +U =F 167

xset ("wwpc"); // Options d’affichage de la solution.
plot(x,u);

xset ("wshow") ;

unix(’rm -f resultat’); // Ecriture du résultat
plouf = file(’open’,’resultat’,’unknown’); // dans le fichier
for i=1:M, // << resultat >> : un peu
// d’originalité ne
// fait pas de mal.
fprintf(plouf,’%f  %f\n’,xfin(i),ufin(i));
end;
file(’close’,plouf);
// Fin du programme. ..

// Qui semble coincider avec la fin du cours !
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