Agrégation externe de mathématiques, session 2007
Epreuve de modélisation, option B: Calcul Scientifique

(exemple texte session 2006

Résumé :On montre sur un exemple simple, comment on peut, sousmestaonditions, tuer
une onde se propageant dans un domginen agissant sur une parfig du bord du domaine
Q.

Mots Clefs: Equation des ondes, Séries de Fourier.

> Il est rappelé que le jury n'exige pas une compréhensionwstinge du texte. Vous étes
laissé(e) libre d’organiser votre discussion comme voesténdez. Des suggestions de
développement, largement indépendantes les unes des,autus sont proposées en fin
de texte. Vous n’étes pas tenu(e) de les suivre. Il vous eseitié de mettre en lumiere
VOS connaissances a partir du fil conducteur constitué paexeée. Le jury appréciera
que la discussion soit accompagnée d’exemples traitésrdimageur.

1. Quelques préliminaires

On commence par rappeler comment on peut obtenir la sold&édi@quation des ondes par
la méthode de Fourier. En dimension un, on obtient des fasnexplicites lorsque les données
sont définies par des séries. On notera avec un paint.(.) la dérivée par rapport a la variable
t représentant le temps. L'équation des onde<xsur[0, T] avecT > 0 etQ =|0, 1], avec des
conditions de Dirichlet homogénes et un second menfixg) s'écrit :

%y 9%
W—W—f, (X,t)EQX[O,T]
® yx0) =y, Zx0)=yUx, xeQ

y(O,t) =y(L,t)=0 te][0,T]

: : : 02w,
Pour résoudre cette equation, on introduit les solutlons%%?k =AW, W(0)=w(1)=

0, pourA, = k2112 (appelées fonctions propres du Laplacien), qui formenthase hilbertienne
del?(]0,1[):

) W (X) = sin(\/)Tkx)l k=1,2,...,

lLes fonctionsw, (x) sont définies & une constante multiplicative prés : les fonst/2w, () sont de norme 1
dansL?(0,1)
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et on cherche une solution de (1) sous la forme :

3) yx) =Y 3 bw(x)
K=1
On suppose que les données initigtés(x) ety(d (x) vérifienty(? (0 =y (0
yI (1) = 0 et sont données aussi par les séries :
(4) Y=Y e ety =73 ylw
K=1 K=1
De méme, on suppose que la fonction second merhlest donnée par :
(5) f(xt) = Z by ()W (X)
K=1
En portant (3) dans (1), on obtient le systeme d’équaticiférdntielles :
©) a,(t) +Aa. (t) = Dby (t) k=1,2,...
= y|<<0)’ 4,(0) = yl((l)
dont l'unique solution s’écrit :
7) (t) =y cogknt) + @ sin(kt) -+ 1 / t sin(krt(t — 1))b, (T)dT
A=Y kit kit Jo K )
En posant
) 0) %

(8) al)(t) = ! cog(krt) + - & sin(krt),
) (1) = i/tsin(kn(t— 1)), (1)dz

A ko K ’
on voit donc que la solutiops’écrit sous la forme :
(10) yoot) =y (xt) +y D (xt)
ou

=Y al (tw ()

K=1
(onde libre) ne dépend que des conditions initiales et ou
Z ak t)w, (X)

(onde forcée) ne dépend que du second merb@n remarque que la fonctidn— y(')(x,t)
est périodique de périodd!) = 2. Lorsque la fonction second membre, t) peut s’écrire sous
la forme

(11) f(x,t)=g(x)h(t), avech(t)= Z{h ) cogmnt) +h@ sin(mmt) } etg(x) ngwk
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il est possible de calculer plus explicitemsfit), qui est alors en général non bornée (phéno-
méne de résonance). On obtfent

alll(t) 1 (h® kcogmrtt) —kcodkmt) (o) ksin(mnt)—msin(knt)}
(12) Ok _knn;k m (k2 — mg@) m (k2 — mg)
tsin(krt) oy sin(kmt) — kit cogkrt)
Y e T TR

En particulier, poull = 2, on a simplement :

(f) h|(<2)
(13) 8 (T) = —Gp
Dans la suite on aura besoin aussagfé(T). En dérivant (12) on obtient (toujours poliE= 2) :
(14) 8 (T) = g .

2. Un probléme de type anti-bruit

On considére une onde se propageant dans un domaine Qaiedd de frontiérel’. En
d’autres termes, on considére un systéme dont §étay(x,t) satisfait a :
aZy d 02
15 —=—Ay=0danxR=Q x [0, T T >0fixé, ouA= Y —
(15) Fro NR=Qx[0,T], T> i;&ﬁz
On suppose que I'on peut agir sur le systeme par l'internmédédune fonction (le contrdle)
v =V(x,t) définie sur une parti&, = ', x [0,T], du bordl' x [0, T], fixant a chaque instant la
valeur dey surl", (condition de Dirichlet) :
{ y(t) =v(xt) pour (xt)€3,

(16) y(xt)=0 pour (xt)e (M\ly) x[0,T]

On se donne par ailleurs des données initiales (de Caggi¥)yV) telles que :

) yx0) =y00,  2x0)=yV.

Les équations (15), (16) et (17) définissent, sous certéipasthéses de régularité, la fonction
y de maniere unique. On va considérer le probleme suivant :

2En utilisant les formules suivantes
f3sin(a(t —s))cogBs)ds

s sin(a(t —s))sin(Bs)ds

a(cogBt) —cogat)) /(a2 B2) sia #p
tsin(at)/2 sia=p3
(asin(Bt) — Bsin(at))/(a®—?) sia #p
(sin(at) — atcoqat))/(2a) sia=p
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Probléme P :SoitT > 0 donné ainsi que le couple de fonctidy®),y(M)), trouver un contréle
v=V(x,t) défini surZ, tel que, siy, désigne la solution de (15), (16), (17) associégan ait :

9y
ot
Ce type de probléme se pose par exemple dans des applicatidsuit : on cherche a annuler
a linstantT le bruit émis par une source sonore en agissant sur le sysidiagle d'une
fonctionv(x,t) appropriée. On peut remarquer tout de suite que, a causevitedae finie de
propagation des ondes, pour satisfaire (18), il faut chdisassez grand. Lorsque I'équation
est en dimension un, on peut trouver simplement une soldtioa probleme en utilisant les
formules explicites (8) et (12) données par la méthode dei&ou
On considere donc ici 'ouvef® =|0, 1] et I'équation :
o 0% _
otz ox2
J

(19) V0 =y, Z(x0) =y, pourxe

y(0,t)=0 pourt € [0,T]

y(L,t) =v(t) pourte[0,T]
Pour se ramener a des valeurs nulles au bord (conditionsradniBt homogénes), posons

(18) w(x,T)=0 et (x,T)=0 danQ

0, (xt)eQx[0,T]

(20) Z(Xat) = y(X,t) - XV(t)
La fonctionz vérifie alors I'équation des ondes suivante :
0%z 0%z y
ol v i —XV(t), (x,t) €]0,1[x[0, T]

@ 4x0) = YO (%) — xv(0), ‘;—tz(x, 0) =yD(x) —x(0), pourxe]o,1]

z(0,t) =z(1,t)=0 pourt € [0, T]
On supposera pour simplifier que la fonctiopeut étre choisie telle qug0) = v(0) = 0 de
sorte quez(x,0) = y(9(x) et g—tz(x, 0) =y (x) dans (21). La fonctiorz(x,t) peut se calcu-

ler & l'aide des formules (8) et (12) avgtx) = —x et h(t) = V(t) dans (11). Il est clair que

le probléeme P sera résolu si I'on peut trouVieet une fonctionv définie sur[0, T| telle que
z2(x,T) = —xv(T) etZ(x, T) = —xv(T), conditions équivalentes a (18). En d’autres termes, on
cherche une fonctiontelle que I'onde libre/!) (x, T) (qui est indépendante a, soit annulée
par I'onde forcég/") (x, T) (qui ne dépend que d@ a I'instantT, i.e.y) (x, T) +y(N(x, T) =0
ety (x, T) + vV (x, T) = 0. Choisisson§ = T{!) = 2 (période de I'onde libre) de sorte que
yO(x,T) = yO(x) ety (x, T) = yiY(x) et cherchons une fonction périodique de période

T =2 (et telle quer(0) = v(0) = 0) donnée par sa série de Fourier :

(22) v(t) = i {vV) cos(kntt) + v P sin(knt) }
=}
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L'équationz(x, T) = —xv(T) = 0, équivalente &V (x, T) = —y(f)(x, T) est satisfaite si
(23) al)(T) = —a(T), vk,
et puisquea(!)(T) = &) (0) = y(%, on voit, en utilisant (13), que cette condition est saitisfsi

Y,
(24) v = ﬁ
oux, est le k-ieme coefficient de la fonctiore]0, 1[— x sur la base des, :
(25) MR- 1o 2(—1)k+t
= Iglxksm(knx) avec X, = 2/0 xsin(kmx)dx= T

On peut obtenir les coefficients! en écrivant la conditiog(x, T) = 0, c’est-a-direz(x, T) =
—xv(T) =0 (carv(T) = v(0) = 0), ce qui donne, en utilisant (14) :

1
)/k )

(26) ﬁn:‘w#&

Si la fonctionv donnée par (22) avec pour coefficients de Fourier (24) et@6iie les condi-
tionsv(0) = v(0) = 0 alors c’est bien une solution du probléme P au teps2. Ainsi les
calculs ci-dessus ne fournissent une solution que pour ertaiice classe de données initiales

v ety®,

y(x,t)

FiG. 1. Une onde tuée a t=2 par un contrdle sur le bord x=1
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Suggestions pour le développement

> Soulignons qu'il s’agit d’'un menu a la carte et que vous pausteisir d’étudier cer-
tains points, pas tous, pas nécessairement dans l'ordreleefacon plus ou moins
fouillée. Vous pouvez aussi vous poser d’autres questiomsegjles indiquées plus bas.
Il est trés vivement souhaité que vos investigations corepbune partie traitée sur
ordinateur et, si possible, des représentations graplsaievos résultats.

— Discuter la formulation du probléme : réalisme et validittmodele (contraintes, choix
d’un critere a optimiser, résolution pratique, etc...).

— Ce texte propose une solution analytique pour un problémeireension un. Les cal-
culs exposés ici ne fournissent cette solution que si lea@eminitiales vérifient certaines
conditions que I'on pourra expliciter. Pourquoi cette metibn simplifie-t'elle I'analyse ?
On pourra essayer de proposer une adaptation de la méthongidéedeas de données ini-
tiales quelconques.

— Discuter comment on peut justifier les calculs faits icnrdelement (convergence des sé-
ries, etc).

— On arésolu le probleme polir= 2. Comment pourrait-on le résoudre pdue 4 ? Dis-
cuter l'unicité du controle (pourT = 4).

On pourra montrer, dans le cadre de la dimension 1, que légmebP ne peut pas étre
résolu siT est trop petit.

2(_1)k+1

- krt

mule donne-elle numériquement une bonne approximatiorsde]0, 1[ ? On pourra faire
une illustration numérique.

— La figure du texte a été obtenue en définissdtitet y» comme deux fonctions ayant
seulement leurs 4 premiers coefficients de Fourier non regpectivementl, —1,2,9/4)
et(2,1,—2,10/3), puis en définissant la fonctia(t) a I'aide de ses coefficients de Fourier
via (24) et (26). On vérifie que 'on®0) = v(0) = 0. La solution de (19) est alors calculée
par les formules explicites du texte. On pourra s’inspieecet exemple comme illustration
numerique.

— En dimension plus grande que 1, le calcul analytique desisnt de I'équation des ondes
n'est plus aussi convivial, il faut alors envisager une hésmn numérique de I'équation.
Quel type de discrétisation pourrait-on proposer ?

A titre d’exemple, on pourra comparer sur le probleme duetéeh dimension 1) les
solutions analytiques et numériques du probléme contrélé.

N.B. : Compte tenu des contraintes de temps, il n’est pas conseilogrammer un schéma numérique en

dimension strictement supérieure a un.

— Le texte utilise la formule (25), i.e&.= Z X Sin(krmx) avec x, = . Cette for-
K=1
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