Agrégation externe de mathématiques, session 2008
Epreuve de modélisation, option B : Calcul Scientifique
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Résumé :0On présente un modeéle de transport-diffusion-réaction d’anticorps dans une tumeur.
Les anticorps réagissent avec des antigénes. On propose une méthode numérique pour calculer
la concentration d’anticorps et d’antigénes quand la vitesse de réaction est modérée. On
envisage ensuite la limite quand la vitesse de réaction tend vers I'infini et on propose un second
schéma numérique pour traiter ce cas. On examine enfin I'apparition d’ondes progressives.

Mots clefs : Equations aux dérivées partielles, différences finies, stabilité

> Il est rappelé que le jury n’exige pas une compréhension exhaustive du texte. Vous étes
laissé(e) libre d’organiser votre discussion comme vous I'entendez. Des suggestions de
développement, largement indépendantes les unes des autres, vous sont proposées en fin
de texte. Vous n’étes pas tenu(e) de les suivre. Il vous est conseillé de mettre en lumiere
VOs connaissances a partir du fil conducteur constitué par le texte. Le jury appréciera
gue la discussion soit accompagnée d’exemples traités sur ordinateur.

1. Modélisation

1.1. Objectif

Les cellules cancéreuses synthétisent des antigénes tumoraux qui sont fixés dans le tissu can-
céreux. La tumeur est vascularisée, c’est-a-dire que des vaisseaux l'irriguent en sang. On injecte
dans le sang des anticorps qui vont pénétrer dans le tissu cancéreux et “bloguer” les antigénes,
c’est-a-dire se fixer sur eux. Ceci peut se faire dans un but thérapeutique : en “bloquant” les
antigenes tumoraux, les anticorps peuvent empécher la prolifération de ceux-ci. Mais, c’est
généralement a des fins de diagnostic que ce procédé est utilisé : en marquant les anticorps
injectés (a 'iode 125 par exemple), on peut ensuite compter, par imagerie médicale, ceux qui
se sont fixés sur des antigénes cancéreux, et évaluer ainsi 'ampleur de la tumeur. Plusieurs
types d’anticorps peuvent étre utilisés et tous ne se comportent pas de la méme maniere : ils
peuvent, par exemple, se fixer plus ou moins rapidement sur les antigenes ou pénetrer plus ou
moins profondément dans le tissu. Selon le but — diagnostique ou thérapeutique — on cherchera
a obtenir des comportements différents. Ces comportements dépendent d’un tres grand nombre
de facteurs : concentration initiale d’anticorps injectés dans le sang, taille des anticorps, affi-
nité chimique, perméabilité du tissatc. Un modéle mathématique de ces phénomeénes peut
permettre de mieux comprendre l'influence des divers parametres. Il peut ainsi guider la réali-
sation d’expérience et aider a choisir les anticorps les mieux adaptés a une situation donnée.
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1.2. Mise en équations

L'écoulement a lieu dans un milieu poreux. Autrement dit, le domaine est constitué d’'une
partie solide fixe — le squelette — sur laquelle sont situés les antigenes, et d’interstices dans
lesquels circule le plasma transportant les anticorps. On supposera que le liquide occupe tous
les interstices. Dans un volume donné, le rappokntre le volume occupé par le liquide et
le volume total définit la porosité. C’est un réel compris entre 0 et 1 qu’on supposera connu et
constant. On suppose que I'écoulement a lieu dans un tube de s&ckagure 1, a gauche).

On admet que la section a travers laquelle I'écoulement se prodatte$dn note

— ¢(x,t) : la concentration d’anticorps dans le plasma (nombre d’anticorps par unité de vo-

lume de fluide)

— s(x,t) : la concentration d’antigénes (nombre d’antigénes par unité de volume)

— q(x,t) : le flux d’anticorps (nombre d’anticorps qui traversent une section situ&epan

unité de temps et de surface)

— f(c(x,t),s(x,t)) : le terme de réaction (quantité d’anticorps retenus par les antigénes par

unité de temps et de volume)

e o o
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l
l
l

Fic. 1. Milieu poreux (a gauche) et milieu “équivalent” (a droite)

Un bilan de masse dans une section arbitraixex < b s’'écrit alors :

%/bC(X,t)wAdxz q(a,t)A—q(b,t)A—/bf(C(X,t)’S(X’t))AdX

Oou encore

b
/a (a)%(x,t) + %(x,t) + f(c(x,t),s(x,t))) Adx=0.

La section[a, b] étant arbitraire, ce bilan de masse s’écrit aussi

Q) w%(x,t)—i—%(x,t) = —f(c(x1),s(x1)).

Explicitons le fluxg. On admet qu’on peut remplacer le milieu poreux par un milieu “équi-
valent” dépourvu de squelette et dans lequel le plasma s’écoule swamtec une vitesse
moyenneu supposée constante en espace et en temps (Figure 1, a droite). Les anticorps étant
transportés par cet écoulement, une partie du flux s’écrit donc :

Qa(X,t) = uc(x,t).
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Un autre mécanisme — la diffusion — intervient également dans le déplacement des anticorps. Il
se modélise ainsi :

Jc
Qa(X,t) = —vg((x,t),

ou v est un coefficient de diffusion, réel positif supposé connu et constant. Le fluxjtesala
somme dej, etqq.

On considére que la rencontre d’antigénes (n&ést d’anticorps (noté€) peut étre vue
comme une pseudo réaction chimique :

(2) C+pS— SC,

ou S,C désigne I'ensemble antigenes-anticorps produit par la réactignaséigenes avec un
anticorps. Le paramétygest lavalencede I'anticorps.

Rappelons que les antigenes sont fixes sur le squelette, il 'y a donc pas de terme de flux dans
le bilan de masse des antigénes. On a simplement

@ 20t) = —pf(elx ). s60)

puisquep antigénes réagissent avec un anticorps.
Reste a modéliser le terme de réactiorQuand il n’y a plus d’anticorps ou d’antigene, la
réaction (2) n'a plus lieu. Il est par conséquent nécessaire d’avoir :

f(0,s) = f(c,0) =0.

De plus, on peut s’attendre a ce que les rencontres anticorps/antigenes se produisent d’autant
plus que leurs concentrations sont élevées. On propose de prendre la relation suivante :

4 f(c,s) =kcs

ouk est une constante de réaction, positive et supposée connue.

Précisons enfin les conditions aux limites. On suppose qu’'a I'entrée du tube, la concentration
en anticorps est connue et égatg &) (c’est la concentration d’anticorps injectée dans le sang).
A la sortie du tube, on va supposer que la concentration est nulle. Ceci n’est pas tres réaliste
(il vaudrait mieux des conditions sur le flux), mais permet de simplifier un peu la simulation
numérique. Initialement, il N’y a pas d’anticorps dans le milieu, et on suppose la concentration
d’antigenesy, constante.

On peut donc résumer le probleme de la maniére suivante. On se donne des comstantes
10,1[,u>0,v >0,k> 0,5 > 0, une fonctiorcq réguliére et positive, gt un entier naturel non
nul. On cherche et s, fonctions définies sub,L] x [0, T] satisfaisant le systéme d’équations
aux dérivées partielles :

oc  dc  d%c

(5) a)ﬁJru&—vm =—kcs
dJs

(6) T = —pkcs
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complété par les conditions aux limites et initiales :

c(0,t) = cq(t), pourte[0,T],
7) c(L,t) = 0, pourt € [0,T],
c(x,0) = 0O, pourx € [0,L],
s(x,0) = s, pourx € [O,L].

2. Discrétisation

On propose dans cette Section une premiere méthode pour discrétiser le systéme (5)-(6). On
se donne deux entiers positifs non nMset N et on poseSx = L/M (appelépas d’espacke
et ot = T /N (appelépas de temps On définit alorsx; = jox € [O,L], pourj =0,...,M et
th =nét € [0,T], pourn=0,...,N. On notec] une approximation de(x;,t,) ets; une ap-
proximation des(xj,tn). On propose alors les approximations suivantes :

Jc Al ge cf—c, o2 iy —2¢]+¢f 4

it A 2L TR ) A 2 Xi thi1) ~
5t X tha) st ax\Kitt) 5x 0 g Xitn1) 5x2

Le systéeme (5)-(7) est alors approché par :

Ml M- ¢, — 20 +c
(8) W J 5 J+U J 6X] 1—V j+1 6Xj2 ] l:—kC?S?, (1§]§M—1)
S -
9) T:—pkd?s?, 0<j<M)
(10) ¢ =0, (0<j<Mm),
(11) o = c(t"), (1<n<N),
(12) S = s, (0<j<M).

On a reéalisé quelques simulations numériques avec les parametres suiwapt.9,u =
0.4,v = 0.01,5 = 10,M = 200,86t = 0.01, T = 10,L = 4, etcy(t) = te"/2. Pour voir I'effet
de la vitesse de réaction, on considere deux valeuks 8e= 1 etk, = 0.1 et on fixe la valence
p = 5. On constate numériquement qu'aveckuplus faible la pénétration des anticorps dans
la tumeur est plus profonde, et leur concentration maximale dans le plasma est moins élevée.
Pour voir I'effet de la valence, on considére deux valeurpdegy = 2 et p, = 10 et on fixe
k = 0.5. On constate alors qu’avec une valence plus grande, les anticorps pénétrent mieux et
leur concentration dans le plasma est plus élevée.

Pour des valeurs assez grande&de schéma devient instable (a cause du traitement expli-
cite du terme de réaction) et une autre méthode doit étre envisagee.
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3. Comportement pourk grand

Dans cette Section, nous nous intéressons au comportement du systeme (5)-(Ktgndnd
vers l'infini. La démarche que nous allons décrire est purement heuristique, elle peut néanmoins
étre rendue rigoureuse dans des espaces fonctionnels convenables.

Notons(c®), s la solution de (5)-(7) & fixé. L'équation (5) peut s'écrire :

d(owck — sk ock  92ck)
( /P) +u -V =0.
ot X X2

Admettons quec s ait une limite, Noté€cw, S ), quandk tend vers linfini. En passant
formellement a la limite dans I'équation ci-dessus on a :

(WCo —Su/P)  9Cw  9%Cw
13 u -V =0,
(13) . Yoax Ve
et I'équation (6) donne ¢S = 0. Ainsi, quandc, > 0, on as., = 0, et quands, > 0, on a
C» = 0. Or, dans les zones @y est localement constante, la valeursdeest constante en temps

(d’apres (13)), dons, = 9. On peut donc penser que la limite sera telle que :

Ce > 0 ets, =0,
(14) ou
Co =0 ets, = 5.

Notons qu’il est aussi possible d’étudier numériquement (5)-(6) pour de grandes valéurs de
mais I'algorithme (8)-(9) n’est plus adapté. On propose de le remplacer par :

n+1 n n n n n n
c, T —C; c-—cj_l_ Cj+1—20j+Cj_1

(18) o-—g—+tutg 5% +ke it =0, (1<j<M-1)
gl g
(16) Ja—tj+pde+1$|F+1:O, (0<j<M)

Pour calculer(c?+1,§j“+1), un systeme non linéaire doit étre résolu. Une maniére de procéder

est d’éliminer I’inconnueﬂj1+l puis de résoudre I'équation obtenuea—'??’i1 (avec une fonction

de scilab ou matlab par exemple). La Figure 2 montre le résultat d’'une simulation numérique
obtenu ave& = 10 etw =0.9,u= 0.1, v = 0.003,5 = 2,M = 100,86t = 0.01,T = 20,L = 1,

cq(t) = 1, p= 3. On constate qu’en dehors d’'une zone dont la taille est de I'ordre du pas de
discrétisations “saute” effectivement de la valeur 0 a la valeye= 2, tandis que s’annule la
ousest non nul.

4. Ondes progressives

On cherche des solutions du systéme (5)-(6)%urR ;. sous forme d’ondes progressives de
type “front”, c’est-a-dire s’écrivantc(x;t) = C(x—ot) ets(x,t) = S(x—ot), avec lim:_, _,,C(§) =
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25

t=20

20

FiG. 2. cetsen fonction dex at = 20, avedk = 10*.

Cg>0,limg_,,,C(§) =0, limg_,_,S(&)=0etlim:_, ., S&)=5>0.Lereelo estlavitesse
de propagation du front. Un calcul élémentaire donne :

(17)

vC" 4 (06 — u)C' — %s —0.

En intégrant (17) entré; et&,, en faisant tendré; (resp.&p) vers—co (resp.+), on trouve :

(18)

o u
- S0 -
w+pcd

On peut se poser la méme question pour le systeme obtenu guangeo. La formule (14)

conduit naturellement a cherchgs sous la formes,(x,t) = So(x— ot) = sgH(x— ot), ou
H(§)=0si& <0etH(E) =1si& > 0. 0n peut alors résoudre (17). On trouve :

(19)

Ca(8) = ca (1-€"774).

Suggestions pour le développement

| 2

Soulignons gu’il s’agit d’'un menu a la carte et que vous pouvez choisir d’étudier cer-
tains points, pas tous, pas nécessairement dans l'ordre, et de facon plus ou moins
fouillée. Vous pouvez aussi vous poser d’autres questions que celles indiquées plus bas.
Il est trés vivement souhaité que vos investigations comportent une partie traitée sur
ordinateur et, si possible, des représentations graphiques de vos résultats.

— Effectuer des simulations numériques de (8)-(9)
— Commenter le choix de I'algorithme (8)-(9) (précision, stabilité, ...). Proposer des alterna-
tives.
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— Effectuer des simulations numériques akégrand”. Commenter le choix de I'algorithme
(15)-(16).

— Commenter le comportement qualitatif de la solution du systéme a la lknitex. En
particulier, quelles sont les différences avec une équation parabolique linéaire (comme
I'équation de la chaleur) ?

— Détailler les calculs de la Section 4 et comparer (18) et (19) a des simulations numériques.

— Reprendre I'étude avec d’autres cinétiques de réaction que celle donnée par (4). Un exemple

possible esf(c,s) = k (ch - %(so - s)), ou k3 et k» sont des constantes positives don-
nées.
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