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Résumé: Ons’intéresseéila modélisatioret au calculnumériquedu poulssanguin.

Thémeapplicatif, mots clefs: Equationsauxdérivéespartielles méthodedesdifférences
finies

> Il estrappeléquele jury n’exige pasunecompréhensioexhaustivedu texte Vousétes
laissé(e)libre d’organiservotre discusgon commevousl’entendezDessugyestionsde
développemeniargemenindépendantekesunesdesautres,voussontproposeegnfin
detexte Vousn'étespastenu(e)delessuivre. Il vousestconseilléde mettie enlumiere
vosconnaissancea partir du fil conducteurconstituépar le texte Le jury appréciea
guela discussiorsoitaccompgnéed exemplegraitéssur ordinateur

On s’intéressea la modélisation)'étude mathématiquet la simulationnumériqued’un as-
pectparticulierdela circulationsanguine le pouls.

1. Modélisation

Pouraborderapidementn phéroméned’unetelle compleité, on va devoir procédei plu-
sieurssimplifications.Pourcommenceron va ne considéreiqu’une seuleartérerectilignede
longueurL, modéliségparuntuyauélastiquea sectioncirculaire.L'aire A(t,x) d’'unesectonde
I'arteredépenddutempst etde sapositionx surl'axe [O,L].

On supposeaju’en premiéreapproximationle sangestun fluide non visquew, c’est-a-dire
gueles seulesforcesqui s’exercenten sonseinsontdesforcesde pression.Cecisignifie que
les forces qui s’exercentsur une surfacetracéedansle fluide sontcolinéairesa la normale
intérieurea cettesurface,le facteurde proportionalitéétantla pressionp qui estunefonction
scalairepositive de la positiondansle fluide et du temps.On supposeussiquela vitessedu
sangselonl’axe de I'artere w(t,x) ne dépend quelu tempset de I'abscissesur cet axe. En
d’autrestermes,on fait 'hypothesequele fluide s’écoule« par tranches» avec un profil de
vitesseuniforme sur chaquesectionde I'artere. De fagconcohérenteavec cettehypothésepn
supposeenfinquep nedépend quelet etdex.

Considéronsinetranchedefluide situéeentrexg et xg + Ax al'instantty. Nousallonssuwvre
I'évolution de cettetranchede fluide avec le temps.On note x¢(t) I'abscisseau tempst >
to de la sectionde fluide qui setrouvait a I'abscisse a l'instant ty. Cetteabscisseestdonc
solutiondu problémede Caucly x’E(t) = W(t, X (1)), X (to) = &. Le volume de la tranchede

fluide estdoncdevenuV (t) = f;xzo(th(t)A(t,E) d€. Faisonsmaintenant’hypothéseque le sang
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estincompressibleCecisignifiequele volumeenquestiorestindépendantutemps Calculons
doncla dérivéede cevolumeparrapportautemps.ll vient,

Xxo+ax(t) QA t,&
B VO = At At x40+ [ 0 g

%
EcrivantqueV’ = 0, puis faisanttendreAx vers0, on en déduitune premiéreéquationdite de
conseration:

@ api el

Ecrivonsmaintenanta loi de Newton sur cettetranchede fluide a 'instantty. On négligel’ac-
célératiordela pesanteuiSi pg désignda massevolumiquedu sang Ja quantitéde mouvement
delatranchealinstantt estdonnéepar

=0.

XXO+Ax(t)
@ PU) = [ powlt,E)AL.E)dE
X (1)
et laloi de Newton nousdit que
dpP
(4) (t0> = Fam+ Fav

dt
ou Fym estla résultantedesforcesde pressiomuele restedu fluide exercesurla sectionamont
& = X, Fa larésultantadesforcesde pressiomui s’exercentsurla sectionaval & = x+ Ax (on
négligelesforcesde pressiomui s’exercentsurla surfacelatéraledela trancheencontactavec
la paroidel'artére).On obtient

Fam = p(to,X)A(tg,X) et Fay = —p(to, X+ AX)A(tg, X+ AX).
La loi de Newton nousconduitdonca unesecondetquationde conseration
) o(Aw) (AW + pg *Ap)
ot ox

Pourcompléterle systemejl faudraitmaintenantdécrirele comportementle I'artére. On
n'entrerapasici dansle détail de cettemodélisationet 'on admettragu’elle conduita uneloi
d'étatA— P(A) tellequep(t,&) = P(A(t,§)). Cetteloi d’étatfait intervenir lescaractéristiques
del'artére,maison nel’expliciterapasici.

IntroduisantesvariablesA(t, §) etq(t, &) = A(t,&§)w(t, &), qui n’estautreque le flux sanguin
atraverschaquesection,on obtientfinalementa partir de (2) et (5) le systeme

0A  0q

=0.

—+ =0
ot  ox ’
(6) @, ABA)
o a(; . ) ;
ot X 7
soitencore
(A B q ou o(f(u)) _
(7) U= (q) , f(U) = <q_A2+ AE(OA)> et 5 + I =0.
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Un systemede cetteforme estce quel’'on appelleun systémenyperboliquenonlinéaire (sous
certaineshypothesesurla loi d’état p), et sonétudethéoriquesesituebienaudeladu niveau
decesquelquedignes.

2. Linéarisation

Il esthorsdequestiondes’attaquedirectemenausysteme7). Onremarquelansunpremier
tempsguetoutcouple(A, q) deconstantegnestsolution.Onvas'’intéresseadessolutionsap-
prochéedle la forme (Ap + a,q), oU Ag = T[rg estl’aire dela sectionde l'artére a I'équilibre
avide, ce qui signifie que p(Ag) = 0, et a et g sontsupposéepetites,ainsi que leurs déri-
véessuccessies.Cecinousconduitalinéariserleséquationsen (Ag, 0), en neretenangueles
termedinéairesparrapporta (a, q). Cetteprocédureentierementormelleetqui resteraci sans
justificationmathématiqueonduitau systemesuiant,

0_0( + % — 0,
@) A ot 0Xx
ot Ppo  OX ’

Sousl’hypothéseyérifiée dansla pratique,que f'(Ag) > 0, on wit doncquea et q (et donc
aussip etw) satisfont’équationdesondes

10%u 0°u
©) T
avecla vitessede propagtion
(10 )
Po

Cettebréwe analysemeten évidencela présenceal’'un phénomenele propagtion ondulatoire
desdiversesvariables(flux, pressionaire dela section),qui correspondau pouls.La vitessec
estdoncla vitessede propa@tiondu poulsle long del’artére.

En écrivant plus en détail la loi d’état p, on obtientla formule f'(Ag) = %‘8 guenousad-

mettrondci, ou E estun coeficientdécrivantlarigidité del'artere, h estl’épaisseudela paroi
artérielleetrg sonrayonavide. Enremplacantiansla formule (10), on obtientla formuledite
deYoung

Eh
11 cC= .
(1) \/ 2poro

Dansle casde l'aorte, desvaleursmoyennesexpérimentalesie E = 10°N/m?, h = 0,1cm,
ro = lcmet pg = 10°kg/m* donnentune vitessede propagtion de I'ordre de 7m/s, ce qui
correspondissedienaux obsenations.Pourunefréquencede battementsle cceurde 1Hz, la
longueurd’ondecorrespondantestde 7m, cequi estlargemensupérieuala longueurdetoute
artere End’autrestermesal’échelled’uneartére,on ne « voit » pasle poulssepropager
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3. Etude numérique

On seproposed’approcheres solutionsde (7), complétépar desconditionsinitiales et des
conditionsaux limites, a I'aide d’'un schémaaux différencedinies. Poursimplifier, on choisit
desunitéstellesqueAy = 1, po = 1 etonsupposejuela loi d’étatestdela forme p(A) = A—1.

On choisitdoncun pasde tempsAt et un pasd’espacex etl'on poset, = nAt etx; = jAX,

pourn et j entiers.SoitA = At/Ax. OnnoteUy j = (’3_”’) uneapproximatiordeU (t, X)), et
n

gl

- Onj
fnj = %+An,jlﬁ(An.j) .

I'on pose

Po
Aveccesnotations)e schémaroposéappeléschémale Lax-Friedrichs s’écrit sousla forme

(12) Uoj =Uo(Xj), Uni1j= %(Un,jJrl"’Un,jl) — )—2\(fn,j+l — fnj-1)-

Commeontravaille ici surunintenalle d’espacdini, [0,L], on estamené poserAx = wﬁ
avecM entier Lesrelations(12) ne sontcorrectementiéfiniesquepour j = 1,...,M. Or, dans
lessystemesiyperboliqguesguecesoitauniveauthéoriqueou auniveaunumeriquela question
desconditionsauxlimites aimposerou pasauxextrémités c’est-a-direpourj =0etj =M +1,
estfort délicate.

Dansnotrecas,on vaconsidéreguex = 0 ou j = 0 estl'entréedel'artere,etquel’aire dela
sectioret leflux desangy sontimposégarlesmouvementsiucceurc’est-a-dirdJ (t,0) = G(t)
ou G estdonnéeOn poseradonc

(13) U_n,O = G(tn)-

Onlaissergparcontrela sortiedel'arterex =L ou j = M + 1 libre enn'imposantaucunecondi-
tion supplémentairence point. Au niveaudu schémaunecorrectionestnécessairpuisquea
formuledeLax-Friedrichan’y estpasdéfinie.On proposda discrétisatiorsuivantedu systeme
hyperbolique:

(14) Uniimet =Unmet — A(Fames — fam).

Ontrouveraplus bas degésultatsde calculsavecle schémade Lax-Friedrichs(12) corrigé
par(13)—(14),pourle systémenonlinéaire(7) et pourle systemdinéaire(8), aveclesdonnées
initialesetenentrée

(1 [ 1+0,2sin(10r)
Vo(x) = (0,22) Gl = (0,2(1,1+sin(1(l)))'
Remagueimportante Les courbesqui sontdonnée<i-dessousle sontuniquement titre
indicatif, afin de donnerun idéedu type d’évolution numériqueauquelon doit s’attendredans
chaquecas.On nedemandeasde lesreproduireexactement.

CalculseffectuésavecScilabh Données L = 2, M = 100.Lesgraphesnontrentle résultatdu
schémale Lax-FriedrichspourA (courbedu haut)etq (courbedubas)at = 4,2s.
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Cas norlinéaire: approximatiordu systemg7), At = 0,013.
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Caslinéaire: approximatiordu systemg8), At = 0,02.

Suggestiongour le développement

>

Soulignongu’il s’agit d’'un menua la carte et quevouspouvezchoisir d’étudier cer
tains points, pas tous, pas nécessagmentdans|'ordre, et de facon plus ou moins
fouillée Vouspouvezaussivousposerd’autresquestiongjuecellesindiquéeplusbas.
Il esttrés vivementsouhaitéque vosinvestigationscomportentune partie traitée sur
ordinateuret, si possible desreprésentationgraphiquesde vosrésultats.

— Identifierlespointsfaiblesde cettemodélisation.
— Ecrirele modélequel’on obtientsil'on nenégligeplusl’action desforcesk surlesparois

del'artere.
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— Donnerune solution explicite du systéemelinéaire (8) avec la loi d’'état et les données
initiales et enentréedela partie« Etudenumérique».

— Dansce mémesystémedinéaire,poserz; = a + q et z = a — g. Déwelopperles consé-
guencegquel’'on peuttirer de ce changementl'inconnuespar exemplesur la forme des
solutions Jesdonnéesnitialesetenentrée.

— Testera linéarisationrdu §2al'aide duschémanumeériquesnprenantpourle systemenon
linéaire,desdonnéegprochedel’équilibre, parexemple

o= o) 00~ (“esa’)

avece petit. Que peut-onvoir surla vitessede propagtion desondeset I'évolution de la
formedesgraphe®

— Obsenrer ce qui se passepour le systemenon linéaire quard, en gardantle mémepas
d’espacepnaugmentde pasdetempsa 0,014.Mémechosepourle systemdinéairepour
un pasdetempssupérieura 0,02. QuevautA danscederniercas? Interpréter

— Effectuerdesexpériencesnumeériguesavec d’autresdonnéesnitiales ou en entrée(avec
prudence)On pourraéventuellemenprésentet’évolution en direct sousla forme d’'une
animationetdiscutedesphénomeneguel’on voit apparaitrenrelationavecle modéleet
avecle schémanumérique.
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