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(public2008)AVOIR LESONDESDANS LE SANG

Résumé: Ons’intéresseà la modélisationetaucalculnumériquedupoulssanguin.

Thèmeapplicatif , motsclefs: Équationsauxdérivéespartielles,méthodedesdifférences
finies

◮ Il estrappeléquele jury n’exige pasunecompréhensionexhaustivedu texte. Vousêtes
laissé(e)libre d’organiservotre discussion commevousl’entendez.Dessuggestionsde
développement,largementindépendanteslesunesdesautres,voussontproposéesenfin
detexte. Vousn’êtespastenu(e)delessuivre. Il vousestconseillédemettre enlumière
vosconnaissancesà partir du fil conducteurconstituépar le texte. Le jury appréciera
quela discussionsoit accompagnéed’exemplestraitéssurordinateur.

On s’intéresseà la modélisation,l’étudemathématiqueet lasimulationnumériqued’un as-
pectparticulierdela circulationsanguine: le pouls.

1. Modélisation

Pouraborderrapidementunphénomèned’unetellecomplexité, on vadevoir procéderàplu-
sieurssimplifications.Pourcommencer, on va ne considérerqu’uneseuleartèrerectilignede
longueurL, modéliséeparuntuyauélastiqueàsectioncirculaire.L’aire A(t,x) d’unesectionde
l’artèredépenddu tempst etdesapositionx surl’axe [0,L].

On supposequ’en premièreapproximationle sangestun fluide non visqueux, c’est-à-dire
queles seulesforcesqui s’exercenten sonseinsontdesforcesde pression.Ceci signifie que
les forcesqui s’exercentsur une surfacetracéedansle fluide sont colinéairesà la normale
intérieureà cettesurface,le facteurdeproportionalitéétantla pressionp qui estunefonction
scalairepositive de la positiondansle fluide et du temps.On supposeaussiquela vitessedu
sangselonl’axe de l’artère w(t,x) ne dépend quedu tempset de l’abscissesur cet axe. En
d’autrestermes,on fait l’hypothèseque le fluide s’écoule« par tranches» avec un profil de
vitesseuniformesur chaquesectionde l’artère.De façoncohérenteavec cettehypothèse,on
supposeenfinquep nedépend quedet etdex.

Considéronsunetranchedefluide situéeentrex0 et x0 +∆x à l’instant t0. Nousallonssuivre
l’évolution de cette tranchede fluide avec le temps.On note xξ(t) l’abscisseau tempst ≥
t0 de la sectionde fluide qui se trouvait à l’abscisseξ à l’instant t0. Cetteabscisseestdonc
solutiondu problèmede Cauchy x′ξ(t) = w(t,xξ(t)), xξ(t0) = ξ. Le volumede la tranchede

fluide estdoncdevenuV(t) =
R xx0+∆x(t)

xx0(t) A(t,ξ)dξ. Faisonsmaintenantl’hypothèseque le sang
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estincompressible.Cecisignifiequele volumeenquestionestindépendantdutemps.Calculons
doncla dérivéedecevolumeparrapportautemps.Il vient,

(1) V ′(t) = A(t,xx0+∆x(t))x
′
x0+∆x(t)−A(t,xx0(t))x

′
x0

(t)+
Z xx0+∆x(t)

xx0(t)

∂A(t,ξ)

∂t
dξ

ÉcrivantqueV ′ = 0, puis faisanttendre∆x vers0, on endéduitunepremièreéquationdite de
conservation:

(2)
∂A
∂t

+
∂(Aw)

∂x
= 0.

Écrivonsmaintenantla loi deNewton surcettetranchedefluide à l’instant t0. On négligel’ac-
célérationdela pesanteur. Si ρ0 désignela massevolumiquedusang,la quantitédemouvement
dela trancheà l’instant t estdonnéepar

(3) P(t) =
Z xx0+∆x(t)

xx0(t)
ρ0w(t,ξ)A(t,ξ)dξ

et laloi deNewtonnousdit que

(4)
dP
dt

(t0) = Fam+Fav

oùFam estla résultantedesforcesdepressionquele restedufluideexercesurla sectionamont
ξ = x, Fav la résultantedesforcesdepressionqui s’exercentsur la sectionaval ξ = x+ ∆x (on
négligelesforcesdepressionqui s’exercentsurla surfacelatéraledela trancheencontactavec
la paroidel’artère).Onobtient

Fam = p(t0,x)A(t0,x) et Fav = −p(t0,x+∆x)A(t0,x+∆x).

La loi deNewtonnousconduitdoncàunesecondeéquationdeconservation

(5)
∂(Aw)

∂t
+

∂(Aw2 +ρ−1
0 Ap)

∂x
= 0.

Pourcompléterle système,il faudraitmaintenantdécrirele comportementde l’artère. On
n’entrerapasici dansle détaildecettemodélisationet l’on admettraqu’elle conduità uneloi
d’étatA 7→ p̂(A) tellequep(t,ξ) = p̂(A(t,ξ)). Cetteloi d’étatfait intervenir lescaractéristiques
del’artère,maisonnel’expliciterapasici.

IntroduisantlesvariablesA(t,ξ) etq(t,ξ) = A(t,ξ)w(t,ξ), qui n’estautreque le flux sanguin
à traverschaquesection,onobtientfinalementàpartir de(2) et (5) le système

(6)















∂A
∂t

+
∂q
∂x

= 0,

∂q
∂t

+
∂
(

q2

A + Ap̂(A)
ρ0

)

∂x
= 0,

soit encore

(7) U =

(

A
q

)

, f (U) =

(

q
q2

A + Ap̂(A)
ρ0

)

et
∂U
∂t

+
∂( f (U))

∂x
= 0.
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Un systèmedecetteformeestcequel’on appelleun systèmehyperboliquenonlinéaire (sous
certaineshypothèsessur la loi d’état p̂), et sonétudethéoriquesesituebienaudelàdu niveau
decesquelqueslignes.

2. Linéarisation

Il esthorsdequestiondes’attaquerdirectementausystème(7).Onremarquedansunpremier
tempsquetoutcouple(Ā, q̄) deconstantesenestsolution.Onvas’intéresseràdessolutionsap-
prochéesde la forme (A0 + α,q), où A0 = πr2

0 est l’aire de la sectionde l’artère à l’équilibre
à vide, ce qui signifie que p̂(A0) = 0, et α et q sont supposéespetites,ainsi que leurs déri-
véessuccessives.Cecinousconduità linéariserleséquationsen(A0,0), en neretenantqueles
termeslinéairesparrapportà(α,q). Cetteprocédureentièrementformelleetqui resteraici sans
justificationmathématiqueconduitausystèmesuivant,

(8)















∂α
∂t

+
∂q
∂x

= 0,

∂q
∂t

+
A0p̂′(A0)

ρ0

∂α
∂x

= 0,

Sousl’hypothèse,vérifiéedansla pratique,que p̂′(A0) > 0, on voit doncqueα et q (et donc
aussip etw) satisfontl’équationdesondes

(9)
1
c2

∂2u
∂t2 −

∂2u
∂x2 = 0,

avecla vitessedepropagation

(10) c =

√

A0p̂′(A0)

ρ0
.

Cettebrève analysemet enévidencela présenced’un phénomènedepropagation ondulatoire
desdiversesvariables(flux, pression,airedela section),qui correspondaupouls.La vitessec
estdoncla vitessedepropagationdupoulsle longdel’artère.

En écrivant plus en détail la loi d’état p̂, on obtient la formule p̂′(A0) = Eh
2πr3

0
quenousad-

mettronsici, oùE estuncoefficientdécrivantla rigidité del’artère,h estl’épaisseurdela paroi
artérielleet r0 sonrayonà vide.En remplaçantdansla formule(10),on obtientla formuledite
deYoung

(11) c =

√

Eh
2ρ0r0

.

Dansle casde l’aorte, desvaleursmoyennesexpérimentalesde E = 106N/m2, h = 0,1cm,
r0 = 1cm et ρ0 = 103kg/m3 donnentunevitessede propagation de l’ordre de 7m/s, ce qui
correspondassezbienauxobservations.Pourunefréquencedebattementsdecœurde1Hz, la
longueurd’ondecorrespondanteestde7m,cequi estlargementsupérieuràla longueurdetoute
artère.End’autrestermes,à l’échelled’uneartère,onne« voit » pasle poulssepropager.
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3. Étude numérique

On seproposed’approcherlessolutionsde(7), complétépardesconditionsinitialeset des
conditionsaux limites, à l’aide d’un schémaauxdifférencesfinies.Poursimplifier, on choisit
desunitéstellesqueA0 = 1, ρ0 = 1 etonsupposequela loi d’étatestdela forme p̂(A) = A−1.

On choisitdoncun pasdetemps∆t et un pasd’espace∆x et l’on posetn = n∆t et x j = j∆x,

pourn et j entiers.Soit λ = ∆t/∆x. On noteŪn, j =

(

Ān, j
q̄n, j

)

uneapproximationdeU(tn,x j), et

l’on pose

f̄n, j =

(

q̄n, j
q̄2

n, j

Ān, j
+

Ān, j p̂(Ān, j )
ρ0

)

.

Aveccesnotations,le schémaproposé,appeléschémadeLax-Friedrichs,s’écrit sousla forme

(12) Ū0, j = U0(x j), Ūn+1, j =
1
2
(Ūn, j+1 +Ūn, j−1)−

λ
2
( f̄n, j+1− f̄n, j−1).

Commeon travaille ici surun intervalle d’espacefini, [0,L], on estamenéà poser∆x = L
M+1

avecM entier. Lesrelations(12) nesontcorrectementdéfiniesquepour j = 1, . . . ,M. Or, dans
lessystèmeshyperboliques,quecesoitauniveauthéoriqueouauniveaunumérique,la question
desconditionsauxlimitesàimposeroupasauxextrémités,c’est-à-direpour j = 0 et j = M+1,
estfort délicate.

Dansnotrecas,on vaconsidérerquex = 0 ou j = 0 estl’entréedel’artère,etquel’aire dela
sectionet leflux desangy sontimposésparlesmouvementsducœur, c’est-à-direU(t,0) = G(t)
oùG estdonnée.Onposeradonc

(13) Ūn,0 = G(tn).

Onlaisseraparcontrela sortiedel’artèrex= L ou j = M +1 libre enn’imposantaucunecondi-
tion supplémentaireencepoint.Au niveauduschéma,unecorrectionestnécessairepuisquela
formuledeLax-Friedrichsn’y estpasdéfinie.Onproposela discrétisationsuivantedusystème
hyperbolique:

(14) Ūn+1,M+1 = Ūn,M+1−λ( f̄n,M+1− f̄n,M).

On trouveraplusbas desrésultatsdecalculsavec le schémadeLax-Friedrichs(12) corrigé
par(13)–(14),pourle systèmenonlinéaire(7) et pourle systèmelinéaire(8), aveclesdonnées
initialesetenentrée

U0(x) =

(

1
0,22

)

, G(t) =

(

1+0,2sin(10t)
0,2(1,1+sin(10t))

)

.

Remarqueimportante. Les courbesqui sontdonnéesci-dessous,le sontuniquementà titre
indicatif, afin dedonnerun idéedu typed’évolution numériqueauquelon doit s’attendredans
chaquecas.Onnedemandepasdelesreproduireexactement.

CalculseffectuésavecScilab. Données: L = 2, M = 100.Lesgraphesmontrentle résultatdu
schémadeLax-FriedrichspourA (courbeduhaut)etq (courbedubas)à t = 4,2s.
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Cas nonlinéaire: approximationdusystème(7), ∆t = 0,013.
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Caslinéaire: approximationdusystème(8), ∆t = 0,02.

Suggestionspour le développement

◮ Soulignonsqu’il s’agit d’un menuà la carteet quevouspouvezchoisir d’étudiercer-
tains points, pas tous, pas nécessairementdans l’ordre, et de façon plus ou moins
fouillée. Vouspouvezaussivousposerd’autresquestionsquecellesindiquéesplusbas.
Il est très vivementsouhaitéquevos investigationscomportentunepartie traitéesur
ordinateuret,si possible, desreprésentationsgraphiquesdevosrésultats.

– Identifierlespointsfaiblesdecettemodélisation.
– Écrirele modèlequel’on obtientsi l’on nenégligeplusl’action desforcesFl surlesparois

del’artère.
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– Donnerune solution explicite du systèmelinéaire (8) avec la loi d’état et les données
initialesetenentréedela partie« Étudenumérique».

– Dansce mêmesystèmelinéaire,poserz1 = α + q et z2 = α− q. Développerles consé-
quencesquel’on peuttirer de ce changementd’inconnuespar exemplesur la forme des
solutions,lesdonnéesinitialesetenentrée.

– Testerla linéarisationdu §2à l’aide duschémanumériqueenprenant,pourle systèmenon
linéaire,desdonnéesprochesdel’équilibre, parexemple

U0(x) =

(

1
0

)

,G(t) =

(

1+ εsin(10t)
εsin(10t)

)

avecε petit. Quepeut-onvoir sur la vitessedepropagationdesondeset l’évolution de la
formedesgraphes?

– Observer ce qui se passepour le systèmenon linéaire quand, en gardantle mêmepas
d’espace,onaugmentele pasdetempsà0,014.Mêmechosepourle systèmelinéairepour
unpasdetempssupérieurà0,02.Quevautλ danscederniercas? Interpréter.

– Effectuerdesexpériencesnumériquesavec d’autresdonnéesinitiales ou en entrée(avec
prudence).On pourraéventuellementprésenterl’évolution en direct sousla forme d’une
animationetdiscuterlesphénomènesquel’on voit apparaîtreenrelationavecle modèleet
avecle schémanumérique.
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