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@ ZI11.'BER 1977

1. CyumecTBytoT J HeaOeNeBbl CBA3HBIE CJa00 KaTErOpPUYHbBIC TPYIIIHI,
HEen30MOp(HBIE anreOpanyeckuM TpymiaM Haj aareOpanyecku 3aMKHYTHIM

oJIeEM ?
1. Existe-t-il un groupe non-abélien connexe faiblement catégorique qui ne soit isomorphe a un
groupe algébrique sur un corps algébriquement clos ?

2. CymecTBYIOT JIM MOPOCThIE KATETOPUYHBIE TPYIIbI, OTJIUYHBIE OT
aNreOpanvyecKrux HaJl AIre0OpandyecKy 3aMKHYTBIM TTOJIEM ?

2. Existe-t-1l un groupe simple catégorique non-algébrique sur un corps algébriquement clos ?
3. Moxuo nu rpynny G = H, + H, UHTepIIpEeTUPOBATEL B X;|-KATErOPUYHON
TeOpUu ?

3. Le groupe G = H, + H, peut-il étre interprété dans une théorie X;-catégorique ?
4. Jlms mroObIX U ABYX N -KaTErOpU4YHBIX Teopuil 1; u T, CyIIECTBYET Xi-
KaTeropudHas Teopust 1, B KOTOpoul (hOpMyIHBO UHTEPNPETUPYIOTCS 17 U 15 ?

4. Est-ce que, pour chaque paire de théories 7; et T, X j-catégoriques, il existe une théorie X;-
catégorique T avec des formules interprétant 7; et 7, ?



@ CHERLIN 1979

Main Conjecture. Every simple w-stable group is an algebraic group over an
algebraically closed field.

Conjecture principale. Tout groupe simple w-stable est un groupe algébrique sur un corps
algébriquement clos.

- parle de I'article de Zil'ber, a qui 1l reconnait certaines priorités (en particulier
pour le fait qu'un groupe simple interprétable dans une théorie X;-catégorique
est lui-méme X;-catégorique), mais pas pour la Conjecture

- considere que le cas de RM fini est particulierement important
- attire l'attention sur le cas particulier des groupes localement fini

- ains1 que sur le cas particulier des groupes (définissablement) lin€aires



@ En bref :

CONJECTURE D'ALGEBRICITE (Zil'ber, Cherlin) : Un
groupe simple de rang de Morley fini est isomorphe a
un groupe algebrique sur un corps algébriquement clos.

PROBLEME : La question est-elle de nature algébrique
ou bien de nature modele-théorique ?



@ BOLET 1984

Axcuoma A u Akcuoma b : description de la collection W des ensembles
definissables (koHCTpykTHBHBI) des puissances cartésiennes de G ; ne
mentionne pas G ; a chaque constructible est associé un entier dim A .
Axkcuoma B. dimA =0 < A - koneuno

Axcuoma I'. dim(AUB) = max{dim A, dim B}

Axcuoma JI. (Ilpununun cesiHocTH). [lnst moboro A € W cyliecByeT Takoe
quciio n € N , 4To A HeNb3s NPEACTABUTH B BUJIE OOBEAUHEHUS 1+ [ TOMapHO
HEMEPECEKAIOIINXCS KOHCTPYBHBIX MHOXKECTB A, ... A,+; TON )K€ Pa3MEPHOCTH,
ytou A : dim A; = dim A .

Axkcuoma E. (Ilpunuun crmoeB mopduszma). Ecnm 4, B € W, f : A—=B -
Mopdu3M, To MHOXecTBa B, = { xEB / dim f '[x] =n } KOHCTPYKTHBHBI U
dim f IB,] =n +dim B, .

I'mmore3a. Ilpoctas Oe3koHE4Hass Trpylna ¢ Pa3sMEPHOCTHIO SABJIACTCS
JTMHEWHON anreOpaln4eKon IrpymnIoi Haj allre0pandecky 3aMKHYThIM IOJIEM.



@ Lenore BLUM 1968

Additivité du rang de Morley

(dans le cas fini ; original en anglais)
1.  RM(a,b) < RM(a) + RM(b/a) + RM(a).RM(b)
2. RM(AxB) < (1 +RM(A)).(1 + RM(B))

3. Si tous les 1-types sont de rang de Morley fini, alors tous
les n-types sont de rang de Morley fini.

Conclusions optimales, non valables pour le rang de
Cantor ; on peut avoir RM(a) = RM(b/a) =1 et RM(a,b) =
RM(b) = RM(M) = ® , ou n'importe quoi =2 !

LASCAR 1976 RU(a,b) = RU(a) + RU(b/a)



@ Chapitre 2 du Petit Livre Jaune 1987

Groupe G :loi de groupe et eventuellement structure supplémentaire

G de RM fini < G“ satisfait aux conditions 1, 2 et 3

1. Chaque ensemble deéfinissable a un rang de Cantor fini.

2. Borne sur le nombre d'¢léments pour chaque famille uniforme
d'ensembles définissables finis (= non-prf).

3. Le rang de Cantor est définissable.

(i) Ne mentionne que G lui-méme, pas besoin de monter a une extension
¢lémentaire saturée.

(ii) L'additivité n'est pas un axiome, c'est une conséquence des axiomes.
(iii) I1 en est de méme de la stabilité, de la condition de Baldwin-Saxl, etc.
(iv) En I'absence de groupe, 1, 2 et 3 n'impliquent que la superstabilité
(BURDGES)



BERLINE 1986 BERLINE-LASCAR 1986

Groupes superstables

- le RU maximal est atteint par les génériques
- groupes infiniment définissables

- RUG) = wak.nk + ... + w.n; + ng, composante o.-connexe
- si G estsimple, RU(G) = ® .n
- reprise de Cherlin pour les groupes de rang wa, ® .2 , ® .3

Bonpoc 1. Généraliser le résultat de Frécon : pas de mauvais
groupes de rang .37

(03
Question 1.  Generalize Frécon's result: no bad groups of rank w .3 .




©) Programme de Borovik
imiter la théorie des groupes finis

conjugaison des 2-sylows (qui ne sont pas toujours définissables)

QUI ES-TU ? 1991 Pas d’involutions dans les mauvais groupes
BOROVIK-NESIN 1994 - étude des grpes nilpotents et résolubles, etc.
cadre de la plupart des travaux sur la question, dont ceux de la
personne fétée dans cette rencontre

- culmine dans ALTINEL-BOROVIK-CHERLIN 2008, ou la Conjecture est
montrée pour les groupes de 2-sylows non-triviaux et d'exposant borné

Mais ABC utilise WAGNER 2001 sur les corps de RM fini ( K algmt
clos, avec structure supplémentaire), nettement modele-théorique :
- K élimine les imaginaires
- son mode¢le premier est la cloture algébrique modéle-théorique de &
- si K a un automorphisme définissable non trivial, ce modéle premier
est porté par la cloture algébrique algébrique de I
- en caractéristique p, un tore est cloture définissable de sa torsion



Utiliser la classification des groupes simples finis

1983 256320 \ 050 La Conjecture est vraie pour les groupes
localement finis, et en fait aussi pour les groupes pseudo-localement finis.

THEOREME. Une structure définissable dans un corps algébriquement clos
(sans structure ajoutée !) est pseudo-localement finie (Ingrédients
¢limination des imaginaires, les corps finis sont définissablement clos).
C'est aussi vrai pour les corps de Wagner.

COROLLAIRE. La Conjecture est vraie pour les groupes définissablement
linéaires en caractéristique p .

Cmar afl 2. Est-elle vraie pour un groupe définissablement linéaire en

caractéristique nulle ? (il faut ¢éliminer un mauvais groupe qui ne
contient que des éléments semi-simples, et ressemble a SO3(R) )

Question 2. Is the Conjecture true for a definably linear group in zero characteristic?




@ La recherche du lien manquant

Frage 3. La Conjecture d'Algébricite équivaut-elle a I'affirmation que
tout groupe de rang de Morley fini est pseudo-localement fini ?

Question 3. Is the Algebraicity Conjecture equivalent to the fact that each group of finite
Morley rank is pseudo-locally finite?

Préliminaires :

- si H est un sous-groupe normal définissable de G pseudo-localement
fini, H et G/H sont aussi pseudo-localement finis

- est-ce qu'un groupe abélien, ou méme résoluble, de RM fini est pseudo-
localement fini ?

- si H est un sous-groupe normal définissable de G, H et G/H étant
pseudo-localement finis, est-ce que G est pseudo-localement fini ?



2 La question duale

Le "Théoreme des Indécomposables'" montre qu'en certaines
circonstances le sous-groupe g(A) engendré par l'ensemble définissable
A 1'est de facon elliptique. Quid de la réciproque ? C-a-d si g(A) est
définissable, est-il elliptiquement engendré ? Question équivalente :

Sorun 4cu. Existence d'un groupe infini de rang de Morley fini et
finiment engendré ?

Question 4. Existence of an infinite finitely generated group of finite Morley rank.

Une réponse positive contredirait la Conjecture d'Algébricité, car :
- si G estfiniment engendre, G° aussi
- un groupe commutatif finiment engendré est un produit de groupes
cycliques ; s'il est infini, il n'est divisible par aucun n#1 , si bien qu'il est
superstable non w-stable
- ce n'est pas possible pour un groupe algébrique (Hint : un corps
finiment engendré en tant qu'anneau est fini)
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