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1. Topologie et données

Avec le développement des outils numériques et
l’augmentation prodigieuse des ressources en sto-
ckage et des puissances de calcul des processeurs, la
production des données explose dans de très nom-
breux domaines des sciences, sciences humaines et
sociales, en ingénierie et en santé. Ces données sont
de natures très différentes, mais, souvent volumi-
neuses et produites sous forme de vecteurs de très
grande dimension. Il est ainsi très difficile de les vi-
sualiser. Généralement, très peu de coordonnées sont
pertinentes par rapport aux questions que l’on se
pose sur ces données. Aussi, il est nécessaire d’élimi-
ner les informations inutiles, alors même que l’on ne
sait pas toujours quelles sont les coordonnées perti-
nentes à observer. Il arrive également que les don-
nées produites soient « bruitées » avec des informa-
tions manquantes. L’enjeu est alors d’analyser qua-
litativement et quantitativement ces données en te-
nant compte de toutes ces problématiques des pro-
cessus de production des données.

Des méthodes d’analyse statistique, probabiliste,
topologique et géométrique ont été développées afin
de construire des algorithmes efficaces et robustes
pour l’exploration et l’analyse des données de grande
dimension. Nous expliquons ici comment une mé-
thode topologique, appelée l’homologie persistante,
issue de la topologie algébrique et de la théorie de
Morse peut être appliquée pour analyser des jeux de
données représentés par des nuages de points équi-
pés d’une fonction distance. Ces nuages de points
doivent être considérés comme des échantillons finis
et bruités, prélevés sur un objet géométrique. L’ob-
jectif est alors d’étudier les propriétés topologiques

de l’objet géométrique en éliminant les caractéris-
tiques topologiques de petites tailles correspondant
au bruit. Nous allons montrer comment l’homolo-
gie persistante permet d’extraire l’information utile
au sein de ces données et comment fonder la com-
paraison des jeux de données sur cette information
utile. L’analyse de données par persistance topolo-
gique est ainsi une approche descriptive. Il existe de
nombreuses applications pratiques, notamment dans
les problèmes de reconnaissance de formes. Parmi
les belles applications, citons la découverte d’un sous
type de cancer du sein avec un taux de survie à
100% avec la méthode de persistance appliquée à des
données biologiques d’expression des gènes [11], ou
encore l’étude de certaines caractéristiques molécu-
laires de la structure de protéine [14].

2. La persistance topologique

La persistance topologique est une méthode de la
topologie algorithmique qui consiste à éliminer l’in-
formation inutile dans les données. Il s’agit d’enco-
der l’évolution de la topologie selon une décompo-
sition en sous-niveaux d’une filtration et de mesu-
rer l’importance relative des caractéristiques topolo-
giques de la filtration. Cette approche émergea simul-
tanément dans plusieurs travaux à la fin des années
1990, [1, 8, 13, 7].

Commençons par une illustration et examinons
la topologie des sous-niveaux d’une fonction d’une
seule variable réelle f : I →R définie sur un intervalle
réel I dont le graphe est donné par la figure 1. Cela re-
vient à étudier les espaces Ka := f −1((−∞, a]) selon
la croissance du réel a. Si a < x1, alors Ka est vide et



2. La persistance topologique

lorsque x1 ≤ a < x2, alors l’espace Ka est formé d’une
seule composante connexe. Pour x2 ≤ a < x3, Ka pos-
sède deux composantes connexes et pour x3 ≤ a < x4,
l’espace Ka ne possède plus qu’une seule composante
connexe issue de la fusion des deux précédentes com-
posantes connexes.
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FIGURE 1 – Graphe de la fonction f

Au passage de a = x4, une deuxième composante
connexe est à nouveau créée, puis une troisième
au passage de a = x5, laquelle disparaît quand a =
x6 et Ka ne possède plus qu’une seule composante
connexe après a = x7. La deuxième composante créée
pour a = x2 disparaît lorsque a = x3. On dit alors que
l’on apparie les valeurs x2 et x3. Cet appariement est
représenté par un point dans le diagramme de per-
sistance de la figure 2 ; on parle de paire de persis-
tance. L’intervalle de persistance associé est indiqué
en vert sur la figure 2. Cet intervalle décrit la durée
de vie de la composante connexe créée en x2. Il y a
deux autres intervalles de persistance pour des com-
posantes connexes créées en x4, puis en x5. Toute
cette information est résumée dans le code barre
qui encode la naissance et la mort des composantes
connexes.
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FIGURE 2 – Diagramme de persistance et code barre
de la fonction f

Considérons un bruitage de la fonction f décrit
par le graphe de la figure 3. Ce graphe présente la
même forme globale que la fonction f , mais les varia-
tions topologiques sont beaucoup plus nombreuses.
Aussi, le diagramme de persistance de la fonction re-
présentée par la figure 4 contient beaucoup plus de
points que celui de la fonction f . Notons que ce brui-
tage de la fonction induit des perturbations topolo-
giques très locales, créant ainsi des appariements de
points qui se situeront proches de la diagonale du dia-
gramme de persistance.
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FIGURE 3 – Fonction f bruitée

Les propriétés topologiques de la forme globale
sont ainsi caractérisées par une longue persistance,
alors que celles induites par les perturbations topo-
logiques très locales sont de courte persistance.
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FIGURE 4 – Diagramme de persistance de la fonc-
tion f bruitée

Cet exemple porte sur une fonction sur un es-
pace de dimension un, mais en général on s’intéresse
à des données qui sont représentées par des fonc-
tions définies sur des espaces topologiques de grande
dimension. L’évolution de la topologie des sous-

2



3. Les nombres de Betti

niveaux est alors caractérisée par celui du nombre de
composantes connexes, de boucles, de cavités... Par
exemple, la figure 5 représente le code barre d’une va-
riété de dimension 2 et la persistance de ses caracté-
ristiques topologiques en dimension 0 et 1. On crée
alors des diagrammes de persistance pour chacune
de ces dimensions.

H0 H1

FIGURE 5 – Code barre d’une variété de dimension 2

La nature topologique des modifications est ici
plus complexe qu’en dimension un. Pour modéliser
cela, nous utiliserons la structure de complexe simpli-
cial et nous décrirons les nombres de composantes
connexes, boucles, cavités par des invariants homolo-
giques de ces complexes, appelés les nombres de Betti.
Nous montrerons ensuite comment filtrer ce com-
plexe simplicial pour révéler ses propriétés topolo-
giques persistantes.

3. Les nombres de Betti

L’homologie consiste à associer, à un objet géo-
métrique, une suite de groupes abéliens dont les di-
mensions déterminent respectivement ses nombres
de composantes connexes, boucles, cavités... La dé-
finition de l’homologie est basée sur une description
combinatoire de l’espace. Nous présentons ici une
version simple d’homologie où l’espace est décrit par
un complexe simplicial.

3.1. Les complexes simpliciaux

La notion de complexe simplicial permet de dé-
crire certains espaces topologiques à partir de don-

nées combinatoires, en généralisant le procédé de tri-
angulation d’une surface. Nous présentons ici cette
structure simpliciale dans sa forme algébrique, mais
elle peut également être introduite de façon plus abs-
traite.

Considérons un ensemble P = {u0, . . . ,uk } de
points de l’espace Rd . Ces points sont dits affinement
indépendants si, lorsque deux combinaisons affines∑

i λi ui et
∑

i µi ui sont égales, alors λi = µi pour tout
0 ≤ i ≤ k. Une combinaison affine

∑
i λi ui est dite

convexe lorsque tous les scalaires λi sont positifs et
que

∑
i λi = 1. L’ensemble des combinaisons convexes

forme l’enveloppe convexe de P .

Un k-simplexe est l’enveloppe convexe de k + 1
points affinement indépendants u0, . . . ,uk de Rd . On
note alors σ = conv(u0, . . . ,uk ) et on dit que σ est de
dimension k. La figure 6 représente les simplexes dans
les premières dimensions.

u0 u0

u1

u0

u1

u2 u0

u1

u2
u3

FIGURE 6 – Simplexes en dimension 0, 1, 2, 3

Une face du k-simplexe σ est l’enveloppe
convexe d’un sous-ensemble non-vide de {u0, . . . ,uk }.
Lorsque τ est une face de σ, on note τ ≤ σ. On ap-
pelle complexe simplicial (fini) une famille finie K de
simplexes vérifiant les deux propriétés suivantes

i) si σ ∈ K et τ≤σ, alors τ ∈ K ;

ii) siσ,σ′ ∈ K , alors l’intersectionσ∩σ′ est soit vide,
soit exactement une face commune à σ et σ′.

La dimension de K est la dimension maximale de ses
simplexes. Les points ui qui engendrent les simplexes
de K sont appelés les sommets de K .

3.2. Les groupes d’homologie

Donnons-nous un complexe simplicial K de di-
mension n et considérons Z/2Z comme corps de
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3.3. Calcul de l’homologie

base. Pour 0 ≤ k ≤ n, une k-chaîne est une combinai-
son linéaire

c =
nk∑

i=1
λiσi ,

où {σ1, . . . ,σnk } est l’ensemble des k-simplexes de K
et les λi sont égaux à 0 ou 1. L’ensemble des k-
chaînes de K forme un espace vectoriel, que nous
noterons Ck (K ). On définit le bord d’un k-simplexe
σ = conv(u0, . . . ,uk ) comme la (k − 1)-chaîne, notée
∂(σ), formée de toutes ses (k −1)-faces, i.e.,

∂(σ) =
k∑

j=0
conv(u0, . . . , ǔ j , . . . ,uk ),

où conv(u0, . . . , ǔ j , . . . ,uk ) désigne la (k − 1)-face de
σ ne contenant pas le sommet u j . Par linéarité, on
étend l’opération ∂ aux k-chaînes de K et on définit
ainsi l’opérateur bord comme l’application linéaire

∂ : Ck (K ) →Ck−1(K )

qui associe à une k-chaîne c = ∑
λiσi la somme de

des bords de ses simplexes : ∂(c) =∑
λi∂(σi ).

Une propriété remarquable de cet opérateur est
qu’il satisfait la relation ∂∂ = 0. Ainsi, au complexe
simplicial K on associe un complexe de chaînes défini
par la suite d’applications linéaires suivantes :

0 →Cn(K )
∂→Cn−1(K )

∂→··· ∂→C1(K )
∂→C0(K )

∂→ 0.

Pour 0 ≤ k ≤ n, on appelle k-cycle de K les élé-
ments du noyau

Zk (K ) = ker
(
∂ : Ck (K ) →Ck−1(K )

)
,

en posant C−1(K ) = 0. Les k-bords sont les éléments
de l’image

Bk (K ) = im
(
∂ : Ck+1(K ) →Ck (K )

)
.

De l’égalité ∂∂ = 0, on déduit que chaque k-bord est
un k-cycle, autrement dit, on a une inclusion de sous-
espaces vectoriels Bk (K ) ⊆ Zk (K ). Nous pouvons ainsi
considérer l’espace vectoriel quotient

Hk (K ) = Zk (K )/Bk (K ),

appelé le k-ème groupe d’homologie de K . Ses élé-
ments s’écrivent c = c +Bk (K ), où c est un k-cycle, et
sont appelés les classes d’homologie du complexe K .

0 0 0

∂ ∂ ∂ ∂

Bk+1(K )

Zk+1(K )

Ck+1(K )

Bk (K )

Zk (K )

Ck (K )

Bk−1(K )

Zk−1(K )

Ck−1(K )

FIGURE 7 – Espaces des cycles et des bords reliés par
les opérateurs bords.

La dimension de l’espace vectoriel Hk (K ) est ap-
pelée le k-ème nombre de Betti de K et notée βk (K ).
On montre queβ0(K ) correspond au nombre de com-
posantes connexes du complexe K , β1(K ) au nombre
de cycles, β2(K ) au nombre de cavités... On montre
également que les nombres de Betti sont des inva-
riants topologiques, c’est-à-dire que si K et L sont
deux complexes simpliciaux dont les espaces qui les
réalisent sont homéomorphes, alors βk (K ) = βk (L),
pour tout k ≥ 0.

La terminologie nombre de Betti a été introduite
par Henri Poincaré dans [12, §6.] en l’hommage à son
ami Enrico Betti.

3.3. Calcul de l’homologie

Le calcul effectif des nombres de Betti d’un com-
plexe simplicial K peut se faire via la méthode de ré-
duction par forme normale de Smith des matrices as-
sociées aux opérateurs bords ∂, comme dans [10, 4].
La k-ème matrice bord [∂k ] encode la décomposition
du bord de chaque k-simplexe en fonction de ses
(k − 1)-faces. De façon explicite, [∂k ] j

i est égal à 1, si
le i -ème (k − 1)-simplexe est une face du j -ème k-
simplexe, et 0 sinon. On montre alors que le k-ième
nombre de Betti du complexe K s’obtient par la for-
mule suivante :

βk (K ) = rang(Ck (K ))− rang([∂k ])− rang([∂k+1]).

Le calcul de ces rangs peut s’effectuer par réduction à
la forme normale de Smith des matrices bords de K .
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4. La persistance topologique selon une filtration

4. La persistance topologique se-
lon une filtration

4.1. Filtration d’un complexe simplicial

La persistance d’un complexe simplicial K se cal-
cule selon une filtration du complexe, qui consiste à
ordonner l’ensemble de ses simplexes afin de le dé-
composer en sous-niveaux, comme nous l’avions fait
précédemment avec la fonction f de la figure 1. For-
mellement, une filtration de K est définie par une
suite (Ki )i de sous-complexes de K , ordonnés par l’in-
clusion :

;= K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kp = K ,

et telle que pour tout 0 ≤ i < p, Ki+1 = Ki ∪ {σ}, où σ

est un simplexe de K n’appartenant pas à Ki .

La persistance topologique sur le complexe K se-
lon cette filtration consiste en l’étude de l’évolution
de la topologie des sous-complexes Ki . Le point es-
sentiel dans le calcul de la persistance réside donc
dans la méthode de filtration choisie. Par exemple,
pour une fonction f à valeurs réelles, définie sur les
sommets de K , on associe à tout k-simplexe σ de
sommets u0, . . . ,uk la valeur

f (σ) = max
0≤i≤k

f (ui ).

On ordonne ainsi tous les simplexes de K en fonction
des valeurs de f et on en déduit une filtration de K
par les sous-niveaux de Ka := f −1((−∞, a]) de f .

4.2. Homologie persistante

Donnons-nous une filtration (Ki )0≤i≤p d’un com-
plexe simplicial K . Pour tous j ≤ `, l’inclusion K j ⊂ K`

induit une application linéaire h j ,`
k : Hk (K j ) → Hk (K`)

pour tout k ≥ 0. Ainsi, la filtration (Ki )i induit une
suite d’applications linéaires

Hk (K0) → Hk (K1) →···→ Hk (Kp ) = Hk (K ),

pour chaque dimension k ≥ 0.

En notant respectivement Z j
k (K ) et B j

k (K ) les
sous-espaces vectoriels formés des k-cycles et des k-
bords du sous-complexe K j , on définit le k-ème es-
pace d’homologie persistante de K comme le quotient

H j ,`
k (K ) = Z j

k (K )/(B`
k (K )∩Z j

k (K )),

qui consiste en les classes d’homologie du sous-
complexe K j qui sont encore en vie dans le complexe
K`. La dimension de cet espace homologique est ap-

pelé le k-ème nombre de Betti persistant et noté β j ,`
k .

Une classe d’homologie c de Hk (K j ) est dite naître

en K j lorsque c ∉ H j−1, j
k (K ). On dit qu’elle disparaît

dans K` si elle s’annule dans Hk (Kl ) sans être nulle
dans Hk (Kl−1), c’est-à-dire h j ,`−1

k (c) ∉ H j−1,`−1
k (K ) et

h j ,`
k (c) ∈ H j−1,`

k (K ), comme illustré par la figure 8. La
différence d’indice `− j est alors appelée l’indice de
persistance de la classe d’homologie c.

4.3. Diagrammes de persistance

On peut représenter l’information de la persis-
tance avec des diagrammes de dimension 2, comme
nous l’avions fait dans notre premier exemple avec
les diagrammes de persistance des figures 2 et 4. On

montre que le nombre µ j ,`
k de classes d’homologie en

dimension k qui naissent en K j et disparaissent en K`

est donné par la formule

µ
j ,`
k = (β j ,`−1

k −β j ,`
k )− (β j−1,`−1

k −β j−1,`
k ).

Le diagramme de k-ème persistance de la filtration
(Ki )i est un multi-ensemble obtenu en traçant dans le
plan réel étendu chaque point (a j , a`) correspondant
à un couple de classes d’homologies appareillées,

avec sa multiplicité µ j ,`
k . Certains points peuvent être

confondus et d’autres peuvent avoir des coordonnés
infinis. Par définition, tous les points sont au-dessus
de la diagonale et la distance d’un point à la diagonale
représente la persistance des classes homologiques
correspondantes.

4.4. Calcul de la persistance

Les nombres de Betti persistants peuvent être cal-
culés avec la méthode de la forme normale de Smith
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4.5. Stabilité des diagrammes de persistance

comme dans la section précédente. Les paires de per-
sistance peuvent être également calculées à partir
d’un algorithme similaire. Considérons un complexe
simplicial K constitué de n simplexes σ1, . . . ,σn et
fixons une filtration (Ki )i de K . On ordonne les sim-
plexes selon la filtration de telle façon que si τ est une
face d’un simplexe σ, alors τ ≺σ. Définissons la ma-
trice bord associée à la filtration du complexe, comme
la matrice [∂] de Mn(Z/2Z), dont la j -ème colonne re-
présente les faces de codimension 1 du simplexe σ j ,

i.e., [∂] j
i = 1, si σi est une face de codimension 1 de σ j

et 0 sinon. Notons b( j ) le numéro de la ligne conte-
nant le coefficient 1 le plus bas dans la colonne j . Si la
colonne j est nulle, alors b( j ) est non défini. La ma-
trice bord est dite réduite si b( j ) 6= b( j0) pour toutes
colonnes non nulles j 6= j0.

Par construction, la matrice [∂] est triangulaire
strictement supérieure, mais n’est pas réduite en gé-
néral. L’algorithme suivant transforme la matrice [∂]
en une matrice réduite R.

R ← [∂]
pour ( j = 1 à n) faire
tant que (∃ j0 < j | b( j0) = b( j )) faire

j ← j + j0

fin tant que
fin pour

On montre que le k-ème nombre de Betti du com-
plexe K est obtenu par la formule

βk (K ) = Zk (R)−Bk (R),

où Zk (R) est le nombre de colonnes nulles et Bk (R)
celui de colonnes non nulles, correspondantes à des
k-simplexes du complexe K .

On peut alors extraire de la matrice R les paires
de persistance. En effet, si b( j ) = i > 0, alors le sim-
plexeσ j va s’appareiller avec le simplexeσi pour faire
mourir une classe d’homologie. Si b( j ) = 0, alors le
simplexeσ j va créer un nouveau cycle et donc donner
naissance à une nouvelle classe d’homologie. Dans

ce cas, s’il n’existe pas de k tel que b(k) = j , alors
la classe d’homologie ne disparaît pas avec la filtra-
tion, on parle de cycle essentiel. Les paires de persis-
tance sont ainsi les couples (σb(i ),σi ), où i est tel que
b(i ) 6= 0.

Le coût de cet algorithme est cubique en le
nombre de simplexes. Dans les applications pra-
tiques, le nombre de simplexes peut être très grand et
la matrice bord être une matrice creuse. Le premier al-
gorithme rapide de calcul de l’homologie persistante
a été introduit dans [7] avec une implémentation par
des matrices creuses.

4.5. Stabilité des diagrammes de persis-

tance

Nous terminons par un résultat de stabilité ob-
tenu dans [3] pour des fonctions définies sur un com-
plexe simplicial. Considérons deux fonctions f et g
définies sur les sommets d’un complexe simplicial K
et les deux filtrations de K associées. Soient D f et Dg

les diagrammes de persistance de K associés à ces fil-
trations. On définit la distance bottleneck entre ces
diagrammes en posant :

dB (D f ,Dg ) = i n f
γ

sup
x∈D f

||x −γ(x)||∞,

où γ : D f → Dg parcourt l’ensemble des bijections
de multi-ensembles. Le résultat de stabilité suivant,
montré dans [3], établit que

dB (D f ,Dg ) ≤ sup
x

| f (x)− g (x)|,

où x parcourt l’ensemble des sommets du com-
plexe K . Ce résultat montre que de petites variations
sur les fonctions f et g impliquent de petites varia-
tions sur les diagrammes de persistance associés re-
lativement à la distance bottleneck.
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0 0 0 0

· · ·

Hk (K j−1) Hk (K j )

H
j−1, j
k (K )

Hk (K`−1)

H
j−1,`−1
k (K )

Hk (K`))

H
j−1,`
k (K )

c h j ,`−1
k (c)

h j ,`
k (c)

FIGURE 8 – La classe d’homologie c née dans K j et disparaît dans K` d’indice de persistance `− j .

Pour en savoir plus

Le livre d’Edelsbrunner et Harer [6] présente les principales méthodes de la topologie algorithmique. Les
constructions esquissées dans cette note y sont très largement développées. Les articles [5] et [2] constituent éga-
lement de très bonnes introductions au sujet et présentent de nombreux exemples applicatifs. Nous renvoyons le
lecteur qui voudrait en savoir plus sur les notions de complexes simpliciaux et de constructions homologiques à
[10] et [9]. Les procédés classiques de filtration d’un complexe simplicial associé à un nuage de points sont pré-
sentés dans [6]. La notion d’appariement homologique apparaît déjà dans les travaux de Barannikov dans [1], où
la notion de code barre relativement à une filtration est introduite sous la terminologie de forme canonique.
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