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11.3.2 Exercice. — Dans un pays, on étudie la migration de population entre les zones rurales

et les zones urbaines. Chaque année, un tiers de la population des campagnes migre vers les

villes, pendant qu’un quart de la population des villes va habiter dans des zones rurales. On

notera uk et rk la proportion de population urbaine et rurale respectivement l’année k.

1. Étant donnée une répartition initiale u0 et r0, quelle est la répartition de population l’année

k entre ces deux zones géographiques?

2. Quelle est à terme la répartition des populations entre ces deux zones géographiques?

3. Les zones urbaines seront-elles complètement désertées ?

11.3.3 Exercice. — On considère deux espèces A et B qui coexistent dans un même environ-

nement naturel. On étudie deux situations d’évolution de ces espèces.

Dans une première situation, on suppose que les deux espèces sont en compétition : le

nombre d’individus d’une espéce augmente proportionnellement au nombre d’individus de cette

même espèce et décroit proportionnellement au nombre d’individus de l’autre espèce.

1. Si la population de chaque espèce augmente de deux fois le nombre d’individus de l’espèce

et décroit d’une fois le nombre d’individus de l’autre espèce, déterminer à chaque instant le

nombre d’individus de chaque espèce lorsque initiallement il y a 100 individus de l’espèce

A et 200 individus de l’espèce B.

2. Est-ce qu’une des espèces est en voie d’instinction ? Si oui, au bout de combien de temps.

Dans une deuxième situation, on suppose que les deux espèces vivent en symbiose de la

façon suivante. Le nombre d’individus de chaque espèce augmente d’une fois le nombre

d’individus de l’autre espèce et décroit d’une fois le nombre d’individus de la même espèce.

3. Si initiallement les espèces A et B sont respectivement composées de 200 et 400 individus,

déterminer à chaque instant la population de chaque espèce.

4. Que se passe-t-il à long terme ?
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Dans le chapitre 9, nous avons montré que toute matrice A de Mn(K) dont le polynôme

caractéristique est scindé se décompose en une somme

A = D+N,

formée d’une matrice D diagonalisable et d’une matrice N nilpotente qui commutent entre

elles. Dans ce chapitre, nous appliquons cette décomposition matricielle au calcul de puissances

et d’exponentielles de matrices, avec pour objectif l’étude des systèmes d’évolution discrets et

les systèmes d’équations différentielles linéaire à coefficients constants.

§ 1 Calcul des puissances d’une matrice

10.1.1 Proposition. — Soit A une matrice de Mn(K) dont le polynôme caractéristique est

scindé :

pA = (−1)n(x− λ1)
n1 . . . (x− λp)

np .

Soient Πλ1
, . . . ,Πλp

les projecteurs spectraux de la matrice A.

i) Si A est diagonalisable, alors, pour tout entier naturel k > 0, on a

A
k = λk

1Πλ1
+ . . .+ λk

pΠλp
. (10.1)

1
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ii)SiAn’estpasdiagonalisable,alors,pourtoutentiernaturelk>0,ona

A
k
=

p
∑

i=1

ki−1 ∑

j=0

(

k

j

)

λ
k−j
i(A−λi1n)

j
Πλi,(10.2)

oùkiestl’ordredemultiplicitédelavaleurpropreλidanslepolynômeminimaldeA.

Preuve.Montronsl’assertioni).D’aprèslethéorèmededécompositionspectralealgébrique,

théorème9.2.9,silamatriceAestdiagonalisable,ilexisteunedécomposition

A=λ1Πλ1+...+λpΠλp,

avecΠλiΠλj=0,sii6=j,etΠ
2
λi=Πλi,pourtouti.Onendéduitlarelation(10.1).

Montronsl’assertionii).D’aprèslethéorèmededécompositionspectralealgébrique,théorème

9.2.9,ilexisteunedécomposition

A=D+N,

avec

D=λ1Πλ1+...+λpΠλpetN=(A−λ11n)Πλ1+...+(A−λp1n)Πλp.

DansladécompositiondelamatriceN,lamatrice(A−λi1n)Πλiestnilpotentd’indiceki,
l’ordredemultiplicitédelaracineλidanslepolynômeminimaldeA.Lesprojecteursspectraux

satisfontΠλiΠλj=0,sii6=j,etΠ
2
λi=Πλi,pourtouti.Parsuite,pourtoutentierk,ona

D
k
=

p
∑

i=1

λ
k
iΠλietN

k
=

p
∑

i=1

(A−λi1n)
k
Πλi.

LesmatricesDetNcommutent,i.e.,DN=ND,doncd’aprèslaformuledubinôme,ona:

A
k
=(D+N)

k
=

k
∑

j=0

(

k

j

)

D
k−j

N
j
.(10.3)

Parsuite,

A
k
=

k
∑

j=0

p
∑

i=1

(

k

j

)

λ
k−j
i(A−λi1n)

j
Πλi,

=

p
∑

i=1

ki−1 ∑

j=0

(

k

j

)

λ
k−j
i(A−λi1n)

j
Πλi.

D’oùlarelation10.2.�

10.1.2.Exemple.—SoitAlamatricedeM3(R)donnéepar

A=





1−4−4
8−11−8
−885





.
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L’évolutiondesdeuxpopulationsestdécriteparunsystèmed’équationscouplées:
∣

∣

∣

∣

uk+1=1/2uk+1/4rk
rk+1=1/2uk+3/4rk

quis’écritmatriciellementsouslaforme:

[uk+1rk+1]=[ukrk]

[

1/21/2
1/43/4

]

.

Lamatrice

A=

[

1/21/2
1/43/4

]

estappeléelamatricedetransitiondusystème.Silarépartitiondepopulationinitiale,l’année

0,est[u0r0],onmontreparrécurrenceque,pourtoutk,

[ukrk]=[u0r0]A
k
.(11.4)

Larelation(11.4)exprimelarépartitiondelapopulationlak-ièmeannée.

Déterminonslarépartitiondelapopulationàterme.Ils’agitdecalculerlim
k→+∞

[ukrk].Or

lim
k→+∞

[ukrk]=[u0r0]lim
k→+∞

A
k
.

Calculonslim
k→+∞

A
k
.LepolynômecaractéristiquedeAestpA=(x−1)(x−1/4).DoncAest

diagonalisable.NotonsΠ1etΠ1

4

lesprojecteursspectrauxdeA.Ona

A=Π1+
1

4
Π1

4

.

DoncA
k
=Π1+

(

1
4

)

k
Π1

4

.Parsuite

lim
k→+∞

A
k
=Π1.

PourdéterminerΠ1,onconsidèrelesystème
∣

∣

∣

∣

∣

12=Π1+Π1

4

,

A=Π1+
1
4Π1

4

.

D’onondéduitΠ1

4

=12−Π1etΠ1=
4

3
(A−

1

4
12).D’où

Π1=
1

3

[

12
12

]

.

Onadonc

lim
k→+∞

[ukrk]=
1

3
[u0r0]

[

12
12

]

,

=
1

3
[u0+r02u0+2r0],

=[
1

3

2

3
].

Aterme,ilyauradoncuntiersdelapopulationtotaleenzoneurbaineetdeuxtiersenzone

rurale.Notonsquecetteproportionestindépendantedelarépartitioninitialedespopulations

entrelesdeuxzones.
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FIGURE 11.1 – Leonardo Fibonacci

§ 3 Dynamique de populations

La dynamique des populations cherche à expliquer l’évolution dans le temps en nombre et

en composition de populations biologiques. On peut s’intéresser à des populations humaines,

animales, végétales, ou encore microbiennes.

Notre premier exemple est un problème de migration de populations entre deux zones

géographiques.

11.3.1. Migration de populations. — On considère le problème de migration de population

entre les zones urbaines et les zones rurales. Chaque année, un mouvement de population entre

ces deux zones s’opère de la façon suivante :

- la moitié des habitants en zone urbaine partent habiter en zone rurale, alors que l’autre moitié

reste résidante en zone hurbaine,

- un quart des habitants en zone rurale rejoignent une zone hurbaine, les trois quarts restant en

zone rurale.

Le mouvement de population est indiqué par la figure 11.2

FIGURE 11.2 – Mouvement de population

Étant donné une répartition initiale, l’année k = 0, de la population entre les deux zones,

quelle sera la répartition de population la k-ième année? Est-ce que toute la population va au

bout d’un certain temps toute se retrouver en zone rurale?

Notons rk la proportion de la population totale qui habite en zone rurale au terme de la k-

ième année et uk la proportion de population qui habite en zone urbaine au terme de cette même

année. S’agissant de proportion de population, on a, pour toute année k,

rk + uk = 1.
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Nous avons vu en 9.2.12, que la matrice A est diagonalisable et de spectre Sp(A) =
{−3, 1}. On a la décomposition spectrale :

A = Π1 − 3Π−3,

d’où, pour entier naturel k,

A
k = Π1 + (−3)kΠ−3.

D’après l’expression (9.7) des projecteurs en fonction de A, on déduit que :

A
k =

1

4
(1− (−3)k)A+

1

4
(3 + (−3)k)13.

10.1.3. Exemple. — Considérons la matrice A de M3(R) définie par

A =





3 −1 1
2 0 1
1 −1 2



 .

On a vu en 9.2.11 que la matrice A, de spectre Sp(A) = {1, 2}, n’est pas diagonalisable. Il

existe une décomposition

A = D+N

en la somme d’une matrice diagonalisable et d’une matrice nilpotent, donnés par

D = Π1 + 2Π2, N = A−D.

On a D
k = Π1 + 2kΠ2 et N2 = 0. Comme les matrices D et N commutent, et que N

2 = 0,

d’après la formule du binôme (10.3), on a :

A
k =

(

k

0

)

D
k +

(

k

1

)

D
k−1

N.

D’où

A
k = Π1 + 2kΠ2 + k(Π1 + 2k−1Π2)(A− Π1 − 2Π2),

= (1− k)Π1 + kAΠ1 + 2kΠ2 + k2k−1
AΠ2 − k2kΠ2.

soit

A
k = ((1− k)13 + kA)Π1 + (2k(1− k)13 + k2k−1

A)Π2.

§ 2 La fonction exponentielle

10.2.1. De l’exponentielle scalaire à l’exponentielle matricielle. — L’exponentielle réelle ou

complexe peut se définir en utilisant le développement en série, pour tout réel ou complexe x,

on a :

ex =
+∞
∑

k=0

1

k!
xk.

Dans l’expression précédent, si l’on remplace formellement le scalaire x par une matrice A de

Mn(K), on obtient une série de matrices :

+∞
∑

k=0

1

k!
A

k = 1n +A+
1

2!
A

2 +
1

3!
A

3 + . . .
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Onmontrequecettesérieestconvergente,savaleurestappeléel’exponentielledelamatriceA

etestnotée
A

.Danscecours,lapreuvedelaconvergencedecettesériedematricesseraadmise.

Onnoteracependantquelaconvergencedelasérie

+∞
∑

k=0

1

k!
A

k
estuneconséquencedelaversion

scalairedecettesérie.Eneffet,supposonsquelamatriceAsoitdiagonalisable,ilexisteune

décomposition

A=PDP
−1
,avecD=











λ10···0

0λ2
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.0
0···0λp











etoùPestunematriceinversible.OnaA
k
=PD

k
P

−1
,d’où

+∞
∑

k=0

1

k!
A

k
=

+∞
∑

k=0

1

k!
PD

k
P

−1

=P

(

+∞
∑

k=0

1

k!
D

k

)

P
−1

=P











e
λ1

0···0

0e
λ2..

.
..
.

..

.
..

.
..

.0
0···0e

λp











P
−1

Ceciconstitueuneautrefaçondedéfinirl’exponentielled’unematricediagonalisableA;on

pose

e
A
=P











e
λ1

0···0

0e
λ2..

.
..
.

..

.
..

.
..

.0
0···0e

λp











P
−1
.(10.4)

Notonsquecettedéfinitionestindépendanteduchoixdesvecteursdelabasedediagonalisation,

i.e.,indépendantedelamatriceP.Eneffet,onaladécompositionspectrale,théorème9.2.9,

A=λ1Πλ1+...λpΠλp.

Enutilisantlemêmeraisonnement,onmontreque

e
A
=e

λ1
Πλ1+...e

λp
Πλp.

Ladéfinition(10.4)estdoncindépendanteduchoixdesvecteurspropres,i.e.,delamatriceP

choisie.

Lapreuvedurésultatsuivantestadmise.

10.2.2Proposition.—PourtoutematriceAdeMn(K),lasérie

+∞
∑

k=0

1

k!
A

k
=1n+A+

1

2!
A

2
+

1

3!
A

3
+...,

estnormalementconvergentedansL(E).
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Notonsxklenombredecouplesdelapinslek-ièmemois.Lenombredecouplesdelapins

au(k+1)-ièmemoisestégalàlasommedunombredecouplesdelapinsexistantslek-ième

moisetdunombredecouplesdelapinsnouveau-nésle(k+1)-ièmemois,i.e.,xk−1.Onsuppose

queleslapinsnemeurentjamais.

Lepremiermois,ilexisteununiquecoupledelapin,onsupposequ’ils’agitdelapereaux,

onax1=1.Leslapereauxnedeviennentadulteàpartirdedeuxmoisdevie,onax2=1;ils

donnentalorsnaissanceàcoupledelapereauxletroisièmemois:x3=2.Lenombredecouples

delapinsatisfaitlarelationderécurrencesuivante:

xk+1=xk+xk−1.

Lasuite(xk)kainsidéfinieestappeléelasuitedeFibonacci.

11.2.2.Descriptionmatricielle.—LasuitedeFibonacciestunesuiterécurrenced’ordre

deux,cf.11.1.3.Cesystèmes’écritmatriciellementsouslaforme

[

xk

xk+1

]

=F

[

xk−1

xk

]

,avecF=

[

01
11

]

.(11.2)

LepolynômecaractéristiquedelamatriceFestpF=x
2
−x−1.Iladmetlesdeuxracines

réellessuivantes

λ1=
1−

√
5

2
,λ2=

1+
√
5

2
.

LesprojecteursspectrauxΠλ1etΠλ2delamatriceFvérifientlesystèmed’équationssuivant:

∣

∣

∣

∣

12=Πλ1+Πλ2

F=λ1Πλ1+λ2Πλ2

Onendéduitque

Πλ1=
1

λ1−λ2

(F−λ212)etΠλ2=
1

λ2−λ1

(F−λ112).

Lasolutiondel’équation(11.2)estalors

[

xk

xk+1

]

=F
k

[

0
1

]

.(11.3)

OrF
k
=λ

k
1Πλ1+λ

k
2Πλ2,ondéduitde(11.3)l’expressiondexk+1:

xk+1=
λ
k
1

λ1−λ2

(1−λ2)+
λ
k
2

λ2−λ1

(1−λ1).

Ainsi,lenombredecouplesdelapinslek-ièmemoisdel’évolutiondelapopulationest

xk=
1
√
5

(

1+
√
5

2

)

k

−
1
√
5

(

1−
√
5

2

)

k

.
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avec x0, y0, z0 ∈ R.

11.1.3. Suite récurrente d’ordre supérieur. — Les suites récurrentes géométriques d’ordre 1
sont les suites géométriques (uk)k définies par la relation de récurrence :

uk+1 = quk.

Avec la condition initiale u0, le terme général de la suite est uk = u0q
k.

Plus généralement, une suite récurrente géométrique d’ordre p, où p est un entier supérieur

à 1, est une suite (uk)k à valeurs dans K, définie pour tout entier k, par la relation de récurrence

suivante :

uk+p = a0uk + a1uk+1 + . . .+ ap−1uk+p−1, (11.1)

où les coefficients ai sont dans K. La suite (uk)k peut s’écrire sous forme matricielle en considérant

la transposée de la matrice compagnon du polynôme a0 + a1x+ . . .+ ap−1x
p−1 définie par

C =



















0 1 0 . . . 0

0 0 1
...

...
. . . 0

1
0 0 0 1
a0 a1 a2 . . . ap−2 ap−1



















∈ Mp(K).

En posant

xk =











uk

uk+1
...

uk+p−1











,

la relation (11.1) s’écrit sous la forme

xk+1 = Cxk.

Il s’agit d’une suite géométrique à valeurs dans K
p de raison C. Étant donné une condition

initiale u0, u1, . . . , up, on obtient le terme général de la suite par récurrence en calculant les

puissances de C :

xk = C
k
x0.

§ 2 La suite de Fibonacci (1202)

11.2.1. Le problème d’évolution de Fibonacci. — Le problème de Fibonacci est un problème

d’évolution d’une population à ages structurés posé en les termes suivants

≪ Un homme possède un couple de lapins dans un lieu clos et souhaite savoir com-

bien il aura de couples au bout d’un an si par nature chaque couple de lapins

donne naissance à partir de deux mois de vie à un nouveau couple de lapins tous

les mois. ≫
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10.2.3 Proposition. — La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

i) pour toute matrice A de Mn(K) et toute matrice inversible P de Mn(K), on a

eP
−1AP = P

−1eAP.

ii) pour toute matrice A de Mn(K), la matrice eA est inversible et

(eA)−1 = e−A.

Preuve. Montrons i). On a

eP
−1AP =

+∞
∑

k=0

1

k!
(P−1

AP)k =
+∞
∑

k=0

1

k!
P

−1
A

k
P = P

−1eAP.

L’assertion ii) découle de la proposition précédente. En effet, on a :

eAe−A = e−AeA = eA−A = e0 = 1n.

�

10.2.4. Décomposition spectrale et exponentielle d’une matrice. — La décomposition spec-

trale des matrices nous permet d’exprimer l’exponentielle d’une matrice en terme de ses pro-

jecteurs spectraux.

10.2.5 Proposition. — Soit A une matrice de Mn(K) dont le polynôme caractéristique est

scindé :

pA = (−1)n(x− λ1)
n1 . . . (x− λp)

np .

i) Si A est diagonalisable, alors

eA = eλ1Πλ1
+ . . .+ eλpΠλp

, (10.5)

où les Πλi
désignent les projecteurs spectraux de A.

ii) Si A n’est pas diagonalisable, alors

eA =

p
∑

i=1

ki−1
∑

k=0

eλi

k!
(A− λi1n)

kΠλi
, (10.6)

où les Πλi
désignent les projecteurs spectraux de A.

Preuve. Montrons l’assertion i). Supposons que A soit diagonalisable, d’après le théorème

9.2.9, on a

A = λ1Πλ1
+ . . .+ λpΠλp

.
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Pourtouti∈J1,pK,onaΠ
2
λi=Πλietpourtousi,j∈J1,pKtelsquei6=j,onaΠλiΠλj=0.

Parsuite,

e
A
=

+∞
∑

k=0

1

k!
A

k
=

+∞
∑

k=0

p
∑

i=1

λ
k
i

k!
Πλi=

p
∑

i=1

+∞
∑

k=0

λ
k
i

k!
Πλi,

d’oùlarelation(10.5).

Montronsl’assertionii).SupposonsqueAsoitnondiagonalisable,d’aprèslethéorème

9.2.9,ilexisteunedécomposition

A=D+N,

avec

D=λ1Πλ1+...+λpΠλp,N=(A−λ11n)Πλ1+...+(A−λp1n)Πλp,

etoù,pourtouti∈J1,pK,lamatrice(A−λi1n)Πλiestnilpotente,d’indicedenilpotence

l’ordredemultiplicitékidelaracineλidanslepolynômeminimaldeA.

D’aprèsi),ona

e
D
=

p
∑

i=1

e
λi
Πλi.

D’autrepart,ona:

e
N
=

+∞
∑

k=0

1

k!
N

k
=

+∞
∑

k=0

p
∑

i=1

1

k!
(A−λi1n)

k
Πλi,

=

p
∑

i=1

ki−1 ∑

k=0

1

k!
(A−λi1n)

k
Πλi.

Enfin,commelesmatricesDetNcommutent,onendéduitlarelation(10.6):

e
A
=e

D
e
N
=

p
∑

i=1

ki−1 ∑

k=0

e
λi

k!
(A−λi1n)

k
Πλi.

�

§3Exercices

10.3.1Exercice.—SoitAunematricedeMn(C).

1.Montrerque

dete
A
=e

trace(A)
.

2.MontrerquesiAestnilpotent,alors

Ker(e
A
−1n)=Ker(A).

3.Calculerl’exponentielledesmatricessuivantesdeM2(C):

[

λ10
0λ2

]

,

[

λθ
0λ

]

,

[

λ0
θλ

]

,

[

λθ
θλ

]

,

[

λ−θ
θλ

]

.

CHAPITRE

11

Systèmesdynamiquesdiscrets
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§1Lessuitesrécurrentes

11.1.1.Suitesrécurrentescouplées.—Lecalculdespuissancesd’unematricepeuts’appli-

queràlarésolutionduproblèmesdesuitesrécurrentescouplées.Soientdeuxsuites(uk)ket

(vk)krécurrentescoupléesdelafaçonsuivante:
∣

∣

∣

∣

uk+1=auk+bvk
vk+1=cuk+dvk.

aveclesconditionsinitiales(u0,v0).Naturellementseproblèmeseposeenlesmêmestermes

pourunnombrearbitrairedesuites.

Enposantxk=

[

uk

vk

]

,lesystèmes’écrit

xk+1=Axk,avecA=

[

ab
cd

]

.

Onmontreparrécurrencequ’alors

xk=A
k
x0,avecx0=

[

u0

v0

]

.

11.1.2Exercice.—Résoudrelesystèmelinéairerécurrentsuivant:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

xk=xk−1+zk−1

yk=yk−1+zk−1

zk=2zk−1

1
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10.3.2 Exercice. — Soit A une matrice de Mn(K) vérifiant

(A− 1n)
2(A− 21n) = 0.

1. Montrer que

K
n = Ker(A− 1n)

2 ⊕Ker(A− 21n).

Soient Π2 la matrice de la projection de Kn sur Ker(A−21n) parallèlement à Ker(A−1n)
2

et Π1 la matrice de la projection sur Ker(A−1n)
2 parallèlement à Ker(A−21n) exprimées

dans la base canonique de K
n.

2. Établir les relations suivantes

eAΠ1 = e2Π1, eAΠ2 = eAΠ2.

3. Exprimer en fonction de A les matrices Π1 et Π2.

4. En déduire une expression de eA en fonction de A.

10.3.3 Exercice. — Soit A la matrice de M3(R) définie par

A =





5 1 3
4 3 4
−1 −1 1



 .

1. Exprimer, pour tout entier k ≥ 0, la matrice A
k en fonction de A.

2. Exprimer, pour tout réel t, la matrice etA en fonction de A.

3. Répondre aux mêmes questions avec les matrices suivantes

B =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 , C =





−1 1 3
−2 2 2
−2 1 4



 .

10.3.4 Exercice. — On considère la matrice de Mn+1(R) suivante

A =







1 · · · 1 −n
...

...
...

1 · · · 1 −n







dont les n premières colonnes sont égales.

1. Calculer le rang de A.

2. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont égales.

3. La matrice A est-elle diagonalisable?

4. Calculer etA, pour tout réel t.
5. Déterminer trois fonctions réelles α(t), β(t) et γ(t) telles que

α′(t) = β′(t) = γ′(t) = α(t) + β(t)− 2γ(t),

et α(0) = 0, β(0) = 1 et γ(0) = 2.

6. Montrer que si N ∈ Mn(R) est nilpotente, les solutions du système linéaire

x(t)′ = Nx(t)

sont des polynômes de degré inférieur ou égal à n.
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10.3.5Exercice.—OnconsidèredansMn(R),n≥2,lamatrice

A=











ab...b

ba
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.b
b...ba











.

1.DéterminerlepolynômeminimaldeA.

2.MontrerqueAestdiagonalisable.

3.DonneruneconditionnécessaireetsuffisantesuraetbpourqueAsoitinversible.Dansle

casoùAestinversible,calculerl’inversedeA.

4.CalculerA
k
,pourtoutentierk.

5.Calculere
tA

,pourtoutréelt.

10.3.6Exercice.—OnconsidèrelamatricesuivantedeM4(R)

A=









1a
2

a
2

a
11a1
1a11
aa

2
a
2

1









étudiéedansl’exercice9.3.5.Onsupposequeaestnonnul.

ExprimerlesmatricesA
k
,pourtoutentiernaturelk,ete

A
enfonctiondelamatriceA.

10.3.7Exercice.—Onconsidèrelamatrice

A=













52222
25222
22522
22252
22225













.

CalculerlespuissancesA
n
,n∈N,detroisfaçonsdifférentes:

i)enutilisantlesprojecteursspectraux,

ii)enexploitantlefaitquelepolynômeminimaldelamatriceAestdedegré2,

iii)enexploitantlefaitquelamatriceAestdiagonalisable.

10.3.8Exercice(CombiendecheminsmènentàRome?).—Voiciunproblèmeexraitdulivre

dePierreGabriel
1
,

Z//

��

W
oo

R

>>

≪UnpilotevoletouslesjoursversunedestroisvillesR,W,Z.Lafigureci-dessus

indiquelestrajetsjournaliersautorisés:untrajetdeRversW,untrajetdeW
versZ,undeZversRetundeZversW.Àcôtédecestrajetsjournaliers(de

≪longueur1≫),nousconsidéronslesitinéraires(composés)delongueurn,qui

décriventlescheminspossiblesparcouruspendantnjoursconsécutifs.Ainsideux

itinérairesdelongueur4mènentdeZàW,alorsqu’iln’yenaqu’undeZàR:

1.Matrices,géométrie,algèbrelinéaire,PierreGabriel,Cassini,2001.
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Z−→R−→W−→Z−→W

Z−→W−→Z−→R−→W

Z−→R−→W−→Z−→R

Cherchonslenombred’itinérairesdelongueur100deZversR.Pourcela,nous

numérotonsrespectivement1,2,3lesvillesR,W,ZetdésignonsparM
i
jlenombres

detrajets(delongueur1)dejài.

1.ÉcrirelamatriceMforméedescoefficientsM
i
j.

2.Montrerquelenombred’itinérairesdelongueurndejàiestégalaucoefficient(M
n
)
i
jde

lamatriceM
n
.

3.Calculerlenombred’itinérairesdelongueur100deZversR.

4.DéterminerlesvaleurspropresdelamatriceM.

5.LamatriceMest-ellediagonalisable?


