CHAPITRE 11. SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

11.3.2 Exercice.— Dans un pays, on étudie la migration de population entre les zones rurales
et les zones urbaines. Chaque année, un tiers de la population des campagnes migre vers les
villes, pendant qu’un quart de la population des villes va habiter dans des zones rurales. On
notera uy, et ry la proportion de population urbaine et rurale respectivement 1’année k.

1. Etant donnée une répartition initiale u et 7, quelle est la répartition de population 1’année
k entre ces deux zones géographiques ?

2. Quelle est a terme la répartition des populations entre ces deux zones géographiques ?

3. Les zones urbaines seront-elles completement désertées ?

11.3.3 Exercice.— On considere deux especes A et B qui coexistent dans un méme environ-
nement naturel. On étudie deux situations d’évolution de ces especes.

Dans une premicre situation, on suppose que les deux especes sont en compétition : le
nombre d’individus d’une espéce augmente proportionnellement au nombre d’individus de cette
méme espece et décroit proportionnellement au nombre d’individus de I’autre espece.

1. Si la population de chaque espece augmente de deux fois le nombre d’individus de I’espece
et décroit d’une fois le nombre d’individus de I’autre espece, déterminer a chaque instant le
nombre d’individus de chaque espéce lorsque initiallement il y a 100 individus de 1’espece
A et 200 individus de ’espece B.

2. Est-ce qu’une des especes est en voie d’instinction ? Si oui, au bout de combien de temps.

Dans une deuxiéme situation, on suppose que les deux especes vivent en symbiose de la
fagon suivante. Le nombre d’individus de chaque espéce augmente d’une fois le nombre
d’individus de I’autre espece et décroit d’une fois le nombre d’individus de la méme espece.

3. Si initiallement les especes A et B sont respectivement composées de 200 et 400 individus,
déterminer a chaque instant la population de chaque espece.
4. Que se passe-t-il a long terme ?
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Dans le chapitre 9, nous avons montré que toute matrice A de M,,(K) dont le polyndme
caractéristique est scindé se décompose en une somme

A=D+N,
formée d’une matrice D diagonalisable et d’une matrice IN nilpotente qui commutent entre
elles. Dans ce chapitre, nous appliquons cette décomposition matricielle au calcul de puissances

et d’exponentielles de matrices, avec pour objectif 1’étude des systémes d’évolution discrets et
les systemes d’équations différentielles linéaire a coefficients constants.

§1 Calcul des puissances d’une matrice

10.1.1 Proposition. — Soit A une matrice de M,,(K) dont le polyndme caractéristique est
scindé :
pa = (—D"(@—= )" ... (x —\)"™.

Soient IIy,, ..., II, les projecteurs spectraux de la matrice A.

i) Si A est diagonalisable, alors, pour tout entier naturel £ > 0, on a

AR = NI, + .+ AT, (10.1)
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CHAPITRE 11. SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS

FIGURE 11.1 — Leonardo Fibonacci

§3 Dynamique de populations

La dynamique des populations cherche a expliquer 1’évolution dans le temps en nombre et
en composition de populations biologiques. On peut s’intéresser a des populations humaines,
animales, végétales, ou encore microbiennes.

Notre premier exemple est un probleme de migration de populations entre deux zones
géographiques.

11.3.1. Migration de populations.— On consideére le probleme de migration de population
entre les zones urbaines et les zones rurales. Chaque année, un mouvement de population entre
ces deux zones s’opere de la facon suivante :

- la moitié des habitants en zone urbaine partent habiter en zone rurale, alors que 1’autre moitié
reste résidante en zone hurbaine,

- un quart des habitants en zone rurale rejoignent une zone hurbaine, les trois quarts restant en
zone rurale.

Le mouvement de population est indiqué par la figure 11.2

Zone
urbaine

FIGURE 11.2 — Mouvement de population

50% 75%

Etant donné une répartition initiale, I’année k£ = 0, de la population entre les deux zones,
quelle sera la répartition de population la k-ieme année ? Est-ce que toute la population va au
bout d’un certain temps toute se retrouver en zone rurale ?

Notons 7y, la proportion de la population totale qui habite en zone rurale au terme de la k-
iéme année et uy, la proportion de population qui habite en zone urbaine au terme de cette méme
année. S’agissant de proportion de population, on a, pour toute année k,

e+ up = 1.

CHAPITRE 10. FONCTIONS DE MATRICES

Nous avons vu en 9.2.12, que la matrice A est diagonalisable et de spectre Sp(A) =
{—3,1}. On a la décomposition spectrale :

A = H1 - 31—[,37
d’ou, pour entier naturel k,
Ak = H] Jr (73)}61—[,3.
D’apres I’expression (9.7) des projecteurs en fonction de A, on déduit que :
1
k_ =

A
4

(1= (-3))A + 16+ (=31,

10.1.3. Exemple.— Considérons la matrice A de M3(R) définie par
3 -1

A=1]12 0
1 -1

DN

On a vu en 9.2.11 que la matrice A, de spectre Sp(A) = {1, 2}, n’est pas diagonalisable. Il
existe une décomposition
A=D+N

en la somme d’une matrice diagonalisable et d’une matrice nilpotent, donnés par
D =TI, + 211, N=A-D.

On a D¥ = TI; + 2*II, et N? = 0. Comme les matrices D et N commutent, et que N? = 0,
d’apres la formule du binéme (10.3), ona:

wee (o (o
0 1

AR =TI, 4 2%T0, + k(T + 287 1L,) (A — T, — 2I1,),
= (1 — k)T, + kATI, + 28T, + k28T ATL, — k25,

soit
AF = (1= k)13 + kAT + (2F(1 — k)15 + k25 L A)TL,.
§2 La fonction exponentielle

10.2.1. De I’exponentielle scalaire a I’exponentielle matricielle. — L’exponentielle réelle ou
complexe peut se définir en utilisant le développement en série, pour tout réel ou complexe z,

ona:
+o00

et = g 'xk.
k=0

Dans I’expression précédent, si I’on remplace formellement le scalaire = par une matrice A de
M,,(K), on obtient une série de matrices :

|

1 1 1
Z —A"‘:1W+A+§A2+§A3+...
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CHAPITRE 11. SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS
avec g, Yo, 20 € R.

11.1.3. Suite récurrente d’ordre supérieur.— Les suites récurrentes géométriques d’ordre 1
sont les suites géométriques (uy,);, définies par la relation de récurrence :

Upp1 = QU

Avec la condition initiale u, le terme général de la suite est u;, = ugq®.

Plus généralement, une suite récurrente géométrique d’ordre p, ou p est un entier supérieur
a1, est une suite (uy), a valeurs dans K, définie pour tout entier k, par la relation de récurrence
suivante :

Utp = AoUg + Q1UKs1 + -+ Ap 1 Upyp1, (11.1)

ou les coefficients a; sont dans K. La suite (uy )5 peut s’écrire sous forme matricielle en considérant

la transposée de la matrice compagnon du polyndme ag + a1 + . . . + a,_;2P~* définie par

0 1 0 0
0 0 1
C= 0 | e M,(K)
1
0 0 0 1
Gy ap az ... QAp_z Qap_q
En posant
Uk
Uk+1
Xk = .
Uk4p—1

la relation (11.1) s’écrit sous la forme
X1 = Cxy.

1l s’agit d’une suite géométrique a valeurs dans K” de raison C. Etant donné une condition
initiale ug, u1, . .., up, on obtient le terme général de la suite par récurrence en calculant les
puissances de C :

X = Ckxo.

§2 La suite de Fibonacci (1202)

11.2.1. Le probleme d’évolution de Fibonacci.— Le probleme de Fibonacci est un probléme
d’évolution d’une population a ages structurés posé en les termes suivants

< Un homme posséde un couple de lapins dans un lieu clos et souhaite savoir com-
bien il aura de couples au bout d’un an si par nature chaque couple de lapins
donne naissance a partir de deux mois de vie a un nouveau couple de lapins tous
les mois. >

CHAPITRE 10. FONCTIONS DE MATRICES

10.2.3 Proposition. — La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

i) pour toute matrice A de M,,(K) et toute matrice inversible P de M,,(K), on a
PTIAP — prloAp,
ii) pour toute matrice A de M., (K), la matrice e est inversible et

(eA)—l — e—A.

Preuve. Montrons i). On a

+00 +00
-1 1 1
P 1AP _ -1 k _ —1Akp _ p-1,A
e = kE:(] k’!(P AP)" = kE:(] k’!P AP =P e"P.

L’assertion ii) découle de la proposition précédente. En effet, on a :

Ao A= AA A A0 = 1,.

O

10.2.4. Décomposition spectrale et exponentielle d’une matrice. — La décomposition spec-
trale des matrices nous permet d’exprimer 1’exponentielle d’une matrice en terme de ses pro-
jecteurs spectraux.

10.2.5 Proposition. — Soit A une matrice de M,,(K) dont le polyndme caractéristique est
scindé :
pa = (=1)"(z = A)" (=A™

i) Si A est diagonalisable, alors
et =M, +... + M0, (10.5)

ou les II,, désignent les projecteurs spectraux de A.

ii) Si A n’est pas diagonalisable, alors

k-l

A=Y CA - AL, (10.6)

k!
i=1 k=0

(9]

>~
Il

ou les IT,, désignent les projecteurs spectraux de A.

Preuve. Montrons I’assertion i). Supposons que A soit diagonalisable, d’aprés le théoreme
9.29,0ona
A =ML, + .o+ A,
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CHAPITRE 10. FONCTIONS DE MATRICES CHAPITRE 10. FONCTIONS DE MATRICES

10.3.2 Exercice.— Soit A une matrice de M,,(K) vérifiant
(A-1,)%A-21,)=0.

1. Montrer que
K" = Ker(A — 1,,)? ® Ker(A — 21,,).

Soient I, la matrice de la projection de K™ sur Ker(A —21,,) parallelement a Ker(A —1,,)2
et [1; la matrice de la projection sur Ker(A — 1,,)? parallelement & Ker(A — 21,,) exprimées
dans la base canonique de K".

2. Etablir les relations suivantes

eAH1 = 62H17 EAHQ = EAHQ.

3. Exprimer en fonction de A les matrices I1; et ITs.
4. En déduire une expression de e* en fonction de A.

10.3.3 Exercice.— Soit A la matrice de M3(RR) définie par

5 1 3
A= 4 3 4
-1 -1 1

1. Exprimer, pour tout entier & > 0, la matrice A* en fonction de A.
2. Exprimer, pour tout réel ¢, la matrice e** en fonction de A.
3. Répondre aux mémes questions avec les matrices suivantes

211 -1 13
B=|121]|, C=|-2 2 2
11 2 -2 1 4

10.3.4 Exercice.— On considere la matrice de M,, ;1 (R) suivante

dont les n premieres colonnes sont égales.

. Calculer le rang de A.

. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont égales.

. La matrice A est-elle diagonalisable ?

. Calculer €4, pour tout réel ¢.

. Déterminer trois fonctions réelles «(t), 5(t) et v(t) telles que

[V B NSRS

o (t) =B (t) =~ (t) = alt) + B(t) — 27(1),

eta(0) =0,6(0) =1ety(0) =2.
6. Montrer que si N € M,,(R) est nilpotente, les solutions du systéme linéaire

x(t) = Nx(t)

sont des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.
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