CHAPITRE
12

Systemes dynamiques continus
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Dans ce chapitre, nous abordons le probleme de la résolution de systemes formés de plu-
sieurs équations différentielles linéaires. Dans I’exemple 5.1.2, nous avons exprimé 1’évolution
de la concentration x(t) d’un polluant dans une cuve en fonction du temps par 1’équation

différentielle :
r

d
—Xx(t) = —=x(¢
Sx(t) = —Lx(t),
avec la condition initiale x(0) = py. La solution de cette équation est

x(t) = poe V1.
Dans I’exemple 5.1.5, nous avons considéré le méme probleme mais avec trois cuves. L’ évolution
des concentrations x1(t), z5(t) et z3(t) dans chaque cuve est définie par le systeme différentiel
suivant

dx(t) r
7 =y
dxs(t) r r
2 = )= )
dzs(t r r
37 =g g
Ce systeme s’écrit matriciellement sous la forme
B _ Axw) (12.1)
avec
d(El
x(t) = | () |, %): 2| g A:% 1 -1 0
z5(t) w 0 1 -1
dt
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Nous montrons dans ce chapitreque la solution de I’équation différentielle (12.1) est
x(t) = e py,

ol e est ’exponentielle de la matrice tA. Plus généralement, nous donnons une méthode de
résolution des systemes différentiels de la forme :

dz (t

SO st et
t

da, (1

xdt“ =ayxi(t) + -+ alx,(t)

ou af € Retles z; : R — R sont des fonctions dérivables de variable ¢, qui s’écrit matricielle-
ment sous la forme

dx(t)
) Ax(t
dt X( )7
avec
ai ... af x1(t)
A= | : , et x(t) = ,
al ...oa" (1)
ou o désigne la dérivé du vecteur x ().

51 Systemes différentiels linéaires a coefficients constants

12.1.1. Matrices de variables réelle.— Une matrice de variable réelle t de M., ,,,(K) est une
application
A(-): R — M, ,»(K)
t— A(t)
Les coefficients de A sont alors des fonctions af : R — K. Une matrice est dite constante si
tous ses coefficients sont constants.

La matrice A (t) = [a](t)] de variable réelle ¢ est dite dérivable, si tous ses coefficients sont
des fonctions dérivables. Sa dérivée est alors la matrice

dA(t) [ dal(t)
d  \ dt |’

My (K) — M, 1, (K)

L application
d

% :
est linéaire, i.e., pour toutes matrices A (t) et b(¢) de M., ,,,(K) de variable réelle ¢, et pour tous
scalaires A\, © € K, on a

d dA(t) | db()

AA) +ub(t)) = A— = + u—0p
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i) Pour toutes matrices compatibles A () et b(¢), on a

d dA(t

d
dt

dA(t)

—P.
dt

S (PA{#)P) =P

12.1.2 Proposition. — L’ application 7 satisfait les propriétés suivantes.

_ ) db(t
%(A(t)b(f)) Tb(t) + A(t)T-

ii) Si P est une matrice constante et inversible, pour toute matrice A (t), on a :

lal(1)] et b(t) = [B}(1)]- Ona
(AbY = Y dit]

Preuve. Montrons i). Posons A(t) =

k
Donc
d 4 d , d
- (AbP) = — <Z fﬁ%) > (aib)).
k k
D’ou
dv’
z b] k: "k
B Z L bl
- Y
k k
dA db\’
= b A— ) .
(ﬁ l*( ﬁl
Ainsi
d dA db
Ab —b-+ A
it )i = ( dt dt>

L’assertion ii) est une conséquence immédiate de i). Si P est une matrice constante, on a

dpP
=0. 0
dt

12.1.3 Proposition. — Pour toute matrice constante A, on a

ietA — AetA — etAA.
dt

(12.2)

Preuve. Soit A une matrice diagonalisable de spectre Sp(A) = {\y,. ..,

de décomposition spectrale, ona A = A\ 11y, + ...+ AI0, , d’ou

tA Ait Apt
et =e I, + ...+ e,

Ap}. D’apres le théoréme
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ou les II,, sont les projecteurs spectraux de A. On en déduit que

d
—eh = NI, + 4 AT

dt
p p
— (Z Aimi) (Z eMHM)
=1 =1

= At
Comme e est un polyndme en A, on a Ae'A = ¢!AA.,
Si la matrice A n’est pas diagonalisable, la méthode est la méme. On utilise la relation
suivante qui découle de la décomposition spectrale algébrique :

p ki—1

SA Z Z tkeAithAi-

, k
i=1 k=0
O

12.1.4. Systemes différentiels linéaires. — Un systeme différentiel linéaire du premier ordre
a coefficients constants réels (resp. complexes) est la donnée d’une équation

dx(t)
Sdt
ou t parcourt un intervalle réel I, A € M, (R) (resp. A € M,(C))etv : I — R™ (resp.
v : I — C") est une application.
L’application v est appelée second membre de 1’équation (£). L’ équation homogéne as-
sociée a (€) est I’équation différentielle sans second membre :
dx(t)
Sdt
On appelle solution de (£) toute application x : I — R" (resp. x : I — C") de classe
C! et satisfaisant (£), pour tout réel ¢.

= Ax(t) + v(t) &)

=Ax(t) (&)

12.1.5 Proposition. —

i) L’ensemble des solutions de 1’équation homogene (&) forme un sous-espace vecto-
riel de I’espace vectoriel C*° (I, R") (resp. C>=(I,C")).

ii) La solution générale de 1’équation (&) est la somme d’une solution particuliere de (&)
et d’une solution générale de 1’équation homogene (&).

dx(t
Preuve. Montrons i). De la relation % = Ax(t), on déduit que les solutions x(¢) de

I’équation homogene (&) sont de classe C*. Il est immédiat que toute combinaison linéaire
de solutions de (&) est solution de (&).

Montrons ii). Supposons que y () soit une solution particuliere de I’équation (&) et x(¢) une
solution générale de 1’équation homogene (&). On a

%(X@) —y(t) = A(t) — y(t)).

Par suite x(t) — y(t) est solution de I’équation homogene (&). [
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12.1.6 Théoreme. — La solution de I’équation différentielle (£) avec la condition initiale
x(0) = x existe et est unique. Elle est donnée par

t
x(t) = e'x, +/ el=9Ay (s)ds.
0

Preuve. Nous admettrons 1’unicité. L’existence peut se montrer en utilisant la méthode de la
variation de la constante. D’apres la relation (12.2), pour tout vecteur constant y,

x(t) = ¢y,
est solution de I’équation homogene (&;). On cherche une solution de (£) sous la forme
x(t) = ey (t),

ou y(t) est un vecteur dépendant de ¢. On a :

dx(t) - tA ad (t>
e Acy(t)+e s
dy(t)
:A t tA—.
x(t) +e 7

Comme x(t) est solution de 1’équation (£), on obtient

tAdy(t) _
et = v(t).

La matrice et est inversible. On a donc

dY(t) 7tAV(t).

— L =€

dt
Soit

Donc

Or x(0) = xo donc yo = xg. On a ainsi

t
x(t) = e"xq +/ elt= Ay (s)ds.
0
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12.1.7 Proposition.— La solution de 1’équation homogene (&) avec la condition initiale
X est
x(t) = e"xq.

De plus, ’espace des solutions de 1’équation homogene (&) est de dimension 7. Une base
de cet espace est donnée par les vecteurs colonnes de la matrice e,

Preuve. La premiere assertion est une conséquence immédiate du théoreme précédent. Notons
Ci,...,C, les colonnes de la matrice e :

€tA: [C1|Cg||Cn}

Si le vecteur xq a pour composante ), on a

Lo
g
x(t) = [C1|Cao .. |Cp] | |
at
D’ou x(t) = x,Cy + ... + 23 C,, ainsi la famille (Cy, ..., C,,) forme une base de ’espace des
solutions de 1’équation homogene (&). [
52 Exemples
12.2.1. Exemple.— Le systeme différentiel
3 1 -1
dx(t
% = Ax(t), x(0)=x,, A=]2 2 —1], (12.3)
22 0

a pour solution x(¢) = e"*x,. Il nous suffit donc de déterminer la matrice e**.

Le polyndme caractéristique de la matrice A est po = —(z — 1)(z — 2)?, son polyndme
minimal est (x — 1)(z — 2). La matrice A n’est pas diagonalisable.
Déterminons une identité de Bézout entre les polyndmes premiers entre eux z— 1 et (z—2)2.

En effectuant un décomposition en éléments simples :
1 1 N -1 N 1 1 n 3—x
(z—D(x—-2)2 (z—1) (-2 (@—-2)2 (z—1) (z—2)%

D’ou I’identité de Bézout :

1=(z—-2%+@B—z)(z—1).

On en déduit les projecteurs spectraux de A

1
I, =(A—-213)°=|0 0
2
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Pour calculer ce dernier, on aurait pu aussi exploiter la relation II, = 13 — II;, moins cofliteuse
en calculs.
De la relation (10.6), on déduit que

et th €2t
€tA = toa<A — 13)01_[1 -+ toa(A — 213)01_[2 -+ tT(A — 213)1_[2,
= €t13H1 + eZt(lg + t(A — 213))1_[2,
= Gtﬂl + €2tH2 + t€2t(A — 213)1_[2
D’ou
el + 2te?t —el + e —te?
etA — 2t€2t €2t _t€2t

2et +2(2t — 1)e** 2(e* —e') (1 — 2t)e*

On en déduit la solution du systeme différentiel (12.3).

12.2.2. Exemple.— Le systeme différentiel

dx(t) Ty 2 11 1

——= = Ax(t) + v(t), x(0) = | x|, A=112 11|, vit)y=|1

dt s 11 2 1
(12.4)

a pour solution
t
x(t) = e*x(0) +/ e =9y (s)ds.
0

D’apres I’exemple 9.2.1, la matrice A est diagonalisable, de spectre Sp(A) = {1,4} et ses
projecteurs spectraux sont

1 -2 1 1 1 1 11
I, = —= 1 -2 1 , ,==-]111
1 1 -2 1 11
Ona A =II; + 4114, d’ou, pour tous réel ¢ et s, on a
=9 — A=), 4 (=971, (12.5)
Par ailleurs,
s—1 -1 2+ s 1
ILv(s) = 2 |, [yv(s) = 1 (12.6)
31 31

Des équations (12.5) et (12.6), on déduit que

1 -1
¢ t 92 ¢ -1
/ e(t_S)AV(S)ds = / 64(t_s)£ds 1 —I—/ elt=5)2 ds| 2 |,
0 0 3 0 3
1 -1
At gt 1 et [t —1
— —/ e #(2458)ds | 1 | + —/ e (s—1)ds | 2
3 0 1 3 0 —1

Or,ona:
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et :
/ e *(s—1)ds=(2—t)e " —2.
0
Par suite,
t €4t 3 1 et -1
/ ey (5)ds = ——(C+t)e™ =1 |1 |+=(2-te"=2)| 2
0 1234 1 3 1
Par ailleurs, on a
sl I
€tAX(0) = €4tH4 T + etﬂl )
XT3 I3
At 1 ot | T2t Tt
:?($1+I2—|—$4) 1 —g $1—2£132—|-Z’3
1 X1+ To — 21’3
Le systeme différentiel admet donc pour solution
e 1.3 !
X(t) = —<($1—|—{B2+$4) ——((—+t)6 — 1) 1
3 44 1
€t —2I1 + T + T3 et —1
—3 1 — 2x9 + 3 +§((2—t)e_t—2) 2
1+ Ty — 21)3 —1
12.2.3 Exercice. — Résoudre le systeme différentiel
dx(t
dx(t) =Ax(t)+ | t |,
dt
1
pour les matrices suivantes
2 11 -1 1 3
A=1|121/, A=| -2 2 2
11 2 -2 1 4

12.2.4. Exemple.— On considere un ensemble de trois cuves dans une usine chimique, reliées
entre elles par un systeme de canalisations. Les cuves L1, Lo et L3 ont chacune le méme volume
V. Le systeme de canalisation permet un échange du liquide contenu dans les trois cuves. Les
canalisations et les débits de chacune d’elles sont représentés par la figure 12.1.

4a

FIGURE 12.1 — Trois lacs reliés par des canaux
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Par exemple, il circule de la cuve L; a la cuve L; un volume de 2a litres de liquide par
seconde, ol a est une constante fixée. On suppose que les échanges de liquide entre les cuves
sont continus.

On suppose que les trois cuves Ly, L, et Lg ne contiennent que de I’eau. A I’instant ¢ = 0,
on verse x grammes d’un produit chimique dans la cuve L;. On souhaite étudier la diffusion de
ce produit dans les autres cuves, en particulier déterminer la quantité de polluant dans chaque
cuve a chaque instant, puis lorsque ¢ tend vers +o0.

Notons z;(t) la quantité du produit chimique, exprimée en gramme, dans la cuve L; a ’ins-
tant t. Lorsque ¢ = 0,ona z1(0) = x, 22(0) = x3(0) = 0. La concentration de produit chimique

dans la cuve L;, a I’instant ¢ est Vxl(t) gramme par litre. LE taux de variation de la quantité du

produit chimique dans la cuve L; est défini par

dxi(t) [ quantité de produit chimique qui _( quantité de produit chimique qui
dt  \ entre dans la cuve L; par seconde sort de la cuve L; par seconde

D’ou le systeme d’équations différentielles :

dx(t) a a

x a a a
x a a a
;t = 2;m(t) + ;oa(t) = 3as(t)
Ce systeme s’écrit matriciellement sous la forme
d .Il(t) a —4 4 0 T (t)

D’apres le théoreme 12.1.6, la solution de ce systeme est

x1(t) x
ZEQ(t) = €tA 0 s
x3(t) 0
avec
a —4 4 0
A=— 2 =5 3
Vil 1 -3

On calcule le polyndome caractéristique de la matrice A :

6a
pa = —a(7 + )%

Vv
Posons \; = 0et \y = —67‘1. On détermine le sous-espace propre associé a la valeur propre A :
-2
E,, = Vect | 1
1

Par suite, la matrice A n’est pas diagonalisable et son polyndme minimal est

ma = I(%‘Fl’f
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En effectuant un décomposition en éléments simples :

1 _%g axr +b

r(r—N)?2 oz * (x — X2)?’
D’apres le lemme de décomposition en noyaux, on a
R? = Ker(A) @ Ker(A — \13)°.

La matrice de la projection sur Ker(A) parallelement a Ker(A — 213)? est donc
1 1 11
H1 - (A - )\213)2 = 5 1 1 1
111

Pour le calcul de Ils, il est inutile de déterminer a et b, on exploite la relation II, = 13 — II;.

On a donc
etA = Hl + et)\ZHQ + €t>\2t(A - /\213)1_[2.
D’ou
x1(t) T x x
X(t) = ZL’Q(t) = Hl 0 + €t/\2H2 0 + etAQt(A — )\215)1_[2 0
Comme )\, < 0, on déduit que
x
lim x(¢t) =11, | O
t——+00
0
Par suite, pourz = 1,2,3,0ona
li t) = L
At =3

Autrement dit, a terme le produit chimique se sera diffusé dans les trois cuves de facon ho-
mogene, chaque cuve contenant un tiers de la quantité initiale du produit.

12.2.5 Exercice.— On consideére la matrice réelle

-7 4 3
A=| 2 -5 3
5 1 —6
Montrer que le polyndme caractéristique de A est pa = —z(z + 9)2.

Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre —9.

La matrice A est-elle diagonalisable ?

Déterminer le polyndme minimal de A.

Exprimer, en fonction de la matrice A, les projecteurs spectraux 1, et II_g de A.
Exprimer, en fonction de A, I, et II_g la matrice €', ot ¢ est un réel.

On considere trois lacs Ly, Lo et L3, chacun de volume V/, reliés entre eux par un systéme
de canaux permettant de faire circuler I’eau entre les lacs. L’eau circule avec un taux indiqué
par la figure suivante.

NN AE RN
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4a

. a>»

On suppose que les échanges sont continus. Les lacs Ly, Lo, L3 contiennent, a I’instant ¢ = 0,
respectivement ¢y, g2, g3 grammes de polluant.

8. Ecrire les équations décrivant 1’évolution de la quantité de polluant dans chaque lac.

9. Déterminer la quantité de polluant dans chaque lac, lorsque ¢ tend vers +oc.

la

12.2.6 Exercice.— On considere la matrice de M, (R) suivante

a b b

A b a
o
b b a

en supposant n > 2. Déterminer la solution du systeme différentiel

dx(t)
dt

= Ax(t),
prenanten t = 0 la valeur x(0), contenue dans I’hyperplan de R" d’équationzy + ... 4+ z,, = 0.

12.2.7 Exercice.— Le probleme de diffusion suivant apparait dans de nombreuses situations
biologiques. Considérons deux cellules contenant des composées chimiques. On souhaite étudier
la concentration d’un composé injecté dans une cellule, alors que les deux cellules peuvent dif-
fuser mutuellement ce composé.

ATlinstant t = 0, on injecte une unité d’un composé chimique dans la cellule A. Le composé
se diffuse selon les régles suivantes. A chaque instant ¢, la diffusion du composé de la cellule
A vers la cellule B est de = fois la concentration du composé dans la cellule A et la diffusion
du composé de la cellule B vers la cellule A est de y fois la concentration du composé dans la
cellule B. On suppose x,y > 0.

X

Y

a) Déterminer, a chaque instant ¢, la concentration du composé dans chacune des deux cel-
lules.

b) Les concentrations du composé dans chaque cellule se stabilisent-elles au bout d’un cer-
tain temps ?



