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9.3.5 Exercice. — On considère la matrice de M4(R) suivante

A =









1 a2 a2 a

1 1 a 1
1 a 1 1
a a2 a2 1









.

1. Déterminer le rang de la matrice A − (1 − a)14. En déduire que 1 − a est valeur propre de

la matrice A.

2. Si a = 0, la matrice A est-elle diagonalisable?

Dans la suite de l’exercice, on suppose que le réel a est non nul.

3. Déterminer toutes les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable?

4. Déterminer le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de A.

5. Exprimer en fonction de A les projecteurs spectraux de A.

9.3.6 Exercice. — On considère la matrice suivante

A =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 .

1. Calculer le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de A.

2. Déterminer les sous-espaces propres de la matrice A.

3. Calculer les projecteurs spectraux de la matrice A.

4. Déterminer une matrice diagonalisable D et une matrice nilpotente N telles que

A = D+N.

9.3.7 Exercice. — Même exercice avec les matrices suivantes

B =





5 1 3
4 3 4
−1 −1 1



 , C =





−1 1 3
−2 2 2
−2 1 4



 , D =





1 4 3
−4 −7 −3
3 3 0



 ,

E =





1 −1 −2
1 3 2
−2 −2 0



 , F =









−2 −1 1 1
0 −1 0 0
−1 −1 0 1
−1 −1 1 0









, G =









4 2 −2 −2
0 2 0 0
2 2 0 −2
2 2 −2 0









,

H =













0 1 1 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0













.
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§ 1 Préliminaires

9.1.1. Diagonalisation par blocs. — Dans les chapitres précédents, nous avons vu qu’une

matrice A de Mn(K) n’est pas toujours diagonalisable dans Mn(K). Nous allons montrer dans

ce chapitre que si le polynôme caractéristique de la matrice A est scindé, alors il est toujours

possible de la ≪ diagonaliser par blocs ≫ dans Mn(K), autrement dit, que la matrice A est

semblable à une matrice de Mn(K) de la forme











B1 0 · · · 0

0 B2

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 Bp











,

où les Bi sont des blocs carrés.

D’après le théorème de caractérisation des matrices diagonalisables, théorème 7.4.1, diago-

naliser une matrice A de Mn(K) revient à trouver une décomposition de l’espace K
n en une

somme directe

K
n = Eλ1

⊕ . . .⊕ Eλp

1
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desous-espacespropresassociésauxvaleurspropresdeA,i.e.,pourtouti∈J1,pK,

Eλi=Ker(A−λi1n).DiagonaliserunematriceAdeMn(K)parblocsconsisteàtrouver

unedécompositiondel’espaceK
n

enunesommedirecte

K
n
=N1⊕...⊕Np,

desous-espacesvectorielsNideK
n

stablesparA,i.e.,pourtouti∈J1,pK,

x∈NiimpliqueAx∈Ni.

OnmontrequececiestéquivalentàdirequelamatriceAestsemblableàunematricediagonale

parblocs,c’est-à-diredelaforme











B10···0

0B2

..
.

..

.
..
.

..
.

..
.0

0···0Bp











,

où,pourtouti∈J1,pK,BiestunematricedeMni(K),avecni=dim(Nλi).

9.1.2.Matricesstrictementtriangulaire.—Onappellematricestrictementtriangulaire

supérieure(resp.inférieure)unematricetriangulairesupérieure(resp.inférieure)dontlescoef-

ficientsdiagonauxsonttousnuls.

9.1.3Proposition.—Toutematricestrictementtriangulaireestnilpotente.

Preuve.SoitTunematricestrictementtriangulairedeMn(K).Sadiagonaleétantnulle,le

spectredeTestréduità{0}.Ainsi,lepolynômecaractéristiquedeTest

pT=(−1)
n
x
n
.

LepolynômeminimaldeTestdoncdelaformex
k
,avec1≤k≤n.Autrementdit,Test

nilpotente.�

Nousavonsdenombreusescaractérisationsdesmatricesnilpotentes:

9.1.4Proposition.—SoitAunematricedeMn(K)nonnulle.Lesassertionssuivantes

sontéquivalentes:

i)lamatriceAestnilpotente,

ii)lepolynômeminimaldeAestdelaformex
r
,avecr>0,

iii)lepolynômecaractéristiquedeAest(−1)
n
x
n
,

iv)lapuissancen-ièmedeAestnulle,

v)lespectredeAestréduità{0},

vi)lamatriceAestsemblableàunematricestrictementtriangulaire,

vii)trace(A
k
)=0,pourtoutk∈J1,nK.
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9.3.1Exercice.—TrouverunerelationdeBézoutentrelespolynômesf1etf2,avec

1.f1=x
2
+2x−1,f2=x+2,

2.f1=x
4
+2x

3
−x,f2=x

3
+5,

3.f1=x
2
+2x−1,f2=x+2.

4.f1=x−1,f2=x+2,

5.f1=x+1,f2=x
2
−2x+1,

6.f1=x
4
−1,f2=x

3
+2.

9.3.2Exercice.—EncalculantuneidentitédeBézout,décomposerenélémentssimplesdansC(x)
lesfractionssuivantes

1.
10x

3

(x
2
+1)(x

2
−4)

,

2.
x
3
−1

(x−1)(x−2)(x−3)
,

3.
x
2

(x
2
+x+1)

2,

4.
(x

2
+4)

2

(x
2
+1)(x

2
−2)

2.

9.3.3Exercice.—SoitAlamatricedeM5(R)donnéepar

A=













21−101
01000
110−11
00020
10−102













.

1.Déterminerlessous-espacescaractéristiquesdeA.

2.MontrerquelamatriceAestsemblableàunematricedelaforme

[

T10

0T2

]

oùT1etT2sontdeuxmatricestriangulairessupérieures.

3.Exhiberlamatricedepassage.

9.3.4Exercice.—SoitAlamatricedeM3(R)définiepar

A=





513
434
−1−11





.

1.DéterminerenfonctiondeAlesprojecteursspectrauxdeA.

2.Exprimer,pourtoutentierk≥0,lamatriceA
k

enfonctiondeA.

3.CalculerlamatricedeA
k
.

4.Répondreauxmêmesquestionsaveclesmatricessuivantes:

B=





122
212
221





,C=





−113
−222
−214





.
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On a donc

Π1 =





0 0 0
−1 1 0
−1 1 0



 , Π2 =





1 0 0
1 0 0
1 −1 1



 .

On obtient

D = Π1 + 2Π2 et N = A−D

d’où

D =





2 0 0
1 1 0
1 −1 2



 et N =





1 −1 1
1 −1 1
0 0 0



 .

La matrice D est diagonalisable (on peut vérifier que son polynôme minimal est (x−2)(x−1))
et la matrice N est nilpotente, on a N2 = 0.

9.2.12. Exemple. — Soit A la matrice de M3(R) donnée par

A =





1 −4 −4
8 −11 −8
−8 8 5



 .

On calcule le polynôme caractéristique pA = −(x− 1)(x+ 3)2 et le polynôme minimal mA =
(x − 1)(x + 3). Ce dernier étant scindé et n’ayant que des racines simples, la matrice A est

diagonalisable et il existe une décomposition :

R
3 = E1 ⊕ E−3.

Notons, Π1 et Π−3 les matrices des projecteurs spectraux π1 : R
3 −→ E1 et π−3 : R

3 −→ E−3

exprimées dans la base canonique de R
3. Les matrices Π1 et Π−3 vérifient les deux relations :

∣

∣

∣

∣

13 = Π1 +Π−3

A = Π1 − 3Π−3

qui s’écrivent sous la forme matricielle :
[

13

A

]

=

[

1 1
1 −3

] [

Π1

Π−3

]

D’où
[

Π1

Π−3

]

=

[

1 1
1 −3

]−1 [

13

A

]

On en déduit :

Π1 =
1

4
A+

3

4
13, Π−3 = −

1

4
A+

1

4
13. (9.7)

§ 3 Exercices

Rappels sur l’identité de Bézout. — Rappelons que des polynômes f1, . . . , fs de K[x] sont

premiers entre eux dans leur ensemble, si les seuls polynômes qui divisent simultanément les

polynômes f1, . . . , fs sont de degré nul. Le théorème de Bézout, cf. théorème 1.5.13, montre que

les polynômes f1, . . . , fs de K[x] sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et seulement

si, il existe des polynômes u1, . . . , us de K[x], vérifiant l’identité de Bézout :

f1h1 + · · ·+ fshs = 1.
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Preuve. Si A est nilpotente, il existe un entier q tel que le polynôme xq soit annulateur de A,

par suite, le polynôme minimal de A est de la forme xr, où r est l’indice de nilpotence de la

matrice A. Ainsi i) implique ii). Par ailleurs, ii) implique iii), iii) implique iv) et iv) implique

v) sont immédiates. Supposons que le spectre de A soit réduit à {0}, i.e., 0 est la seule valeur

propre de A. La matrice A est trigonalisable et semblable à une matrice strictement triangulaire

supérieure T, i.e.

A = P−1TP,

avec P inversible. D’où v) implique vi). L’implication vi) implique i) est donnée par la propo-

sition 9.1.3. L’équivalence de vii) avec les autres propriétés est une conséquence immédiate de

la proposition 7.1.9. �

§ 2 Les espaces spectraux

9.2.1. Premier exemple : le cas d’une matrice diagonalisable. — Soit A la matrice de

M3(R) suivante :

A =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 .

Le polynôme caractéristique de A est pA = −(x − 4)(x − 1)2 et son polynôme minimal est

mA = (x− 4)(x− 1). La matrice A est alors diagonalisable. Il existe donc une décomposition

de l’espace R
3 en somme directe de sous-espaces propres :

R
3 = E4 ⊕ E1.

La valeur propre 4 étant de multiplicité algébrique 1, on a dim(E4) = 1. On en déduit que

dim(E1) = 2.

Déterminons les projections de l’espace R
3 sur les sous-espaces propres E4 et E1. Nous

noterons

π4 : R
3 −→ E4

la projection de R
3 sur le sous-espace E4 parallèlement au sous-espace E1 et

π1 : R
3 −→ E1

la projection de R
3 sur E1 parallèlement à E4. Ces deux projections sont entièrement ca-

ractérisées par les relations suivantes :

π2

4
= π4, π2

1
= π1, π4π1 = π1π4 = 0, et IdR3 = π4 + π1,

Im(π4) = E4, Ker(π4) = E1, Im(π1) = E1, Ker(π1) = E4 (9.1)

On notera Π1 et Π4 les matrices des projections π1 et π4 exprimées dans la base canonique

de R
3. Nous allons voir que l’on peut exprimer ces deux matrices en fonction de la matrice A.

Les polynômes x − 4 et x − 1 sont premiers entre eux. D’après l’identité de Bézout,

cf. théorème 1.5.13, il existe deux polynôme h1 et h2 de R[x] vérifiant l’équation suivante

(x− 4)h1 + (x− 1)h2 = 1.

Un calcul élémentaire nous permet de déterminer les polynômes h1 et h2, on a :

(x− 4)(−
1

3
) + (x− 1)(

1

3
) = 1. (9.2)
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Montronsque

Π4=
1

3
(A−13)etΠ1=−

1

3
(A−413).

SupposonsΠ4etΠ1ainsidéfinisetmontronsqu’ilssatisfontlesrelations9.1.Del’équation

9.2,ondéduitque

Π4+Π1=13.(9.3)

Montronsque

Ker(Π4)=E1etIm(Π4)=E4.

CommeΠ4=
1

3
(A−13),lapremièreégalitéestimmédiate.Pourlasecondeégalité,supposons

y∈Im(Π4),ilexistealorsunvecteurxdeR
3

telque

y=Π4(x)=Π4(x)=
1

3
(A−13)(x).

Parailleurs,

(A−413)
1

3
(A−13)(x)=

1

3
mA(A)(x)=0.

Parsuite,(A−413)(y)=0,d’oùy∈E4.

Inversement,siy∈E4,d’après(9.3)onay=Π4(y)+Π1(y).Or

Π1(y)=−
1

3
(A−413)(y)=0.

Doncy=Π4(y),parsuitey∈Im(Π4).Ainsi,Im(Π4)=E4.

Delamêmefaçon,onmontreque

Ker(Π1)=E4etIm(Π1)=E1.

LesrelationsΠ4Π1=Π1Π4=0sedéduisentimmédiatementdufaitque

Π4Π1=

(

1

3
(A−13)

)(

−
1

3
(A−413)

)

=−
1

9
mA(A)=0.

LesrelationsΠ
2

4=Π4,Π
2

1=Π1sontuneconséquenceimmédiatedesrelations(9.3)etΠ4Π1=
Π1Π4=0.

Enmultipliantlesdeuxmembresdelarelation(9.3)àgaucheparlamatriceA,onobtient

ladécompositionsuivantedelamatriceA:

A=AΠ4+AΠ1.

CommepourtoutvecteurxdeE4,onaAx=4xetΠ4x=x,onendéduitque

AΠ4=4Π4.

Parailleurs,onadefaçonsimilaireAΠ1=Π1.Ainsi,

A=4Π4+Π1.(9.4)

Ladécomposition(9.4)delamatriceAestappeléeladécompositionspectraledeA.On

montreradanslasuitequecettedécompositiondelamatriceAesttrèsutilepouravoirdes

expressionssimplesdepuissancesdeA.Enparticulier,pourtoutentierk,onmontreraque

A
k
=4

k
Π4+Π1.
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Onaalors
1

g
=

h1

(x−λ1)n1+...+
hp

(x−λp)np
.

Parsuite,

1=g1h1+...+gphp.

Étape3:Onposealors,pourtouti∈J1,pK,

Πλi=gi(A)hi(A).

Onvérifie,qu’ainsidéfinis,pourtouti,ΠλiestlamatriceduprojecteurspectralπλideK
n

surlesous-espacespectralNλiexpriméedanslabasecanoniquedeK
n
.

9.2.11.Exemple.—OnconsidèrelamatriceAdeM3(R)définiepar

A=





3−11
201
1−12





.

SonpolynômecaractéristiqueestpA=−(x−1)(x−2)
2
.Lepolynôme(x−1)(x−2)n’est

pasannulateurdeA,donclepolynômeminimaldeAestmA=(x−1)(x−2)
2

etAn’estpas

diagonalisable.

Déterminonslesprojecteurssurlesespacesspectrauxassociésàladécomposition:

R
3
=Ker(A−13)⊕Ker(A−213)

2
.

Onconsidèrelepolynômeannulateurg=(x−1)(x−2)
2
.Ona:

1

(x−1)(x−2)
2=

1

x−1
+

−1

x−2
+

1

(x−2)
2,

=
1

x−1
+

−x+3

(x−2)
2.

Enposant

h1=1,g1=(x−2)
2
,h2=−x+3,g2=x−1,

ona

1=g1h1+g2h2.

Laprojectionπ1:R
3
−→N1surl’espacespectralN1=Ker(A−13)parallèlementà

N2=Ker(A−213)
2

apourmatricedanslabasecanoniquedeK
3

:

Π1=g1(A)h1(A)=(A−213)
2
.

Laprojectionπ2:R
3
−→N2surN2parallèlementàN1apourmatricedanslabasecanonique

deK
3

:

Π2=g2(A)h2(A)=(−A+313)(A−13).

Notonsquel’onauraitpuaussiobtenirΠ2parlarelation:

Π2=13−Π1,

soit

Π2=13−(A−213)
2
=−A

2
+4A−313.
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Donc x = Πλi
x ∈ Im(Πλi

) et Nλi
⊆ Im(Πλi

).

Montrons la seconde égalité. Si i 6= j, le polynôme (x − λj)
nj divise gi, donc pour tout

x ∈ Nλj
, on a Πix = gi(A)hi(A)x = 0. Donc Nλj

⊆ Ker(Πλi
) si i 6= j. Par suite

⊕

j 6=i

Nλj
⊆ Ker(Πλi

).

Inversement, soit x ∈ Ker(Πλi
). Comme x = Πλ1

x + . . . + 0 + . . . + Πλp
x, on a x ∈

⊕

j 6=i

Nλj
.

On montre ainsi la proposition. �

9.2.9 Théorème (Décomposition spectrale algébrique). — Soit A une matrice

de Mn(K) dont le polynôme caractéristique pA est scindé sur K. Soient λ1, . . ., λp

les valeurs propres de A. Il existe une décomposition

A = D+N,

où D est une matrice diagonalisable et N est une matrice nilpotente qui commutent,

i.e., DN = ND.

De plus, les matrices D et N sont des polynômes en A et la matrice D est donnée par

D = λ1Πλ1
+ . . .+ λpΠλp

,

où Πλ1
, . . . , πλp

désignent les projecteurs spectraux de la matrice A.

La preuve de ce théorème est admise. La fin de cette section présente une méthode permet-

tant de calculer la décomposition du theorème 9.2.9.

9.2.10. Calcul de la décomposition spectrale algébrique. — Soit A une matrice de Mn(K)

de spectre spec(A) = {λ1, . . . , λp}. Étant donné un polynôme annulateur

g = (x− λ1)
n1 . . . (x− λp)

np

de A, déterminons les projecteurs spectraux Πλ1
, . . . ,Πλp

de la matrice A. En pratique, on

prendra pour g le polynôme caractéristique pA, ou bien le polynôme minimal mA.

Étape 1 : On décompose la fraction rationnelle
1

g
en éléments simples dans le corps des frac-

tions rationnelles K(x) :

1

g
=

p
∑

i=1

ni
∑

j=1

ai,j

(x− λi)j
.

Étape 2 : On pose ensuite

hi =

ni
∑

j=1

ai,j(x− λi)
ni−j et gi =

1

(x− λi)ni
g =

p
∏

j=1

j 6=i

(x− λj)
nj .
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Les matrices des projecteurs π1 et π4 dans la base canonique de R
3 sont

Π4 =
1

3





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 , Π1 = −
1

3





−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2



 .

On notera que rg(Π4) = 1 = trace(Π4) et que rg(Π1) = 2 = trace(Π2).

9.2.2. Deuxième exemple : le cas d’une matrice non diagonalisable. — Considèrons la ma-

trice suivante de M4(R).

A =









2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3









.

Le polynôme caractéristique de A est pA = (x − 2)3(x − 3), son polynôme minimal est

mA = (x− 2)2(x− 3). La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

En appliquant le lemme des noyaux, théorème 8.3.5, au polynôme minimal, on obtient la

décomposition :

R
4 = Ker(A− 214)

2 ⊕ E3,

où E3 est le sous-espace propre associé à la valeur propre 3. Notons

N2 = Ker(A− 214)
2.

La dimension de E3 est majorée par la multiplicité algébrique de la valeur propre 3. On a donc

dim(E3) = 1 et par suite dim(N2) = 3.

Déterminons la matrice de la projection π2 de R
4 sur N2 parallèlement à E3 et celle de la

projection π3 de R
4 sur E3 parallèlement à N2, exprimées dans la base canonique de R

4.

Les polynômes (x− 2)2 et x− 3 sont premiers entre eux ; on établit une relation de Bézout :

(x− 2)2 + (x− 3)(−x+ 1) = 1.

Posons

Π2 = (A− 314)(−A+ 14) =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









et Π3 = (A− 214)
2 =









0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1









.

Ainsi définis, Π2 et Π3 satisfont :

Π2

2
= Π2, Π2

3
= Π3, Π2Π3 = Π3Π2 = 0, 14 = Π2 +Π3.

De plus, on a

Im(Π2) = N2, Ker(Π2) = E3, Im(Π3) = E3, Ker(Π3) = N2.

Ainsi, les matrices Π2 et Π3 sont bien celles des projections sur les sous-espaces N2 et E3

respectivement.

Posons

D = 2Π2 + 3Π3 =









2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3









, N = A−D =









0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









.

On a N2 = 0 et A = D+N. Ainsi, A s’écrit comme la somme d’une matrice diagonalisable et

d’une matrice nilpotente. Nous montrons dans ce chapitre que cette décomposition est unique.
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9.2.3.Sous-espacespectral.—SoitAunematricedeMn(K)dontlepolynômecaractéristique

estscindé:

pA=(−1)
n
(x−λ1)

n1
...(x−λp)

np
,

avecλi6=λjsii6=jetn1+...+np=n.Lesous-espacevectorielKer(A−λi1n)
ni

deK
n

estappelélesous-espacespectraldeAassociéàlavaleurpropreλi.OnlenoteraNλi.

9.2.4Proposition.—SoientAunematricedeMn(K)etλunevaleurpropredeA.Le

sous-espacepropreEλestunsous-espacevectorieldusous-espacespectralNλ.

Preuve.CeladécouleimmédiatementdufaitquepourtoutematricecarréeA,onalasuite

d’inclusionsdesous-espaces

Ker(A)⊂Ker(A
2
)⊂...⊂Ker(A

k
)⊂...

�

9.2.5Théorème.—SoitAunematricedeMn(K)dontlepolynômecaractéristiqueest

scindéavec

pA=(−1)
n
(x−λ1)

n1
...(x−λp)

np
,

avecλi6=λjsii6=j,n1+...+np=n.Alors,lessous-espacesspectrauxdeAsatisfont,

pourtouti∈J1,pK,lesassertionssuivantes:

i)K
n
=Nλ1⊕...⊕Nλp,

ii)NλieststableparA,

iii)dim(Nλi)=ni.

L’assertioni)découleduthéorèmedeCayley-Hamilton8.5.1.Lepolynômecaractéristique

pAestannulateurdelamatriceA.Ladécompositioni)estuneconséquenceimmédiatedu

lemmededécompositionennoyaux,appliquéeàlafactorisationdupolynômepAenfacteurs

irréductibles.

Montronsii).SoitxunvecteurdeNλi.Alors(A−λi1n)
ni
x=0,donc

A(A−λi1n)
ni
x=(A−λi1n)

ni
Ax=0,

d’oùAx∈Nλi.

Nousadmettronslapreuvedel’assertioniii).

9.2.6.Projecteursspectraux.—SoitAunematricedeMn(K)dontlepolynômecaractéristique

estscindé:

pA=(−1)
n
(x−λ1)

n1
...(x−λp)

np
,

avecλi6=λjsii6=j,n1+...+np=n.D’aprèslethéorème9.2.5,onaunedécomposition

K
n
=Nλ1⊕...⊕Nλp.
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9.2.7.Définition.—Laprojectionπλisurlesous-espacespectralNλiparallèlementausous-

espace
p

⊕
j=1

i6=j

Nλjestappeléprojecteurspectralassociéàlavaleurpropreλi.OnnoteraΠλila

matriceduprojecteurspectralπλidanslabasecanoniquedeK
n
.

9.2.8Proposition.—LesprojecteurspectrauxΠλ1,...,Πλpsontdespolynômesenlama-

triceA.

Preuve.Soiti∈J1,pK.Notons

gi=

p
∏

j=1

j6=i

(x−λj)
nj
.

Sii6=j,lepolynômeg=gigj=(−1)
n
pAestannulateurdelamatriceA.Lespolynômes

g1,...,gpsontpremiersentreeuxdansleurensemble.D’aprèslethéorèmedeBézout,ilexiste

despolynômesh1,...,hpdeK[x]telsque

g1h1+...+gphp=1.

Parsuite,

g1(A)h1(A)+...+gp(A)hp(A)=1n.(9.5)

Pourtouti∈J1,pK,posons

Πλi=gi(A)hi(A).

Delarelation(9.5),ondéduitque

1n=Πλ1+...+Πλp.(9.6)

D’autrepart,sij6=i,lepolynômegjgi=gestannulateurdeA,donc:

Πλi◦Πλj=gi(A)hi(A)gj(A)hj(A)

=gi(A)gj(A)hi(A)hj(A)

=0.

Ilnousresteàmontrerque

Im(Πλi)=Nλi,Ker(Πλi)=

p
⊕

j=1

j6=i

Nλj.

Montronslapremièreégalité.Soity=Πλix∈Im(Πλi),onay=gi(A)hi(A)xet

(A−λi1n)
ni
y=(x−λi)

ni
(A)gi(A)hi(A)x

=gi(A)g(A)x

=0.

Doncy∈NλietIm(πλi)⊆Nλi.

Inversement,soitx∈Nλi.Onax=Πλ1x+...+Πλpx.Parailleurs,sii6=jlepolynôme

(x−λi)
ni

divisegj.Onaalors

Πλjx=gj(A)hj(A)x=0,sii6=j.


