12 CHAPITRE 9. DECOMPOSITION SPECTRALE DES MATRICES

9.3.5 Exercice.— On considere la matrice de M, (R) suivante

1 a® a® a
1 1 a 1
A= 1 a 1 1
a a® a1

1. Déterminer le rang de la matrice A — (1 — a)14. En déduire que 1 — a est valeur propre de
la matrice A.
2. Sia =0, la matrice A est-elle diagonalisable ?

Dans la suite de I’exercice, on suppose que le réel a est non nul.

3. Déterminer toutes les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
. Déterminer le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de A.
5. Exprimer en fonction de A les projecteurs spectraux de A.

PN

9.3.6 Exercice.— On considere la matrice suivante
2 11
A=1]121
112

. Calculer le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de A.

. Déterminer les sous-espaces propres de la matrice A.

. Calculer les projecteurs spectraux de la matrice A.

. Déterminer une matrice diagonalisable D et une matrice nilpotente N telles que
A=D+N.

W N -

9.3.7 Exercice.— Méme exercice avec les matrices suivantes

5 13 -1 13 1 4 3
B=|4 3 4|, C=|-222]|, D=| 4 -7 -3
-1 -1 1 2 1 4 33 0
-2 -1 11 42 -2 -2
1 -1 -2
0 -100 02 0 0
E‘_12_32(2) F=l0 101 9522 0 2
-1 -110 22 -2 0
01110
10110
H=|11010
11100
11110
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§1 Préliminaires
9.1.1. Diagonalisation par blocs.— Dans les chapitres précédents, nous avons vu qu’une

matrice A de M,,(K) n’est pas toujours diagonalisable dans M,, (K). Nous allons montrer dans
ce chapitre que si le polyndme caractéristique de la matrice A est scindé, alors il est toujours
possible de la < diagonaliser par blocs > dans M,,(K), autrement dit, que la matrice A est
semblable a une matrice de M,,(K) de la forme

B, 0 --- 0
0 B,

. 0
0 0 B

ou les B; sont des blocs carrés.

D’apres le théoreme de caractérisation des matrices diagonalisables, théoreme 7.4.1, diago-
naliser une matrice A de M,,(K) revient a trouver une décomposition de I’espace K" en une
somme directe

K'=E), ®...®E),
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10 CHAPITRE 9. DECOMPOSITION SPECTRALE DES MATRICES

On a donc
0 00 1 0 0
I=|-110 L=|1 0
-1 10 1 -1 1
On obtient
D:H1+2H2 et N=A-D
d’ou
2 0 0 1 -1 1
D=1 1 0 et N=|[1 -1 1
1 -1 2 0 0 O

La matrice D est diagonalisable (on peut vérifier que son polyndme minimal est (z — 2)(z — 1))
et la matrice N est nilpotente, on a N? = 0.

9.2.12. Exemple.— Soit A la matrice de M3(R) donnée par

1 -4 —4
A=| 8 —-11 -8
-8 8 5
On calcule le polyndme caractéristique pa = —(z — 1)(z + 3)? et le polyndme minimal m =

(x — 1)(x 4 3). Ce dernier étant scindé et n’ayant que des racines simples, la matrice A est
diagonalisable et il existe une décomposition :

R} =F, @ E_,.

Notons, I1; et IT_3 les matrices des projecteurs spectraux 7 : R —s Ejetm 3 : R3 — E 3
exprimées dans la base canonique de R®. Les matrices I1; et I1_3 vérifient les deux relations :

13 =10 + 113
A =TI — 301,

qui s’écrivent sous la forme matricielle :
1| |1 1 1T,
Al |1 -3 Mg
m ] [1 1] '
ms| |1 -3 A

1 3 1 1
II, = -A + -13, II3=—A+-1;3. .
1= +4 35 3 1 +4 3 0.7

On en déduit :

53 Exercices

Rappels sur I’identité de Bézout.— Rappelons que des polynomes fi, ..., fs de K[z] sont
premiers entre eux dans leur ensemble, si les seuls polyndmes qui divisent simultanément les

polyndmes fi, ..., fs sont de degré nul. Le théoréme de Bézout, cf. théoréme 1.5.13, montre que
les polyndmes fi,. .., fs de K[z] sont premiers entre eux dans leur ensemble si, et seulement
si, il existe des polynémes u, . . . , us de K[x], vérifiant I’identité de Bézout :

flhl++fsh5:1

CHAPITRE 9. DECOMPOSITION SPECTRALE DES MATRICES

Preuve. Si A est nilpotente, il existe un entier ¢ tel que le polyndme z¢ soit annulateur de A,
par suite, le polyndme minimal de A est de la forme z”, ou 7 est I’indice de nilpotence de la
matrice A. Ainsi i) implique ii). Par ailleurs, ii) implique iii), iii) implique iv) et iv) implique
v) sont immédiates. Supposons que le spectre de A soit réduit a {0}, i.e., 0 est la seule valeur
propre de A. La matrice A est trigonalisable et semblable a une matrice strictement triangulaire
supérieure T, i.e.
A =P 'TP,

avec P inversible. D’ou v) implique vi). L’implication vi) implique i) est donnée par la propo-
sition 9.1.3. L’équivalence de vii) avec les autres propriétés est une conséquence immédiate de
la proposition 7.1.9. [

62 Les espaces spectraux

9.2.1. Premier exemple : le cas d’une matrice diagonalisable.— Soit A la matrice de
M;(R) suivante :
211
A=|1 21
11 2

Le polyndme caractéristique de A est pp = —(z — 4)(x — 1)? et son polyndme minimal est
ma = (x —4)(z — 1). La matrice A est alors diagonalisable. Il existe donc une décomposition
de I’espace R® en somme directe de sous-espaces propres :

R*=E,® E,.

La valeur propre 4 étant de multiplicité algébrique 1, on a dim(E4) = 1. On en déduit que
Déterminons les projections de 1’espace R? sur les sous-espaces propres Ey et E;. Nous
noterons
Ty : RS — E4

la projection de R? sur le sous-espace FE, parallélement au sous-espace F; et
Tt R3 — B

la projection de R? sur F), parallelement 2 E,. Ces deux projections sont entiérement ca-
ractérisées par les relations suivantes :

ﬂ'Z = my, 7rf =m, mym =mmny =0, et Idgs = mq + 71,
Im(my) = Ey, Ker(my) = By, Im(m) = Ey, Ker(m)=E, 9.1)

On notera II; et I, les matrices des projections 7 et w4 exprimées dans la base canonique
de R3. Nous allons voir que 1’on peut exprimer ces deux matrices en fonction de la matrice A.

Les polynomes x — 4 et x — 1 sont premiers entre eux. D’apres I’identité de Bézout,
cf. théoréme 1.5.13, il existe deux polyndme %, et hy de R[z] vérifiant I’équation suivante

(x —4)hi + (x — D)hy = 1.

Un calcul élémentaire nous permet de déterminer les polyndmes h; et hy, on a :

(= D)(-3)+ - 1(5) =1 ©2)
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CHAPITRE 9. DECOMPOSITION SPECTRALE DES MATRICES

Donc x = H)WX S Im(H,\l) et N)\L - Im(H,\l)

Montrons la seconde égalité. Si i # j, le polyndme (z — ;)™ divise g;, donc pour tout
x € Ny;,onallix = gi(A)h;(A)x = 0. Donc N, C Ker(II,,) si i # j. Par suite

PN, € Ker(ILy,).
i
Inversement, soit x € Ker(IIy,). Comme x = Iy, x + ... +0+... + 1l x,onax € N,,.
J#i
On montre ainsi la proposition. [J

9.2.9 Théoreme (Décomposition spectrale algébrique).— Soit A une  matrice
de M,,(K) dont le polyndme caractéristique pa est scindé sur K. Soient Ai, ..., A,
les valeurs propres de A. Il existe une décomposition

A=D+N,

ot D est une matrice diagonalisable et IN est une matrice nilpotente qui commutent,
i.e., DN = ND.
De plus, les matrices D et N sont des polyndmes en A et la matrice D est donnée par

D= MLy, +... + A,

ouIly,, ..., m, désignent les projecteurs spectraux de la matrice A.

La preuve de ce théoreme est admise. La fin de cette section présente une méthode permet-
tant de calculer la décomposition du theoréme 9.2.9.

9.2.10. Calcul de la décomposition spectrale algébrique.— Soit A une matrice de M,,(K)
de spectre spec(A) = {\1,..., \,}. Btant donné un polyndme annulateur

g=(z=A)" . (z=A)"

de A, déterminons les projecteurs spectraux Il ,...,II,, de la matrice A. En pratique, on
prendra pour g le polyndme caractéristique pa, ou bien le polynome minimal m 4 .

, 1
Etape 1 : On décompose la fraction rationnelle — en éléments simples dans le corps des frac-
g

tions rationnelles K(z) :

Etape 2 : On pose ensuite

- ni—j 1 £ n
hi=Y ailw—X)""7 et g= [CESSIEA [T@ =)
=1 ‘
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Les matrices des projecteurs 7, et 4 dans la base canonique de R? sont

111 -2 1
=g 111 Ih=-g| 1 -2 1
111 1 1 -2

On notera que rg(Ily) = 1 = trace(Ily) et que rg(Il;) = 2 = trace(Ily).

9.2.2. Deuxieme exemple : le cas d’une matrice non diagonalisable. — Considérons la ma-
trice suivante de M, (R).

2100
0200
A= 0020
000 3
Le polyndme caractéristique de A est po = (v — 2)3(x — 3), son polyndme minimal est

ma = (x —2)%(x — 3). La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

En appliquant le lemme des noyaux, théoréeme 8.3.5, au polyndme minimal, on obtient la
décomposition :

R! = Ker(A — 214)% @ Ej,
ou Fj est le sous-espace propre associé a la valeur propre 3. Notons
N2 = KEI'(A - 214)2.

La dimension de E5 est majorée par la multiplicité algébrique de la valeur propre 3. On a donc
dim(E3) = 1 et par suite dim(Ny) = 3.

Déterminons la matrice de la projection m de R* sur N, parallélement & Es et celle de la

projection 73 de R* sur Fj parallelement & Ny, exprimées dans la base canonique de R*.
Les polyndmes (z — 2)? et = — 3 sont premiers entre eux ; on établit une relation de Bézout :

(=224 (z—3)(—x+1) =1.

Posons
1000 0000
0100 . 0000
Mo=(A-3L)-A+L) = | o o | e Ih=(A-2L)°= ), (g
0000 0001

Ainsi définis, 1, et I3 satisfont :
=1, I5=1I IL3=I,=0 1,=1I,+I.
De plus, on a
Im(Ily) = N,  Ker(Ilp) = B3, Im(Il;) = F5, Ker(Il3) = No.

Ainsi, les matrices Il et II3 sont bien celles des projections sur les sous-espaces Ns et Fj

respectivement.
Posons
2000 0100
0200 0000
D =2II, + 31l = 002 0| N=A-D= 0000
0003 0000

OnaN? = 0et A = D+N. Ainsi, A s’écrit comme la somme d’une matrice diagonalisable et
d’une matrice nilpotente. Nous montrons dans ce chapitre que cette décomposition est unique.
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