Matrices structurées
Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz.
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Définitions&Exemples

Matrices structurées

Une matrice A de taille n X n est structurée si :

@ elle dépend de O(n) paramétres a la place de n?
coefficients.

Q Ces coefficients sont distribuées d’'une maniére qui nous
permet de travailler "simplement” avec cette matrice.
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Définitions&Exemples

Matrices structurées

Une matrice A de taille n X n est structurée si :

@ elle dépend de O(n) paramétres a la place de n?
coefficients.

Q Ces coefficients sont distribuées d’'une maniére qui nous
permet de travailler "simplement” avec cette matrice.

’

Exemples
© Matrice de Toeplitz : T = (t;_;)i;-
@ Matrice de Hankel : H = (hj4}); -
© Matrice de Vandermonde V = ()cf_l);J
Q@ Matrice de Cauchy : C = (;)ixj

Xi—Y;j
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Toeplitz, T = (tifj)i,j

to t-1 ... t_pp1

(5] to

: . . t_q
th—1 ... t; to

HE)I'I'(GI7 H = (hiJrJ')i’j

ho h ...  hy
h ;

h2n—3

hn—l o0 0 h2n—3 h2n—2

Vandermonde, V = (x/ '),

1 xg ... xt
1 x x5t
1 x, ... xm1

Cauchy, C = ( L ),"j

Xi—Y;j
1 1
xi—=y1 "7 X1—yn
1 1
Xn—y1 T Xn—Yn
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Définitions&Exemples

Structure de déplacement

Matrices structurées

A est dite structurée si il existe 2 matrices "simples” (creuses)
M et N telles que rg(Vumn(A)) = a (resp rg(Amn(A)) = ),
avec « "petit” ou indépendent de n.
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Définitions&Exemples

Structure de déplacement

Matrices structurées

A est dite structurée si il existe 2 matrices "simples” (creuses)
M et N telles que rg(Vumn(A)) = a (resp rg(Amn(A)) = ),
avec « "petit” ou indépendent de n.

avec

Opérateurs et rang de déplacement
Q Vun(A)=A—MANT = GFT, G, F de taille n x a.
Q Ayn(A) = MA— AN.

Le plus petit o tel que rg(Vmn(A)) = a, s'appelle le {M, N}
rang de déplacement de A. On le notera rg;, y(A).

v
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On définit :

On a:
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Définitions&Exemples

On définit :

On a:

to ... topi
o Vzz(T) = | co | re(Vzz(T)) =2
tho1 ... 0
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On définit :
0o ... ... 0
7_ 1 0
0 1 0

On a:

to ... t_ppt

o Vzz(T) = | c ] ra(Vzz(T)) =2
th—1
ho ...
o Vzrz(H) = : o] re(Vzr z(H)) = 2.
hn1 ... hapo
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On définit D, = diag(xq, ..., Xn)-

1 ... 1
o ADX,Dy(C) = . rg(ADX,Dy(C)) = 1
1 ... 1
0 x{'_l
o Ap, z(V)=|: © | re(Ap, z(V)) = 1.
0 x,’]_l
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On définit D, = diag(xq, ..., Xn)-

1 ... 1
° ADX7D}/(C) = * rg(AD)mDy(C)) - 1
1 ... 1
0 Xt
o Ap, z(V)=|: © | re(Ap, z(V)) = 1.
0 Xn—l

formes de base

Type Toeplitz rg(Az,z(A)) < n

Type Hankel rg(Azr z(A)) < n
Type Cauchy rg(ADX p,(A)) < n
Type Vandermonde | rg(Ap, 7(A)) < n
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Propriétés

Amn(A+ B) = Aun(A) + Amn(B).
VM,N(A i B) = VM’N(A) aF VM,N(B).
ALn(AB) = Api(A)B + ADy n(B).
Vin(AB) = Vi m(A)B + LAAy n(B).
Anm(A1) = —A 1Ay n(A)A .
Vam(A ™) = NAIVy n(A)NLAL,

e 6 6 o6 o
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Définitions&Exemples

Propriétés

(]

Amn(A+ B) = Aun(A) + Amn(B).
VM,N(A i B) = VM,N(A) aF VM,N(B).
ALn(AB) = Api(A)B + ADy n(B).
Vin(AB) = Vi m(A)B + LAAy n(B).
Anm(A1) = —A 1Ay n(A)A .
Vam(A ™) = NAIVy n(A)NLAL,

e 6 6 o6 o

Proposition
o 12y n(A+ B) < rgy n(A) + gy n(B).
o 1g; n(AB) < rg; m(A) + 124 n(B).
° rgN,M(A_l) =18y n(A).

SSS———————————————————————————————————————————.—_—_——w——_—,
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Propriétés

Ayn(A+ B) = Aun(A) + Aun(B).
Vun(A+ B) =Vun(A) + Vun(B).
A n(AB) = AL m(A)B + AAy n(B).
Vin(AB) = Vi m(A)B + LAAy n(B).
Aym(A™H) =—-ATAyn(AATL
Vum(A™) = NATV y n(A)NTATL

(]

e 6 6 o6 o

o’

o 12y n(A+ B) < rgy n(A) + gy n(B).

o 1g; n(AB) < rg; m(A) + 124 n(B).

° rgN,M(A_l) =18y n(A).

o Le complément de Schur a le méme type de déplacement
que A et de rang de déplacement < celui de A.

SSSS—————————————————————————————_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—m—_w—§—_—.—.—._—§—-“-_”;
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

© Le gain en utilisant les matrices structurées
@ Multipplication rapide
@ Résolution des systemes linéaires

Houssam KHALIL Matrices structurées



Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Multiplication rapide

A est structurée

Si la matrice A est de Toeplitz, de Hankel, de Cauchy, ou de
Vandermonde. En utilisant |'algorithme FFT on peut faire la
multiplication matrice-vecteur de taille n en O(nlIn" n), avec
r=1ou 2.
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Multiplication rapide

A est structurée

Si la matrice A est de Toeplitz, de Hankel, de Cauchy, ou de
Vandermonde. En utilisant |'algorithme FFT on peut faire la
multiplication matrice-vecteur de taille n en O(nIn" n), avec

r=1ou 2.
A rang de cout de multi-
déplacement | plication par v
type Toeplitz Q@ O(anln n)
typeHankel a O(anlnn)
typeVandermonde | o O(anln® n)
typeCauchy a O(anln?n)
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Résolution des systeme linéaires

Tv=>b
Algorithmes standards | O(n%)
Algorithmes rapides O(n?)
Algoritmes super rapides | O(nIn® n)
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Résolution des systeme linéaires

Tv=0>b
Algorithmes standards | O(n%)
Algorithmes rapides O(n?)
Algoritmes super rapides | O(nIn” n)

Types des algorithmes rapides
@ Schur — A= LU, en O(n?).
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Résolution des systeme linéaires

Tv=0>b
Algorithmes standards | O(n%)
Algorithmes rapides O(n?)
Algoritmes super rapides | O(nIn” n)

Types des algorithmes rapides
@ Schur — A= LU, en O(n?).
Q Levinson — A7 = LU, en O(n?).
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur

Ayn(A) = GF

_ _ d1 up 1 0 dl U _
A_Al_(/l A22> (dllll 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur

Ayn(A) = GF

_ _ d1 up 1 0 dl U _
A_Al_(/l A22> (dllll 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :
A
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Multipplication rapide

Le gain en utilisant les matrices structurées
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur
Ayn(A) = GF

_ _ d1 up o 1 0 dl U _
A_Al_(/l A22>_(dl1/1 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :
Al — A2

!
{/17 ul}
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Multipplication rapide

Le gain en utilisant les matrices structurées
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur
Ayn(A) = GF

_ _ d1 up o 1 0 dl U _
A_Al_(/l A22>_(dl1/1 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :

A — A - .. =
! !
{/1, Ul} {/2, Uz}
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur

Ayn(A) = GF

_ _ d1 up o 1 0 dl U _
A_Al_(/l A22>_(dl1/1 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :
A — A - .. = A,
!

! !
{/1,U1} {/Q,UQ} {/,,,Ll,,}
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur

Ayn(A) = GF

_ _ d1 up o 1 0 dl U _
A_Al_(/l A22>_(dl1/1 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :
A — A - .. = A,
! | l
{/1,U1} {/Q,UQ} {/,,,Ll,,}
Q Algorihtme de Schur généralisé :
{G1, A1}

Houssam KHALIL Matrices structurées



Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur

Ayn(A) = GF

_ _ d1 up 1 0 dl U _
A_Al_(/l A22> (dllll 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :
A — A - .. = A,
! | l
{/1,U1} {/Q,UQ} {/,,,Ll,,}
Q Algorihtme de Schur généralisé :
{G.Fi} — {G,F}
|
{h, i}
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur

Ayn(A) = GF

- . d1 up . 1 0 d1 uy o
A_Al_(/l A22>_(di1/1 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :
A — Ao - ... — A,
! | l
{/1,U1} {/2,U2} {/,,,Ll,,}
Q Algorihtme de Schur généralisé :
{Gl,Fl} — {G2,F2} — —
| |
{/1, Ul} {/2, Uz}
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Algorithme de Schur

Ayn(A) = GF

- . d1 up . 1 0 d1 uy o
A_Al_(/l A22>_(di1/1 1,1/ \0 A =L

avec A, = Ay — dilllul est le complément de Schur de d;.

Q Algorithme naif :
A — Ao - ... — A,
! | l
{/1,U1} {/2,U2} {/,,,Ll,,}
Q Algorihtme de Schur généralisé :
{Gl,Fl} — {G2,F2} — — {Gn,F,,}
| | l
{ll,ul} {/2,U2} {ln,un}
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithmes super rapides
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithmes super rapides

Algorithme 1
Soit M une matrice de taille n x n

M:<A B) A, B, C, D de taille = x

¢ D

NS
NS
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithmes super rapides

Algorithme 1
Soit M une matrice de taille n x n

A B N
M_<C D) A,B,C,Ddetalllezx

1 -1 -1 -1 _ A1 -1
M_IZ(A L A'BS-ICA A-1BS )75:D_CA_1B

-S7tcat St
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithmes super rapides

Algorithme 1
Soit M une matrice de taille n x n
A B . h n
M = <C D) A, B, C, D de taille 5 X 5
Y= Al 4+ AIBSTICAT —AIBST!
- —S1CA! St
Procedure Inv(M, n)
eSin=1 M1:=1/M, sinon :
@ décomposer M en blocs de taille n/2.
o At :=Tnv(A,n/2); S:=D— CA'B
o S :=Inv(S,n/2)
o Calculer A~ + A"1BS71CAt, —A1BS™ !, —S1CA?

) . S=D-CA'B



Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithme 2
s ... fopr1
Soit T = S : une matrice de Toeplitz

a0t

Houssam KHALIL Matrices structurées



Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithme 2
s ... fopr1
Soit T = S : une matrice de Toeplitz

Systeme fondamental et fonction génératrice

Définitions
o Pour un vecteur (a,), 0....m ON associe le polynéme

a(x) =Y " ,aix" et a(x) = xMa(x7t) = > @, ix".

y
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithme 2
s ... fopr1
Soit T = S : une matrice de Toeplitz

Systeme fondamental et fonction génératrice

Définitions
@ Pour un vecteur ( aj)i=o0,...m on associe le polynome
a(x) =Y ", aix" et a(x ) =x"Ma(x71) =>""anix'.
@ Un systeme fondamental de T est {u(x), v/(x)} de degré
n; T(ug,...,un1)" = e et T(uy,...,u, )" =—(0,
)T u,=0,u, =1

y
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Algorithme 2
s ... fopr1
Soit T = S : une matrice de Toeplitz

Systeme fondamental et fonction génératrice

Définitions

@ Pour un vecteur ( aj)i=o0,...m on associe le polynome
a(x) =Y ", aix" et a(x ) =x"Ma(x71) =>""anix'.

@ Un systeme fondamental de T est {u(x), v/(x)} de degré
n; T(ug,...,un1)" = e et T(uy,...,u, )" =—(0,

)T u,=0,u, =1

o La fonction génératrice d'une matrice M = (m ;)7L est

le polyndme M(x,y) = > 7L, mijx iy

y
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide

Résolution des systemes linéaires

Fonction génératrice de 71

u(x)d'(y) — u'(x)a(y)
1—xy '

o Théoréme T '(x,y) =

o Corollaire T =
LFY(D_(u)F-F;'Dy(u") — D_(u')F_F;* Dy (u))DF,.
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Le gain en utilisant les matrices structurées Multipplication rapide
Résolution des systemes linéaires

Fonction génératrice de 71

o Théoréme T '(x,y) =

o Corollaire T =
LFY(D_(u)F-F'Dy(u") — D_( ’)F F D, (u))DF,.

o Définition On définit T(x Z tix'.
i=—n+1
o Proposition {u(x), v'(x)} est systeme fondamental de T
ssi 3 v(x), v/(x) de degré n avec v, =1, v, =0, tels que
T (wi)u(wk) +wpv(wk) =0 k=0,...,2n—1
T (wi)t' (wi) + wpv'(wi) =0 wn=1
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

© Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Probleme

Tu=g

R
avec | =

I

u=(up,. - Upn1), & =1(80,---,8n1)
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Probleme

avec | =

I

u=(up,. - Upn1), & =1(80,---,8n1)

|
A

Définition

T(X) = E?;in-i-l t,'Xi’ U(X) = 27201 U,'XI, g(X) -
n—1 _ i ¥ . 2n—173 i R _ t; si i<n

Z,‘;o 8iX T(X) - ZI:O Lx, b= { ti_s, SI [I>n
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Probleme

Tu=g
to tont1
avec T =
I

u=(up,. - Upn1), & =1(80,---,8n1)

| \

Définition

T(x) =2l tx, u(x) =Y ux, g(x) =
n—1 _ i ¥ . 2n—173 i R _ t; si i<n

Z,‘;o 8iX T(X) - ZI:O Lx, b= { ti_s, SI [I>n

E={1,...,x"71}, et Mg est la projection sur |'espace
vectoriel engendré par E.
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Théoreme

Tu=g < Neg(T(x)u(x)) = g(x)
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Théoreme
Tu=g < Neg(T(x)u(x)) = g(x)

o Me(T(x)u(x)) = T(x)u(x )(—x "A(x) — x"B(x) avec

deg A(x) <n—1letdegB(x)<n-—1

o T(wj)u(w) +wiv(w;) — g(w;) = 0 pour w?" =1
donc Iw(x) de degré < n— 1 tel que
T(x)u(x) + x"v(x) + (x*" — I)w(x) = g(x)
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Théoreme

Tu=g < Neg(T(x)u(x)) = g(x)

o Ne(T(x)u(x)) = T(x)u(x )(—X "A(x) = x"B(x) avec

deg A(x) < n—1etdegB
° T(wJ) (wj) + wiv(w;) — g(w;) = 0 pour wf” =1

donc Iw(x) de degré < n— 1 tel que

T(x)u(x) +x"v(x) + (" — L)w(x) = g(x)

Pour (a, b, ¢) € K[x]* et d € K[x] on définit
o L(a,b,c)={(p,q,r) € K[x]; ap + bq + cr = 0}
o L(a,b,c;d)={(p,q,r) € K[x]*; ap+ bq + cr = d} J

)<n-1




Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Proposition

Pour (a, b, ¢) € K[x]*, le K[x]-module L(a, b, c) est libre de
rang 2.
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Pour (a, b, ¢) € K[x]*, le K[x]-module L(a, b, c) est libre de
rang 2.

Une p—base de L(a, b, ¢) est une base (p, q,r), (p',q',r') de
L(a, b, c) avec pu = deg(p, q,r) < deg(p, q', ')
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Pour (a, b, ¢) € K[x]*, le K[x]-module L(a, b, c) est libre de
rang 2.

Une p—base de L(a, b, ¢) est une base (p, q,r), (p',q',r') de
L(a, b, c) avec pu = deg(p, q,r) < deg(p, q', ')

L(T(x),x",x*" — 1) admet une n— base avec
n = deg(p, q,r) = deg(p', q', r')

\
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Pour (a, b, ¢) € K[x]*, le K[x]-module L(a, b, c) est libre de
rang 2.

v

Une p—base de L(a, b, ¢) est une base (p, q,r), (p',q',r') de
L(a, b, c) avec pu = deg(p, q,r) < deg(p, q', ')

Théoreme

~

L(T(x),x", x*™ — 1) admet une n— base avec
n = deg(p, q,r) = deg(p', q', r')

v

~

L(T(x),x", x> —1)NK[x],_1 = (0,0,0).

4
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Théoréme

u solution de Tu = g & Fv(x), w(x) € K[x],_1 tel que

(u(x), v(x), w(x)) € L(T(x),x",x*" — 1; g(x)) N K[x]n_1
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Théoréme

u solution de Tu = g & Fv(x), w(x) € K[x],_1 tel que
(u(x), v(x), w(x)) € L(T(x),x",x*" — 1; g(x)) N K[x]n_1

Lemme

L(T(x),x", x> —1; g(x)) N K[x],_1 contient un seul élément.

y
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Théoréme

u solution de Tu = g & Fv(x), w(x) € K[x],_1 tel que
(u(x), v(x), w(x)) € L(T(x),x",x*" — 1; g(x)) N K[x]n_1

Lemme

L(T(x),x", x> —1; g(x)) N K[x],_1 contient un seul élément. |

0

p P
Le reste de division de | x"g(x) | par | ¢ ¢’ | est le vecteur
g(x) ror

solution donné par le théoreme précédent

4
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Relation entre matrices de Toeplitz et syzygies

Proposition

Un systeme fondamental de T donne une n—base de
L(T(x),x", x> —1)
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

@ Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)
@ Généralisation du cas scalaire
o TBT et syzygies
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

t0,0 000 t—m+1,0 tO,—n+1 o oo t—m+1,—n+1
th10 --- too tmfl,fnJrl ce to,_ni1
to,n—1 voo Eppiaa to0 coo tpmp
tm—l,n—l © 00 tO,n—l tm—l,O © oo t0,0

= (ta—placepees E={(i,j); 0<i<m-1,0<<n-1}
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies
Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Multiplication rapide

Si v est un vecteur de taille m.n, T.v peut se faire en
O(mnIn mn).
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Multiplication rapide
Si v est un vecteur de taille m.n, T.v peut se faire en
O(mnIn mn).

Remarques importants : Généralisation du cas scalaire
Soient T1, T, 2 matrices TBT de méme taille.

o

° Tl_1 est structurées par blocs.

e T1 T, sont structurées par blocs

o Le complement de Schur S d'une sous matrice (des
blocs) est stucturé par blocs.
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Multiplication rapide
Si v est un vecteur de taille m.n, T.v peut se faire en
O(mnIn mn).

Remarques importants : Généralisation du cas scalaire
Soient T1, T, 2 matrices TBT de méme taille.

o

° Tl_1 est structurées par blocs.
e T1 T, sont structurées par blocs
o Le complement de Schur S d'une sous matrice (des

blocs) est stucturé par blocs.
Q Ni 7,1, ni Ty Ty, ni S n'ont les blocs structurés.

Houssam KHALIL Matrices structurées




Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Probleme

g

T= (ta—ﬁ)a,ﬁeE € Kmnxmn7 8= (ga)aeE et u= (ua)aeE
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Probleme

Tu=g

T= (ta—ﬁ)a,ﬁeE € Kmnxmn7 8= (ga)aeE et u= (ua)aeE

Définition
Z-(X,Y) = Z(;J)GE_E ti,inyj: u(x,y) = Z(;,j)eg Ui,inyj
T(x,y) = Z(iJ)EF t;jx'y!, avec

|

ti; sii<m,j<n
i t,'_ng siiZm,j<n
= tij—on sii<m,j>n

ti—2m,j—2n sif Z m7.j Z n

A\
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies
Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Théoreme

Tu=g < MNeg(T(x,y)u(x,y)) = g(x,y)
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies
Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Théoreme
Tu=g < Ne(T(x, y)u(x,y)) = g(x,y)

Proposition
u solution de Tu = g < 3Ihy,..., hg € K[x, y]m_l-

(U(va)vhl(xhy)v h8(X y)) € L(T(X y) x™ X =Ly
(3™~ 1)y7, y27 — 1, xm(y2" — 1), (2™ — )(yz"—l),g(x,y))J

|
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Théoreme
Tu=g < Ne(T(x, y)u(x,y)) = g(x,y)

u solution de Tu =g < 3hy, ..., hg € K[x, y]m-1;
n—1

(U(X7 y)7 hl(X7y)7 MR h8(X7 y)) E L(T(XJ .y)?Xm7sz - 17yn7
(™ —=1)y", ¥y — 1, x™(y*" — 1), (x*" = 1)(y*" — 1); g(x, y))

o

(ai)iz1,..n € K[x, y]". le K[x, y]—module L(ay, ..., a,) est
libre de rang n — 1.
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Théoreme
Tu=g < Ne(T(x, y)u(x,y)) = g(x,y)

u solution de Tu =g < 3hy, ..., hg € K[x, y]m-1;
n—1

(U(X7 y)7 hl(X7y)7 AR h8(X7 y)) E L(T(XJ .y)?Xm7sz _ 17.yn7
(™ = 1)y, y>" — Lx"(y*" — 1), (x*" = 1)(y*" — 1); g(x,¥)) |

(ai)iz1,..n € K[x, y]". le K[x, y]—module L(ay, ..., a,) est
libre de rang n — 1.

L(T) NK[x, yln1 = (0,..., ).

A
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies
Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Définition

Un systeme fondamenal de T est
{mn(x,y), ta(x,y), ua(x,y)} € Klx, ylon g

~ ~

Ty =T(xy)x™, T =T(x,y)y", Tuz=1
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)
Définition
Un systeme fondamenal de T est
{u1(x, ), u2(x, ), us(x, ¥)} € K[x, y]5, 1

n—1

Ty =T(xy)x™, T =T(x,y)y", Tuz=1

|

Définition
01,...,09 est la base canonique de K[x, y]°

A
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies

Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Un systeme fondamenal de T est
{u1(x,y), ta(x,y), us(x, ¥)} € K[x, 7, 1

T.uy = T(X,y)x’”, T.u = 7'(x,y)y”, Tu;=1

01,...,09 est la base canonique de K[x, y]°

Les relations :
p1=x"oy — 1y ps = y"oa — 05
p2=Yy"01 — U pe = X"oy — 05
p3=x"oy — 03 —u3 p7r=x"05 — 06+ 04
pa=y"o4— 07— U3 pg=y"os —0g+ 02
forment une base de £(T)

4
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Généralisation du cas scalaire
TBT et syzygies
Matrices de Toeplitz par blocs Toeplitz (TBT)

Remarque& Définition

On s'intéresse au calcul des coefficients de o1, 03, 04, 05 de
P1, P25 P3-
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