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Résumé du sujet de stage. Les notions de monoïde plaxique et d’algèbre plaxique sont à la
frontière de la combinatoire algébrique et de la théorie des représentations. L’objectif de ce stage
est de comprendre des méthodes de calcul de résolutions libres d’algèbres plaxiques à partir de
présentation de ces algèbres par des bases de Gröbner associatives. L’étude portera sur les algèbres
plaxiques de type A, mais pourra éventuellement aborder d’autres types classiques. Ce travail
repose sur la compréhension de la structure d’algèbre plaxique, ses présentations par des systèmes
de réécritures convergents finis, et la construction de résolutions libres d’algèbres à partir d’une
présentation de leur idéal des relations par une base de Gröbner.

Description détaillé du sujet. En 1981, l’introduction de l’algèbre plaxique par Lascoux et
Schützenberger, [LS81], leur a permis, en particulier, de donner la première démonstration rigou-
reuse de la règle de Littlewood-Richardson qui décrit la décomposition du produit tensoriel de
deux représentations irréductibles du groupe général linéaire. Depuis, de nombreux travaux ont
montré l’intérêt de ces structures en théorie des représentations, notamment en lien avec la théorie
des bases cristallines de Kashiwara (Leclerc, Lecouvey, Littelmann, Thibon...) et la théorie des
chemins de Littelmann, [Lit96], pour les représentations des algèbres de Lie semi-simples.

Plus récemment, les structures plaxiques ont été étudiées par des méthodes de réécriture pour
en déduire des propriétés de décidabilité et d’automaticité, [CGM15, CGM19], des présentations
cohérentes, [HM17, HM19], ou en calculer la cohomologie, [Lop14].

Cet apport des méthodes de réécriture s’inscrit dans un cadre plus large. Depuis les années
80, plusieurs résultats (Anick [Ani86], Squier [Squ87], Kobayashi [Kob90], Brown [Bro92], Dot-
senko [DK13], etc.) ont révélé l’intérêt de méthodes issues de la réécriture pour la résolution de
problèmes de décision algébriques et la construction d’invariants homologiques. L’étude com-
binatoire des groupes, de structures monoïdales, comme les monoïdes, petites catégories, pros,
ou cartésiennes, comme les théories de Lawvere, ou encore linéaires avec les algèbres associa-
tives et les opérades, se fonde sur des présentations par générateurs et relations possédant de «
bonnes » propriétés calculatoires (finitude, confluence, terminaison). En particulier, les présenta-
tions convergentes, i.e., confluentes et terminantes, et les bases de Gröbner pour les structures li-
néaires, permettent de calculer des formes normales et, ainsi, d’aborder des problèmes de décision
par des méthodes de réécriture. Plus généralement, plusieurs méthodes algorithmiques de calcul
de résolutions abéliennes libres à partir de présentations convergentes ou de bases de Gröbner ont
été développées permettant de calculer explicitement des invariants homologiques.

Le principe de calcul de ces résolutions à partir d’une présentation convergente de l’algèbre,
consiste à décrire, successivement, les générateurs, les relations, les paires critiques et, pour tout
entier n ≥ 2, les chevauchements de n paires critiques. La résolution décrit alors, pour tout n,
le calcul des mots qui peuvent se réécrire de n façons différentes. De plus, l’idée est d’obtenir
des données minimales qui décrivent ces situations, en généralisant le principe selon lequel les
paires critiques décrivent tous les mots qui peuvent être réécrits de deux façons différentes, d’où
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la volonté de calculer des résolutions de la plus petite taille possible (voire minimales). Ce type
de résolution fournit ainsi un compromis entre la bar résolution et les résolutions minimales. La
bar résolution est facile à construire, car associée à une présentation de l’algèbre comprenant tous
les éléments de l’algèbre pour générateurs et la table de multiplication pour relations. Cependant,
cette résolution reste difficile à utiliser en pratique. Par ailleurs, à l’autre extrême, les résolutions
minimales sont difficiles à expliciter en général.

Ce stage de recherche a pour finalité la construction explicite de résolutions des algèbres
plaxiques en type A à partir d’une base de Gröbner de son idéal des relations. Il s’agira notamment
de comprendre les constructions de résolutions données par Lopatkin dans [Lop14] et de Lebed
dans [Leb16]. Certaines des questions suivantes pourront être également abordées dans le cadre
de ce stage :

1 - expliciter les chaînes de la résolution en termes de tableaux et les opérateurs bords et l’homo-
topie contractante en termes d’insertion de Schendsted,

2 - étudier le cas des algèbres plaxiques de type Bn, Cn, Dn ou G2,

3 - donner une interprétation en termes de réécriture de la réduction de Morse discrète utilisée
dans [Skö06] pour réduire la résolution Bar à la résolution d’Anick,

4 - comprendre cette réduction de Morse dans le cas plaxique,

5 - implémenter la résolution d’Anick, ainsi que les méthodes de calcul d’invariants homologiques
de ces algèbres que l’on peut obtenir à partir de cette résolution : séries de Hilbert et de
Poincaré, nombres de Betti.
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