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Feuille 2 : Sur les applications

Exercice 2-1
Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles. Exprimer a l'aide de
quantificateurs en n’utilisant que des symboles les assertions suivantes :

1. f s’annule;

2. f est I’application nulle;

3. f n’est pas une application constante ;

4. f ne prend jamais deux fois la méme valeur ;
5. f s’annule au plus une fois.

Exercice 2-2
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Lorsqu’elles sont fausses, énoncer leur négation.

1. Vz € R, (z = |z| ou x = —|x]).
2. (Vz eR, z=|z]) ou (Vx € R, z = —|z]).
3. meR, VyeR, y—z+a22<0.
4. yeR,Vz eR, y—x+ 22> 0.
Exercice 2-3
1. Soient A ={1,2,3} et B =1{0,1,2,3}. Décrire les ensembles AN B, AUB et A x B.
2. Soient A =[1,3] et B = [2,4]. Déterminer AN B et AU B.
3. Soient A =| —00,3], B =] —2,7] et C =| — 5, 00| trois parties de R. Déterminer AN B, AUB, BNC
et BUC.
Exercice 2-4
Soit F un ensemble, et A et B deux parties de E. Montrer 1’équivalence

ACB < AUB=B.

Exercice 2-5
En utilisant un raisonnement par la contraposée, montrer 'implication suivante pour tout (a,b) € R?

(Ve>0,a<b+e) = a<b.
Exercice 2-6

Soit E un ensemble, et A, B et C trois parties de F.

1. L’implication suivante est-elle vraie
(AUB)¢C = (AZCouBZC(C)?
2. On suppose que l'on a les deux inclusions suivantes : AUB C AUC et AN B C AN C. Montrer que
BcC.

Exercice 2-7
1. Soient les fonctions f et g de R dans R définies pour tout = € R par f(z) = 3z + 1 et g(z) = 2% — 1.
Calculer fog et go f. Que peut-on en déduire sur la composition des fonctions ?

2. A partir des expressions formelles suivantes, déterminer deux fonctions u et v telles que h = uw o v en
précisant leurs ensembles de départ et d’arrivée :

(a) h(z) = V3z — 1; (b) hlw) = sin(z +2); (¢) hiz) = —

Exercice 2-8
Soit f la fonction de R dans R définie pour tout z € R par f(x) = 2x + 1. Déterminer pour tout = € R
(fofofof---of)(z) (ou f apparait n fois) en fonction de n € N*.



Exercice 2-9
Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
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Exercice 2-10
2

Soient I et J des parties de R, et f: I — J définie pour tout « € I par f(z) = z°.
1. Donner des ensembles I et J tels que f soit injective mais pas surjective.

2. Donner des ensembles I et J tels que f soit surjective mais pas injective.

3. Donner des ensembles I et J tels que f ne soit ni injective ni surjective.

4. Donner des ensembles [ et J tels que f soit injective et surjective.

Exercice 2-11
Soient E, F' et G trois ensembles, et soient f : E — F et g : ' — G deux applications.

Montrer que si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
Montrer que si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
Que peut-on conclure sur g o f si f et g sont bijectives?
Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

A I

suivants :
(a) go f=1Idg; (b) fog=1Idp; (¢) fof=Idg.

Exercice 2-12

1. Soit f lapplication de I’ensemble {1,2, 3,4} dans lui-méme, définie par :

f() =4, f(2)=1,f3) =2, f(4) =

(a) Déterminer f(A) lorsque A = {1}, A={1,3}, A={3,4} et A =10.
(b) Déterminer f~1(B) lorsque B = {2}, B = {1,2} et B = {3}.

2. Soit f l'application de R dans R définie par f(x) = 2. Déterminer f~1(B) lorsque B =

B=[,2.

Exercice 2-13
Décrire (sans démonstration rigoureuse) les ensembles qui suivent.

1. tan({0}); 7. (COS|[3 271 ([0,1]);
2. sin~'({2}); 8. ¢ ([0 1]);

3. £71([0,1]) pour f R — R,z — 22 9. exp(] ,2]);

4. £71([0,1]) pour f:[-1/2,4/3] —» R,z — z?; 10. exp_l([— e]);

5. £71(0,1]) pour f : RT = R,z s 2° 11. In(R_);

6. (cos|o,n)" L([0,1]); 12. InY([3, +o0).

Siaprésent f: E — Fetg: F — E, déduire de ce qui précéde ce que I'on peut dire dans les cas

{1} et



Exercice 2-14

2
Soit f : R — R définie pour tout z € R par f(x) = ﬁxQ
x

1. f est-elle injective ?

2. Montrer que f(R) = [—1,1]. En déduire que f n’est pas surjective.

3. Montrer que la restriction ¢ : [-1, 1] — [—1, 1] définie par g(x) = f(z) est une bijection.
4

. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.

Exercice 2-15
Soit f : X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est injective;

ii) Pour tous A1, A parties de X, on a f(A; N Az) = f(A1) N f(A2).

Exercice 2-16

Soient ' un ensemble et f une application de E dans lui-meme telle que f ( f (E)) = FE. Montrer que f

est surjective.

Exercice 2-101
Soit f : N — Z l'application définie pour tout k € N par f(2k) =k et f2k+1) = —k — 1.

1. Montrer I’équivalence suivante

Vn € N, n pair <= 0 < f(n).

2. En déduire que f définit une bijection de N vers Z.

Exercice 2-102
Soient I C R et J C R deux intervalles de R, et f : I — J une application strictement croissante.

1. Montrer que f est injective. On pourra montrer la contraposée en utilisant le fait que x1 # 2 est
équivalent & 1 < x9 ou x1 > xs.
2. Déterminer ’ensemble K tel que f : I — K soit bijective.

Exercice 2-103
Soit f : E— F. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i) 3G C F telle que f est une bijection de E dans G ;

ii) f est injective.

Exercice 2-104
Soient F et F' deux ensembles, et f une application de E dans F'. Soient également A; et As deux parties
de E, et B; et By deux parties de F.

1. Montrer que By C By = f~1(B;) C f71(By). La réciproque est-elle vraie ?
2. Montrer que f(A; N As) C f(A1) N f(As2). L’inclusion réciproque est-elle vraie ?
3. Montrer que f(A; U As) = f(A1) U f(A2).

Exercice 2-105
Soient E et F' deux ensembles, et f une application de E dans F'.

1. Montrer que pour toute partie A de E, ona A C f~1 (f(A))

2. Montrer que pour toute partie B de F, on a f(f_l(B)) C B.
3. Montrer que f est injective si et seulement si pour toute partic A de E, on a A = f~1 (f(A))

4. Montrer que f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F', on a f ( f _1(B)> = B.



