
Vitesse de convergence vers l'�etat d'�equilibre pourdes dynamiques markoviennes non h}old�eriennes.Abdelaziz Kondah � V�eronique Maume y Bernard Schmitt yAvril 1996R�esum�eOn �etudie la vitesse de convergence vers l'�etat d'�equilibre pour des dyna-miques markoviennes non h}old�eriennes. On obtient une estimation de la vitessede m�elange sur un sous-espace B dense dans l'espace des fonctions continues.En outre, on montre que le spectre de l'op�erateur de Perron-Frobenius, res-treint �a B, est un disque ferm�e dont chaque point est une valeur propre. Ceciimplique que la vitesse de convergence vers l'�etat d'�equilibre ne peut pas êtreexponentielle.Speed of mixing toward equilibrium state forMarkovian non h}olderian dynamics.AbstractWe study the convergence speed to equilibrium state for Markovian nonh}olderian dynamics. In particular, an estimation of the mixing speed is ob-tained on a subspace B which is dense in the space of continuous functions.Moreover, we show that the spectrum of the Perron-Frobenius operator asacting on B is a whole closed disk of which each point is an eigenvalue. Thisimplies that the convergence speed cannot be exponential.Introduction.Y. Sina�� [Si] et D. Ruelle [Ru1] ont introduit le formalisme thermodynamiquevoici une trentaine d'ann�ees. Ce point de vue a permis en particulier de comprendrela notion de mesure d'�equilibre associ�ee �a une fonction de poids (ou interaction).Des r�esultats concernant l'existence et les propri�et�es des mesures d'�equilibre ont �et�e�etablis pour di��erents types de syst�emes dynamiques ([Bo], [Pa, Po], [Ru1] pourle cas symbolique ; [Bo], [Ru2] pour les di��eomorphismes de type Axiome A ; [Co],[H, K], [Le], [Sc], [Wa] pour les endomorphismes unidimensionnels et les applica-tions dilatantes etc...). Dans cet article, on s'int�eresse �a la vitesse de convergencevers l'�etat d'�equilibre (ou vitesse de m�elange). Pour ce type de questions, il n'estpas restrictif de se placer dans le cadre de la dynamique symbolique : en utilisant lespartitions markoviennes, on peut repr�esenter de nombreux syst�emes par des sous-d�ecalages de type �ni.Ainsi, consid�erons un syst�eme symbolique ayant un nombre �ni d'�etats et une inter-action � v�eri�ant une condition plus large que celle de sommabilit�e du module de�: Universit�e Sidi MohamedBen Abdellah,Facult�e des sciences,D�epartementde Math�ematiquesB.P. 1796, Fees - MAROC.y:Universit�e de Bourgogne, Facult�e des sciences Mirande, laboratoire de topologieB.P. 400, 21011 Dijon Cedex - FRANCE.E.mail : schmittb@u-bourgogne.fr 1



continuit�e envisag�ee dans [Sc] et [Gor] (voir section 1 pour une d�e�nition pr�ecise).Des r�esultats classiques montrent que le cas des sous-d�ecalages ap�eriodiques de type�ni se r�eduit au cas du d�ecalage plein, c'est pourquoi nous n'envisageons que cettesituation.Lorsque le module de continuit�e de � est g�eom�etrique (c'est �a dire que � esth}old�erienne), la situation est bien connue ([Bo], [Pa, Po], [Ru1]) : l'op�erateur dePerron-Frobenius P (ou op�erateur de transfert) en tant qu'op�erateur sur l'espacedes fonctions h}old�eriennes est quasi-compact. Ceci implique que la vitesse de conver-gence vers l'�etat d' �equilibre, sur cet espace, est exponentielle. Cette propri�et�e ditedu trou spectral ou de la vitesse exponentielle des corr�elations peut aussi être �etablieen utilisant les m�etriques projectives introduites par G. Birkho� [Bi1]. Plus pr�ecis�e-ment, on peut montrer l'existence d'un cône convexe ferm�e et born�e � de fonctionsh}old�eriennes positives tel que P� soit inclus strictement dans �. L'op�erateur Pcontracte alors strictement la m�etrique projective associ�ee �a � ; cette propri�et�e destricte contraction permet alors de conclure [Fe, Sc].Dans le cadre non h}old�erien dans lequel nous nous pla�cons, il n'existe pas, �a priori,de cône strictement P�invariant. A�n d'obtenir une estimation de la vitesse dem�elange sur un sous-espace B dense dans l'espace des fonctions continues (th�eo-r�eme 1.1), nous suivons une nouvelle approche en introduisant une suite de cônes.Pr�ecis�ement, on construit une suite (�l)l2Nde cônes convexes de fonctions conti-nues positives et une suite (nl)l2N? d'entiers tels que : Pnl�l�1 � �l, l � 1 et pourlesquels, Pnl est une contraction de �l�1 dans �l, de coe�cient de contraction uni-forme  < 1. Le captage d'une corr�elation non exponentielle provient alors du faitque Pn1+:::+nl est une contraction de �0 dans �l, dont le coe�cient de contractionest major�e par l . �Evidemment, dans le cas H}older, la suite nl est identiquement�egale �a 1 et on retrouve une vitesse de convergence exponentielle. Cette m�ethodenous permet d'estimer la vitesse dans d'autres cas ; par exemple, si le module decontinuit�e de � est en 1n�+1 , � > 0, la vitesse de m�elange est polynomiale. Ce der-nier cas repr�esente une dynamique markovienne C1 par morceaux et dilatante del'intervalle et dont le module de continuit�e de la d�eriv�ee est en (1 + j log tj)�1��,� > 0 ([Co]).Nous obtenons aussi une condition su�sante, portant sur le coe�cient de m�elange,pour que le th�eor�eme de la limite centrale soit v�eri��e (th�eor�eme 4.2). Cette condi-tion est celle donn�ee dans [I, L] pour des processus stationnaires m�elangeants.En�n, nous montrons que le spectre de l'op�erateur P restreint �a B est un disqueferm�e dont chaque point est une valeur propre (th�eor�eme 1.2). Ceci implique enparticulier que la vitesse de m�elange sur B ne peut pas être exponentielle. Nousobtenons ce r�esultat en adaptant la construction des fonctions propres de P donn�edans [C, I] pour le cas unidimensionnel.1 D�e�nitions et r�esultats.On consid�ere A, un alphabet �ni, X = ANsur lequel la topologie est donn�eepar la distance : d(x; y) = �n, si xj = yj pour j = 0; � � � ; n � 1 et xn 6= yn avec0 < � < 1. On notera x n� y si d(x; y) � �n.Pour f 2 C(X) = C(X;R), on d�e�nit le module de continuit�e de f comme �etant lasuite (vf (n))n�0 avec : vf (n) = supxn�y j f(x) � f(y) j :2



On consid�ere sur X le d�ecalage � et une fonction de poids � 2 C(X) pour laquelleon d�e�nit pour x et y dans X :C�(x; y) = supn2N? supa2An �����n�1Xi=0 � � �i(ax) � � � �i(ay)����� :O�u ax d�esigne le concat�en�e de a et x, pour a 2 An et x 2 X. On suppose qu'ilexiste une constante C� telle que C�(x; y) � C� 8x; y. Soit :C�(p) = supx p�yC�(x; y):On dira que � v�eri�e l'hypoth�ese (H) due �a P. Walters [Wa] si :La suite (C�(p))p2Nest strictement positive et d�ecrô�t vers 0.Remarque 1.1 On a v�(p + 1) � C�(p) � P1n=p+1 v�(n) ; en particulier, si lemodule de continuit�e de � est sommable, � v�eri�e l'hypoth�ese (H) et la suite C�(p)est major�ee par une suite g�eom�etrique si et seulement si la suite v�(p) l'est aussi.L'op�erateur de transfert agissant sur C(X), associ�e �a � est d�e�ni par :Pf(x) = X�2A e�(�x)f(�x) pour f 2 C(X):On consid�ere d'autre part P ? l'op�erateur dual de P d�e�ni par :Z hd(P ?�) = Z Phd� 8h 2 C(X)pour � une mesure bor�elienne sur X.Dans toute la suite, on suppose que � v�eri�e l'hypoth�ese (H). On peut alors voir C�comme une m�etrique sur X en posant d0(x; y) = C�(n) si d(x; y) = �n, d0(x; x) = 0.On consid�ere B�, l'espace des fonctions lipschitziennes par rapport �a cette m�etrique ;plus pr�ecis�ement :B� = ff 2 C(X) = 9K � 0 = 8n � 0; vf (n) � KC�(n)g:Pour f 2 B�, on d�e�nit alors :K�(f) = inffK = 8n � 0; vf (n) � KC�(n)gk f kB�= max(k f k1;K�(f)):Il est clair que k kB� d�e�nit une norme sur B� qui en fait un espace de Banach. Deplus, B� est dense dans C(X) par Stone-Weierstrass.Pour une constante D > 1, on d�e�nit une suite d'entiers nl strictement positifspar :n1 = inffn > 0 =DC�(n) � C�g,n2 = inffn > 0 = 2D2D � 1C�(n) � C�g, : : : ,nl = inffn > 0 = 2DlD � 1C�(n) � C�g.Si on consid�ere maintenant un entier n, il existe un unique entier l(n) tel que :n1 + � � �+ nl(n) � n < n1 + � � �+ nl(n)+13



On a alors le r�esultat suivant :Th�eor�eme 1.1 L'op�erateur P admet une plus grande valeur propre r�eelle, positive,simple c, de fonction propre h0 continue et strictement positive. De plus, il existeune probabilit�e bor�elienne � et des constantes 0 <  < 1, C > 0 v�eri�ant :1. Pour tout f 2 B�, pour tout n 2 N :Pnfcn � h0�(f)1 � C l(n)kfkB� :2. P ?� = c�:3. La mesure � = h0� est une mesure de Gibbs invariante par le d�ecalage.4. Sous l'hypoth�ese �(h0) = 1, le triplet (h0; c; �) est unique.Remarque 1.2� L'existence du triplet (h0; c; �) est connue ([Wa] pour le cas g�en�eral consid�er�eici, [Bo], [Ru1] pour le cas o�u le module de continuit�e de � est sommable).Pour d�emontrer le th�eor�eme 1.1, nous utilisons la propri�et�e de contractiondes m�etriques projectives. Cette m�ethode a �et�e initi�ee dans [Fe, Sc] et plusr�ecemment utilis�ee dans [Li1]. Elle nous permet ainsi de donner une autreconstruction de (h0; c; �).� Dans le cas o�u Pn�1Pk�n v�(k) <1, A. Raugi ([Ra]) a montr�e :Xn kPnfk1 <1pour f v�eri�ant Pn�1Pk�n vf (k) < 1 et R fd� = 0. Cependant, la vitessede convergence �a z�ero de kPnfk1 n'est pas connue.D'autre part, on va d�eterminer le spectre de P sous l'hypoth�ese suivante sur la suite(C�(n))n2N:� (H1) 8q 2 N?, la suite C� �hnq i�C�(n)est born�ee (hnq i d�esignant la partie enti�ere de nq ).Remarque 1.3� Cette hypoth�ese (H1) peut parâ�tre arti�cielle ; c'est elle qui assurera l'appar-tenance des fonctions propres �a B�. Remarquons tout d'abord que les suitesg�eom�etriques ne la v�eri�ent pas.� D'autre part, en prenant q = 2 et n = 2k, on tire de (H1) l'existence d'uneconstante d > 1 telle que C�(2k) � d�kC�(1). On en d�eduit imm�ediatement :8� < 1, la suite ( �nC�(n) )n2Nest major�ee.Nous utiliserons cette propri�et�e dans la cinqui�eme partie de l'article.Nous avons alors le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 1.2 Si � v�eri�e l'hypoth�ese (H1), le spectre de P , en tant qu'op�erateursur B� est le disque ferm�e de centre 0 et de rayon c. De plus, chaque point de cedisque est une valeur propre.Pour d�emontrer ce th�eor�eme, on reprend la construction des fonctions propres faitedans [C, I]. 4



2 G�en�eralit�es sur les cônes et m�etriques projec-tives.�Etant donn�e un cône � convexe ferm�e et form�e de fonctions positives, on consi-d�ere l'espace projectif associ�e :� identi��e par ::�= �f 2 � = Z fdm = 1�o�u m est une mesure �nie sur X, dont le support est X.Si f et g sont dans :�, il existe un plus grand r�eel �(f; g) (�eventuellement nul) et unplus petit r�eel �(f; g) (�eventuellement, �(f; g) =1) tels que :�(f; g)f � g � �(f; g)f et g � �(f; g)f 2 :� �(f; g)f � g 2 :� :On d�e�nit alors une pseudo-m�etrique sur :� par :��(g; f) = log �(f; g)�(f; g) :L'int�erêt d'introduire cette m�etrique sur :� r�eside dans les trois propositions sui-vantes, dues �a G. Birkho� et que l'on �enonce, ici, dans le cas particulier de cônesde fonctions continues.Proposition 2.1 [Bi1]Soit f 2 C+(X), l'ensemble �f = fg 2 :C+(X) = �C+(X)(g; f) < 1g est un espacem�etrique complet pour la m�etrique �C+(X) associ�ee au cône C+(X) des fonctionscontinues positives.Consid�erons, d'autre part un op�erateur P sur C+(X) positif et deux cônes � et �0tels que P� � �0. On d�e�nit :diam��0 (P�) = supf;g2� ��0(Pf; Pg):On a alors le r�esultat fondamental suivant.Proposition 2.2 [Bi1] [Bi2]Soit un op�erateur P sur C+(X) positif et deux cônes � et �0 tels que P� � �0 alorspour tout f et g 2 �, on a :��0 (Pf; Pg) � tanh �14diam��0 (P�)� ��(f; g):En�n, la proposition suivante relie la m�etrique projective �� et la norme k k1.Proposition 2.3 [Bi1]Pour f et g dans � avec R fdm = 1 et R gdm = 1,on a :kf � gk1 � (e��(f;g) � 1)kgk1:3 D�emonstration du th�eor�eme 1.1.3.1 Construction de c et h0.On va maintenant construire une suite de cônes dans B�.Consid�erons le cône de fonctions positives suivant :�0 = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(C�(p))g(y) si x p� yo :5



On v�eri�e facilement que les fonctions non identiquement nulles de �0 sont stricte-ment positives et dans B�. De plus, si f 2 �0, alors :Pnf(x) � Pnf(y) exp(C�(p) +C�(n+ p)) pour x p� y: (1)Ceci nous am�ene �a consid�erer le cône suivant :�1n;D = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(C1n(p))g(y) si x p� yoavec C1n(p) = D(C�(p)+C�(n+ p)) et D > 1. D'apr�es (1), on a : Pn�0 � �1n;1. Onsouhaite estimer ��1n;D (Pnf; Png) pour f et g dans �0. Des estimations similairesont �et�e obtenues dans [Fe, Sc].Lemme 3.1 Soient D > 1 et n tel que DC�(n) � C�, on a :diam��1n;D�1n;1 � 2 log D + 1D � 1 + 2(D + 1)C� :=M:Preuve : On commence par �evaluer �(f; g) et �(f; g), pour f et g dans �1n;1. Soit� tel que �f � g 2 �0.{ �f � g � 0 =) � � k fg k1{ � v�eri�e, de plus, pour tout p et x p� y,�f(x) � g(x) � eC1n(p)(�f(y) � g(y)):Ce qui donne :�(f; g) = supp supx p�y exp(C1n(p))f(x) � f(y)exp(C1n(p))g(x) � g(y) � supx2X f(x)g(x) :De même, on a : (�(f; g))�1 = supp supx p�y exp(C1n(p))g(x) � g(y)exp(C1n(p))f(x) � f(y) :De plus, comme f et g sont dans �1n;1, on a pour x p� y :e�D�1C1n(p)f(y) � f(x) � eD�1C1n(p)f(y) et e�D�1C1n(p)g(y) � g(x) � eD�1C1n(p)g(y):Ce qui nous donne :��1n;D (f; g) � log supp supx;z2X [exp(C1n(p)) � exp(�D�1C1n(p))]2f(x)g(z)[exp(C1n(p)) � exp(D�1C1n(p))]2f(z)g(x) : (2)Pour obtenir le lemme 3.1, on majore alors f(x)f(z) et g(x)g(z) par exp(D�1C1n(0)) eten utilisant des in�egalit�es classiques sur l'exponentielle, on obtient :��1n;D(f; g) � 2 log�D + 1D � 1�+ 2C1n(0)et C1n(0) � (D + 1)C� si n est tel que DC�(n) � C�. 2Ce r�esultat nous sugg�ere d'utiliser une r�ecurrence pour construire une suite decônes.Proposition 3.2 Il existe une suite (nl)l2N? d'entiers strictement positifs et unesuite (�l)l2Nde sous-cônes de C+(X) v�eri�ant :{ Pnl�l�1 � �l 6



{ 8f; g 2 �l�1 on a : ��l(Pnlf; Pnlg) � M .Preuve : On commence avec �0, n1 = inffn � 1 =DC�(n) � C�g, �1 = �1n1;D etC1n1(p) = C1(p). On consid�ere alors les cônes :�2m;D = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(C2m(p))g(y) si x p� yo ;avec C2m(p) = D(C�(p) + C1(m + p)). En rempla�cant, dans la d�emonstration dulemme 3.1, C1n(p) par C2m(p), on obtient :8f; g 2 �1; ��2m;D (Pmf; Pmg) � M d�es que DC1(m) � C�:On prend n2 = inffm > 0 =DC1(m) � C�g, �2 = �2n2;D et C2n2(p) = C2(p). Parinduction, on d�e�nit alors :Cl(p) = D(C�(p) +Cl�1(nl + p)) avec nl > 0 tel que DCl�1(nl) � C�et on consid�ere les cônes :�l = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(Cl(p))g(y) si x p� yo :Les suites (nl)l2N? et (�l)l2Nconviennent. 2En posant � = tanh M4 et en utilisant la proposition 2.2, on obtient, pour f etg dans �0 :��l(Pnl+���+n1f; Pnl+:::+n1g) � �l�1��1(Pn1f; Pn1g) � M�l�1:Si on consid�ere maintenant un entier n, il existe un unique entier l(n) tel que :n1 + � � �+ nl(n) � n < n1 + � � �+ nl(n)+1:D'autre part, comme les cônes �l sont des sous-cônes de C+(X), la proposition 2.2donne �C+(X)(f; g) � ��l (f; g) 8f; g 2 �l. D'o�u �nalement pour f; g 2 �0 :�C+(X)(Pnf; Png) � M�l(n)�1: (3)On a alors le lemme suivant.Lemme 3.3 La suite (Pn1)n2Nest de Cauchy pour la m�etrique �C+(X): De plus,8n 2 N, Pn1 2 ff 2 C+(X) =�C+(X)(f;1) <1gPreuve : Soient m > n, on �ecrit n = n1 + � � �+ nl(n) + r et m = n1 + � � �+ nl(n) +� � �+ nl(m) + s. En utilisant (3) et le fait que P k1 2 �0 8k 2 N, on a alors :�C+(X)(Pn1; Pm1) = �C+(X)(Pn1+���+nl(n)�1 (Pnl+r1);Pn1+���+nl(n)�1 (Pnl+���+nl(m)+s1))� M�l(n)�1:Ainsi, la suite (Pn1)n2Nest de Cauchy.D'autre part, il est facile de voir que :�C+(X)(f;1) = sup finf f :Or, pour n 2 N et x; y 2 X, on a e�C�Pn1(y) � Pn1(x) � eC�Pn1(y). Ce quidonne le r�esultat. 2 7



On note alors h0 la limite au sens �C+ de la suite (Pn1)n2N; h0 v�eri�e�C+(X)(h0;1) <1 ce qui implique inf h0 > 0:De plus, Ph0 = h0 projectivement, c'est �a dire qu'il existe c > 0 tel que Ph0 = ch0.Dans toute la suite, on consid�ere que :�0 est l'ensemble des fonctions f de �0 tellesque m(f) = 1 (o�u m est une probabilit�e sur X, dont le support est X). Par laproposition 2.3 h0 est aussi la limite au sens k k1 de la suite � Pn1R Pn1dm�n2N.On d�eduit de ceci que h0 est dans �l pour tout l (les cônes �l sont ferm�es pour lanorme k k1).3.2 construction de la mesure �.Les r�esultats de la section pr�ec�edente nous permettent de construire la mesure�. On note m(l) = n1+ � � �+ nl. Fixons f 2 �0, alors Pm(l)f 2 �l. Par cons�equent,il existe un plus grand r�eel �l et un plus petit r�eel �l v�eri�ant :�lh0 � Pm(l)fcm(l) � �lh0 (4)� rl = Pm(l)f � �lcm(l)h0 2 �lsl = �lcm(l)h0 � Pm(l)f 2 �l: (5)Remarquons que �l+1 � �l et �l+1 � �l : il su�t d'appliquer l'op�erateur positifPnl+1 aux in�equations (4). D'autre part, par le lemme 3.1, on a :��l(h0; Pnl+1rl) = ��l (Pnl+1h0; Pnl+1rl)� M:Ainsi, par d�e�nition de la m�etrique projective, il existe �l+1 et �l+1 v�eri�ant :� �l+1h0 � Pnl+1 rl � �l+1eMh0�l+1h0 � Pnl+1 sl � �l+1eMh0: (6)Suivant (5), ceci nous donne :(�l+1 + �l+1)h0 � (�l � �l)cm(l+1)h0� eM (�l+1 + �l+1)h0:et Pm(l+1)f = Pnl+1rl + �lcm(l+1)h0� (�l+1 + �lcm(l+1))h0;Pm(l+1)f = �lcm(l+1)h0 � Pnl+1sl� (�lcm(l+1) � �l+1)h0:De plus, Pm(l+1)f � (�l+1 + �lcm(l+1))h0= Pnl+1rl � �l+1h0 2 �l+1:8



De même, (�l + cm(l+1)�l+1)h0 � Pm(l+1)f 2 �l+1. Ceci implique� �l+1 � �l + �l+1cm(l+1)�l+1 � �l � �l+1cm(l+1) :Ainsi (�l+1 � �l+1) � (�l � �l)� �l+1+�l+1cm(l+1) � (�l � �l)(1� e�M )(�l+1 � �l+1) � (�1 � �1)(1� e�M )l:Finalement, �l et �l convergent vers la même limite que l'on note �(f).En utilisant (4), il est ais�e de v�eri�er que l'on a :Pm(l)fcm(l) � h0�(f)1 � (�1 � �1)(1 � e�M )l�1kh0k1:Remarquons maintenant que1. �1 = supp supx p�y exp(C1(p))Pn1f(x) � Pn1f(y)exp(C1(p))Pn1h0(x)� Pn1h0(y) :Ainsi, on peut majorer �1 par D+1D�1e2C�(D�1) kfk1inf h0 en proc�edant comme dansla d�emonstration du lemme 3.1. Comme �1 est positif, ceci nous donne :Pm(l)fcm(l) � h0�(f)1 � D + 1D � 1e2C�(D�1) suph0inf h0 l�1kfk1avec  = 1� eM .2. Soit r 2 N, on a P r1cr = P r1P rh0h0 � suph0inf h0 :Consid�erons maintenant n 2 N, on �ecrit n = n1 + � � �+ nl + r et on a :Pnfcn � h0�(f)1 � Pm(l)fcm(l) � h0�(f)1 P r1cr 1 (7)� Ctel(n)�1kfk1 (8)la constante ne d�ependant pas de f . On souhaite, pour �nir, obtenir une majorationde Pnfcn � h0�(f)1 pour f dans B� ; en �ecrivant f = f+ � f�, on se ram�ene aucas o�u f � 0. Soit � = kfk� > 0 si f 6= 0, n 2 N et x n� y on a :f(x) + �f(y) + � = exp [log(f(x) + �) � log(f(y) + �)]� exp �f(x) � f(y)� �� exp �kfk�C�(n)� �� eC�(n) 9



ce qui montre que h+� 2 �0. De plus, la fonction constante �egale �a � est clairementdans �0. Ceci nous permet, d'une part, d'�etendre � �a B� (donc �a C(X) par densit�e)et, d'autre part, d'�ecrire en utilisant (8) :Pnfcn � h0�(f)1 � Pn(f + �)cn � h0�(f + �)1 + Pn�cn � h0�(�)1� Cte l(n)�1 (kf + �k1 + �)� Cte l(n)�1kfkB� :Par densit�e de B� dans C(X), Pnfcn � h0�(f)1 converge vers 0 pour tout f dansC(X) (�evidemment, on perd le contrôle de la vitesse de convergence pour f dansC(X)), P ?� = c� r�esulte directement de ce fait. Pour �nir, en rempla�cant � par��(1) et h0 par h0�(1), on obtient le th�eor�eme 1.1. 2Remarque 3.1� Dans le cas o�u C�(n) = �n, on voit facilement que la suite nl = 1 8l convient�a condition de prendre 1 < D < 1� . On retrouve bien alors une convergenceexponentielle.� Dans le cas g�en�eral, remarquons que Cl�1(nl) � 2DlD � 1C�(nl) ; ainsi, pourque la d�emonstration du th�eor�eme 1.1 fonctionne, il su�t que la suite (nl)l2Nv�eri�e 2DlD � 1C�(nl) � C�.En particulier, si C�(n) est de la forme 1n� , on obtient une convergence ennlog[log(D 1� )]�1 .4 Th�eor�eme de la limite centrale.Nous allons maintenant donner une condition su�sante sur la suite (l(n))n pourque le th�eor�eme de la limite centrale soit v�eri��e. Cette condition est la même quecelle donn�ee dans [I, L] pour des processus stationnaires m�elageants. Nous donnonsici, les grandes lignes de la d�emonstration dans notre cadre particulier.Cette question de la g�en�eralisation du th�eor�eme de la limite centrale �a des proces-sus non i.i.d. a �et�e abord�ee par de nombreux auteurs dans le cadre des processusstationnaires et des syst�emes dynamiques : [Go], [D], [Ch], [Li2].On introduit tout d'abord quelques notations. Pour g 2 B� �x�ee, on note Xj =g � �j , Sn = Pn�1j=0 Xj et, pour f 2 L1(�), < f >= R fd� ; � �etant la mesureinvariante par � donn�ee par le th�eor�eme 1.1.Par des arguments classiques, le lemme suivant d�ecoule du th�eor�eme 1.1.Lemme 4.1 (D�ecroissance des corr�elations.) Il existe une constante C telleque pour g1 2 B� et g2 2 L1(�), pour tout n 2 N? on a :j< g1 g2 � �n > � < g1 >< g2 >j � Ckg1k� kg2k1 l(n):�Enon�cons maintenant le th�eor�eme de la limite centrale.10



Th�eor�eme 4.2 (Th�eor�eme de la limite centrale.) Si Pl(n) < 1 alors pourtoute fonction g dans B� telle que < g >= 0, on peut d�e�nir :�2 = limn!1 1n Z  n�1Xi=0 g � �i!2 d�= Xj Z g g � �jd�:Si, de plus, � 6= 0 alors : Sn�pn loi�! N :O�u N d�esigne la loi normale centr�ee et r�eduite.Preuve : L'existence et l'�egalit�e des deux limites utilis�ees pour d�e�nir � r�esultentdirectement de la sommabilit�e de la suite l(n) et de la d�ecroissance des corr�elations.Fixons n 2 N?, soient m = [pn logn], q = [n=m] et k = [n=(m+ q)]. On consid�erealors : �j = j(m+q)+m�1Xp=j(m+q) Xp�j = (j+1)(m+q)�1Xp=j(m+q)+m Xp 0 � j � k � 1�k = nXp=k(m+q)Xj :On a Sn =Pk�1j=0 �j +Pkj=0 �j := Sn;1 + Sn;2.La d�emonstration ce fait en deux �etapes :1. On montre que Sn;2�pn proba�! 0.2. On montre que Sn;1�pn loi�! N .D�emonstration du point 1: Il su�t de montrer que < � Sn;2�pn�2 > tend vers 0.On a :< (Sn;2)2 >= k < �20 > +2 k�1Xj=1(k � j) < �0 �j > +2 k�1Xj=0 < �i �k > + < �2k > :Or, il r�esulte du lemme 4.1 que :j < �0 �j > j � Cte q2l(mj) j � k � 1j < �j �k > j � Cte q(m + q)l(m(k�j))< �20 >= O(q) et < �2k >= O(m+ q): (9)Par les choix de q et m, O(q) = o(n) et O(m + q) = o(n). En utilisant (9), onobtient : < k�1Xj=1(k � j)�0�j >� Cte q2k k�1Xj=1 l(mj):11



De plus, la sommabilit�e des l(n) implique que Pk�1j=1 l(mj) � 1m P1j=1 l(j). D'o�u :< k�1Xj=1(k � j)�0�j >� Cte q2km = o(n)par les choix de m, q et k.De la même mani�ere, on montre :< k�1Xj=0 �i�k >= o(n):Ceci permet de montrer le point 1:D�emonstration du point 2: Pour d�emontrer le point 2, on utilise la m�ethodedes fonctions caract�eristiques de P. Levy. On note 	n la transform�ee de Fourrier de�0�pn et on montre : j < eitSn;1�pn > �(	n)kj �! 0: (10)Pour cela, on applique successivement le lemme 4.1 �aexp � it�pn (�0 + : : : �l�2)� et exp � it�pn�l�1� l � k � 1on obtient : j < eitSn;1�pn > �(	n)kj � Cte kl(q) :Comme la s�erie des l(n) est convergente et d�ecroissante, on en d�eduit (10). Pourterminer on utilise l'estimation standard suivante :< exp�i t�0�pn� >= 1� t2�2n < �20 > +ravec jrj � Cte n�2 < (�0)4 >. En proc�edant comme dans la d�emonstration du point1:, on montre que < (�0)4 >= O(m2). Il est alors ais�e de voir que(	n)k =< exp�i t�0�pn�k >�! e� t22 :Le th�eor�eme de la limite centrale d�ecoule alors de (10). 25 Spectre de P en tant qu' op�erateur sur B�.Dans le cas o�u vn(�) � K�n pour un 0 < � < 1 (ou, ce qui revient au même,dans le cas o�u � est h}old�erienne d'ordre � par rapport �a la m�etrique d), on sait (voir[Pa, Po]) que P , en tant qu'op�erateur sur l'espace B� des fonctions h}old�eriennesd'ordre � par rapport �a la m�etrique d, est quasi-compact. Son spectre essentiel estle disque ferm�e D(0; c�) dont chaque point est une valeur propre.On suppose maintenant que � v�eri�e l'hypoth�ese (H1) et on va montrer le th�eor�eme1.2 : chaque point du disque D(0; c) est une valeur propre de P en tant qu'op�erateursur B�. Pour cela, on reprend les fonctions propres construites dans [C, I] et onmontre qu'elles appartiennent �a B�.Remarquons tout d'abord que c v�eri�e :c = limn!1 kPn1k1=n1 = limn!1(inf Pn1)1=n:12



En e�et, on d�eduit du th�eor�eme 1.1 que c est le rayon spectral de P en tant qu'op�e-rateur sur C+(X), ce qui donne la premi�ere in�egalit�e ; la seconde r�esulte du fait quepour x et y 2 X, e�C�Pn1(y) � Pn1(x) � eC�Pn1(y).D'autre part, la fonction propre h0 associ�ee �a c est la limite en norme uniforme dePn1cn , le cône �0 �etant ferm�e pour cette norme, h0 appartient �a �0, donc �a B�. Enparticulier, c est aussi le rayon spectral de P comme op�erateur sur B�.Dans toute la suite, on consid�ere P en tant qu'op�erateur sur B�.5.1 Noyau de P q, q 2 N?.Lemme 5.1 Pour tout q 2 N?, le noyau de P q est de dimension in�nie.Preuve : Fixons q 2 N? et num�erotons les �el�ements " de Aq , soit "1; : : : ; "kq (si#A = k). On note : Ej = fx 2 X =(x1; : : : ; xq) = "jg.� Soit f 2 B� et f1 = f1E1 . Alors f1 appartient �a B� et est �a support dans E1.En e�et, consid�erons n 2 N et x n� y, alors :� Si n � q, x 2 E1 , y 2 E1 et donc vf1 (n) � vf (n).� Si n < q, on majore jf1(x) � f1(y)j par 2kfk1, on a alors vf1 (n) �2kfk1C�(n)C�(q) .Ainsi, f1 2 B� et K(f1) � 2kfk1C�(q) .� Pour 2 � j � kq, on d�e�nit :fj(x) = f1("1�qx) si x 2 Ej0 sinon.Alors, fj est �a support dans Ej et appartient �a B�.� Soit maintenant : rq = Pkqj=1 exp(2i�(j�1)kq )fjexp(Pq�1j=0 � � �j) :On v�eri�e facilement que P qrq = 0. D'autre part, f �etant g�en�erique dans B�, onaura que KerP q est de dimension in�nie d�es lors que rq 2 B�. C'est ce que nousv�eri�ons maintenant.Remarquons tout d'abord que si f; g 2 B�, alors fg 2 B� et K(fg) � kfk1K(g)+kgk1K(f) ; et si f 2 B�, f > 0 alors 1f 2 B� et K( 1f ) � 1(inf f)2K(f).On a d�ej�a vu que fj 2 B�, il su�t donc de v�eri�er que exp(Pq�1j=0 � � �j) 2 B�.Soient n 2 N et x n� y, alors :������exp(q�1Xj=0 � � �j(x))� exp(q�1Xj=0 � � �j(y))������ � �ek�k1�q0@exp(q�1Xj=0(� � �j(x)� � � �j(y)) � 11A :On a : q�1Xj=0(� � �j(x)� � � �j(y)) � C�(n� q) si n � q� 2qkfk1 si n < q:Pour n � q + 1, on a n � q � h nq+1i. Ainsi, en utilisant l'hypoth�ese (H1), onobtient : C�(n� q) � Cte:C�(n), o�u la constante ne d�epend que de q. On en d�eduitque exp(Pq�1j=0 � � �j) 2 B�. Ce qui ach�eve la preuve du lemme. 213



5.2 Construction de valeurs propres pour P q.Lemme 5.2 Tout point du disque jzj < (inf Pq1)2kPq1k1 , est une valeur propre de multi-plicit�e in�nie de P q.Preuve : Consid�erons tout d'abord jzj < inf P q1 et rq comme dans la d�emonstra-tion du lemme 5.1. Soit :gz;q = rq � �lq + 1Xl=1 zl rq � �lq�lj=1P q1 � �jq :La fonction gz;q appartient �a C(X) et v�eri�e P qgz;q = zgz;q. En faisant varier lesfonctions rq, on construit une famille in�nie lin�eairement ind�ependante de fonctionspropres associ�ees �a z. Reste �a voir que ces fonctions appartiennent �a B�.�Evaluation de vgz;q(p).Fixons p 2 N, x p� y et posons :fl;q = rq � �lq�lj=1P q1 � �jq :Dans toute la suite, C d�esigne une constante ne d�ependant que de q. Comme P q1et rq sont dans B�, on obtient :jfl;q(x)�fl;q(y)j � kP q1kl�11(inf P q1)2l 24kP q1k1K�(rq)C�(p� lq) + krqk1K�(P q1) lXj=1C�(p � qj)35en convenant que C�(k) = C�(0) si k < 0. Prenons alors p de la forme m(q + 1),soit � = zkPq1k1(inf Pq1)2 , on a alors :vgz;q(p) � C 1Xl=0 �lC�(m(q + 1)� lq) +C 1Xl=0 �l lXj=1C�(m(q + 1)� jq)et on a les majorations suivantes :1Xl=0 �lC�(m(q + 1)� lq) = mXl=0 �lC�(m(q + 1)� lq) + 1Xl=m+1 �lC�(m(q + 1)� lq)� C�(m) 1Xl=0 �l +C� 1Xl=m+1�l� C(C�(m) + �m+1)1Xl=0 �l lXj=1C�(m(q + 1)� jq) = mXl=0 �l lXj=1C�(m(q + 1)� jq) + 1Xl=m+1 �l lXj=1C�(m(q + 1)� jq)� C�(m) 1Xl=0 l�l + C� 1Xl=m+1 l�l� C(C�(m) + �m+1):Soit �nalement, vgz;q(p) � C(C�(m) + �m+1).D'apr�es la remarque 1.3, l'hypoth�ese (H1) nous donne �m+1 � CC�(m) et C�(m) �CC�((q+1)m) = CC�(p), soit �nalement : vgz;q(p) � C(C�(p)). On e�ectue alors lemême calcul pour p de la forme m(q+1)+r, 0 � r < q+1. Ainsi, si jzj < (inf Pq1)2kPq1k1 ,gz;q 2 B�. 2 14
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