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1. RAPPEL DES OBJECTIFS INITIAUX DU PROJET

Le projet DynamicAl vise a élaborer des concepts, des méthodes et des

techniques pour un ensemble de problématiques a l'interface des mathé-
matiques et de 'informatique : analyse dynamique des algorithmes et des
structures de données avec des applications particulieres en compression, et
en segmentation des données.
Les buts poursuivis sont principalement informatiques et les méthodes uti-
lisées de nature mathématique. Le projet repose sur une approche originale
qui fait intervenir des méthodes et des outils mathématiques qui ne sont
pas utilisés dans les interfaces “classiques” mathématiques-informatique, no-
tamment les systémes dynamiques. Le projet est structuré autour de deux
équipes. L’'une, localisée a Dijon, regroupe des mathématiciens de Dijon,
I’Ecole polytechnique, Jussieu, Santiago du Chili. L’autre est localisée a Caen
et regroupe des informaticiens de Caen et Nantes.

Les axes de recherches relevent a la fois de l'algorithmique (analyse en
moyenne et en distribution des algorithmes et des structures de données)
et des mathématiques (systemes dynamiques, méthodes probabilistes et sta-
tistiques).

Le projet repose sur ’analyse dynamique des algorithmes et des structures

de données. Le but est d’obtenir ’analyse en moyenne puis en distribution

de parametres essentiels pour quantifier leur efficacité : le colit en bits d’un

algorithme, la taille des structures de données, la hauteur pour les arbres
1
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digitaux ... Les systemes dynamiques discrets apparaissent comme un outil
central dans ces études, une compréhension plus fine de leurs propriétés sta-
tistiques et spectrales s’avere nécessaire.

Les objectifs du projet étaient structurés autour de trois axes :

— étude des algorithmes arithmétiques. Développement de mé-
thodes systématiques pour aborder la complexité tant arithmétique que
booléenne (“en bits”) des principaux algorithmes euclidiens, notamment
par le calcul des constantes de structure, des variances, et de lois limites.
Détermination de 'impact des méthodes dynamiques et probabilistes
sur l'algorithmique de la réduction des réseaux (LLL), en partant des
petites dimensions.

— algorithmique du texte et probléemes de mots. Analyse des occur-
rences de motifs dans le cadre général des sources dynamiques, études
des structures d’arbres dans le cadre des algorithmes de recherche, de
tri, de compression.

— propriétés spectrales et statistiques des systéemes dynamiques.
Etude du spectre des opérateurs de transfert associés a des systemes
dynamiques en dimension supérieure, propriétés statistiques fines et
estimation dans les systémes dynamiques.

2. RAPPORT FINAL

Les activités de I’ACI depuis septembre 2004 ont donné lieu a 31 publi-
cations dans des revues ou conférence internationales a comité de lecture, 5
membres de ’ACI ont soutenu une these, 2 membres de ’ACI ont soutenu
une habilitation a diriger des recherches et une these a débuté en 2005.

2.1. Analyse dynamique d’algorithmes arithmétiques. Il s’agit d’étu-
dier la famille des algorithmes d’Euclide, de divers points de vue : les algo-
rithmes eux-mémes admettent énormément de variantes, avec des proprié-
tés algorithmiques souvent intéressantes. Les parametres qu’on veut étudier
sont aussi tres divers, et les analyses —en moyenne, variance, distribution—
peuvent étre aussi variées. Le cadre de l'analyse dynamique est un cadre
général, mais les algorithmes, qui paraissent avoir a premiere vue a peu pres
tous la méme structure, donnent pourtant lieu a des systemes dynamiques
qui possedent des propriétés extrémement diverses.

2.1.1. Arithmétique en petite dimension. Les travaux de I’ACI DynamicAl
ont permis des avancées significatives dans la compréhension et l'analyse
des algorithmes arithmétiques par la méthode “d’analyse dynamique”. Les
résultats obtenus sont les suivants.

— Mise en place de analyse en distribution ([4, 5, 12, 25, 23, 6, 36]) :
les principaux parametres (y compris le cott en bit) des algorithmes
d’Euclide sont asymptotiquement gaussiens, les cotts additifs vérifient,
de plus, des théoremes de la limite locale.
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— Analyse en moyenne de diverses variantes de ’algorithme d’Euclide ([19,
18]) : algorithme de Lehmer, algorithme LSB basé sur la division sur
les bits de poids faibles.

— Calcul de constantes ([24, 41]) : obtention d’approximations prouvées,
et obtenues en temps polynomial, des constantes (entropie, constante
de Hensley) qui apparaissent dans les calculs d’espérance et de variance
des parametres de ’algorithme).

— Algorithmes contraints ([32, 12]) : les réels dont le développement en
fraction continue obéit a certaines contraintes interviennent dans beau-
coup de problemes d’algorithmique arithmétique, par exemple dans
I’analyse d’Euclide soustractif. Pour un ensemble de contraintes large,
la dimension de Haussdorff de I’ensemble de ces réel est caractérisée par
la solution d’un systeme différentiel qui fait intervenir la valeur propre
dominante d’opérateurs de transfert.

— Algorithmes d’Euclide rapides ([11]) : Knuth et Schénhage ont proposé
un algorithme de calcul du pged qui utilise les mémes idées que celles
de Lehmer, et est fondé sur une idée «diviser pour régner». Des phé-
nomenes de retour arriere rendent cet algorithme tres complexe, a la
fois a programmer et & analyser. Le comportement moyen de cet algo-
rithme est en O(nlog? nloglogn), avec des informations précises sur la
constante du O.

— Version métrique du théoréme des trois distances ([13]) : V.I. Arnold
a défini une mesure de «l’aléa» d’un générateur pseudo-aléatoire, et
propose d’étudier cette mesure s(u,v) dans le cas d’une progression
arithmétique modulaire x;y; = - v (mod v). La valeur moyenne de ce
parametre s est asymptotique a (2/3) + 1/(4log2) ~ 1.027, avec un
terme de reste explicite.

2.1.2. En dimension supérieure. Un réseau euclidien est I’ensemble des com-
binaisons linéaires entieres d’un systeme libre de vecteurs de R" ; ce systeme
de vecteurs est une base du réseau. Un réseau possede une infinité de bases.
Le probleme de la réduction consiste a trouver, parmi toutes les bases d’un
réseau, une base ayant de bonnes propriétés euclidiennes, avec des vecteurs
“assez courts” et “assez orthogonaux”. Il s’agit 1a d’un probleme difficile (au
sens de la théorie de la complexité), qui a trouvé, en 1982, avec I’algorithme
LLL inventé par Lenstra, Lenstra et Lovasz, une premiere solution satisfai-
sante. Cet algorithme n’est toujours pas bien compris : on ne connait pas sa
complexité dans le pire des cas, ni sa complexité “en moyenne”. Etant don-
nées les applications essentielles de la réduction des réseaux dans beaucoup
de domaines importants, et particulierement en cryptographie, une compré-
hension fine du fonctionnement des algorithmes de la famille de LLL, si
différent en théorie et en pratique, constitue une activité “en amont” im-
portante. L’étude de la complexité de cet algorithme par des méthodes dy-
namiques fait intervenir des systémes dynamiques en dimension supérieure,
pour lesquels les propriétés spectrales ne sont pas suffisamment connues. Les
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résultats obtenus concernent le comportement fin de I'algorithme de Gauss
(LLL en dimension 2), [2] et les comportements limites des réseaux aléa-
toires pour le modele uniforme ([1]). Des premiers résultats pour d’autres
modeles aléatoires (plus réalistes en particulier dans le cadre de la crypto-
graphie) ont étés obtenus dans le cadre d’une these débutée en septembre
2005 ([42][30, 31]). Cette méme these a mis également en avant des ressem-
blances intéressantes entre l'algorithme de Gauss et 'algorithme de Gosper
de comparaison par fractions continues.

2.2. Algorithmique du texte, problemes de mots, théorie de I’in-
formation. Il est tres important d’étudier et analyser précisément des al-
gorithmes et des structures de données qui traitent des masses de données
de grande taille (données issues du génome, pages web, fichiers de log, dic-
tionnaires). Souvent ’étude d’algorithmes traitant de telles données n’est
effectuée que dans le pire des cas ou sur un modele peu réaliste de généra-
tion des données. Il ne reflete donc pas forcément le comportement observé
en pratique. L’analyse en moyenne cherche a remédier a ces faiblesses, en
considérant un modele probabiliste suffisamment réaliste. Les sources dyna-
miques sont une possibilité de modele qui généralise les sources sans mémoire
et les chaines de Markov.

— Motifs cachés et les motifs généralisés. Les “motifs cachés” appa-
raissent dans divers contextes (bio-informatique, sécurité). Dans [21],
pour des textes produits par des sources sans mémoire, on obtient des
estimations précises de la moyenne et de la variance du nombre d’occur-
rences de ces motifs. Ce nombre suit aussi, asymptotiquement, une loi
gaussienne. Ces résultats ont ensuite été généralisés ([9]) a des sources
dynamiques, modele plus réaliste que les sources sans mémoire.

— Structures d’arbres. Les structures d’arbres (arbre de recherche,
arbre de suffixes, arbre binaire ...) apparaissent dans de nombreux algo-
rithmes (tri, compression, recherche). Les résultats obtenus concernent
l’analyse en moyenne des principaux parametres (hauteur, taille ...) des
arbres (a clés répétée, de suffixes ...) sous des hypotheses probabilistes
sans mémoire et markoviennes ([8, 3, 20]). Les arbres de contextes appa-
raissent d’une part dans le cadre d’algorithmes de compression propo-
sés par Riessanen, d’autre part, comme structure support d’information
pour les chaines de Markov a portée variable (VLMC). Ces structures
sont étudiées d’un point de vue probabiliste dans [22, 39], des inéga-
lités exponentielles permettent d’estimer statistiquement la structure
d’arbre sous-jacente aux VLMC.

2.3. Propriétés statistiques et spectrales des systémes dynamiques.
Cette partie - plus théorique - concerne la mise en place d’outils visant & une
meilleure compréhension statistique et spectrale des systemes dynamiques.
Les résultats obtenus concernent :
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— la généralisation des propriétés spectrales des opérateurs de transfert
associés a des systemes dynamiques en dimension supérieure et véri-
fiant des hypotheses d’hyperbolicité ([7, 10]). De tels outils trouveront
probablement des applications dans ’étude des algorithmes qui font ap-
paraitre des systémes dynamiques en dimension supérieure (par exemple
LLL).

— lexploitation d’inégalités de type exponentielle ou d’inégalités de va-
riances pour 'estimation dans les systémes dynamiques ([28, 29, 17,
16]).

2.4. Perspectives. Les travaux de recherche menés dans le cadre de I’ACI
DynamicAl se poursuivent d’ores et déja dans les directions suivantes.

— Compréhension des simulations des systémes dynamiques : études des
systemes dynamiques discrétisés, exploitation des méthodes d’analyse
d’algorithmes pour décrire les orbites des points rationnels des systemes
dynamiques.

— Algorithme LLL : le groupe vise a obtenir une analyse en moyenne pré-
cise de 'algorithme LLL, dans un modele réaliste, en mélant approches
probabilistes et dynamiques. Il voudrait aussi mieux comprendre le sys-
téme dynamique sous-jacent a l'algorithme LLL. Ce projet ambitieux,
qui réunit des chercheurs de Versailles, Montpellier, Amiens, Paris,
Lyon, et Caen, avec des spécialistes en probabilités, systemes dyna-
miques et cryptographie a été sélectionné dans le cadre de 'appel a
projet “non thématique” de ’ANR en 2007 : c’est le projet LAREDA.

3. BILAN FINANCIER

La subvention accordée dans le cadre de ’ACI a été dépensée essentiel-
lement en frais de mission et a ainsi permis la mise en place de groupes de
travail sur des thématiques spécifiques, I’organisation de rencontres et la par-
ticipation des membres de I’ACI & des congres nationaux et internationaux.
Citons par exemple :

— la mise en place d’un groupe de travail sur les algorithmes de calcul de
pged basés sur la division sur les bits de poids faibles qui s’est réuni a
Caen et a Dijon,

— la mise en place d’un groupe de travail sur ’analyse des algorithmes
d’Euclide rapides qui s’est réuni a Paris et a Caen,

— la mise en place d’un groupe de travail sur ’algorithme LLL : aspects
géométriques, dynamiques et probabilistes qui s’est réuni a Paris, et a
permis la mise sur pied du futur projet LAREDA

— la mise en place d’un groupe de travail sur les problemes d’auto-corrélation
en algorithmique du texte qui s’est réuni a Caen,

— l'organisation de rencontres de I’ACI a Dijon,

— la participation des membres de ’ACI a des congres nationaux et inter-
nationaux notamment ALEA05, ALEA06, ALEA07, AofA05, AofA06,
ANALCO, Math-Info, Latin06, MASOG, ....
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Le détail des dépenses pour les groupes de Dijon et Caen sont fournis en
annexe.
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