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Introduction

Ce document présente une synthese de mes travaux sur les pro-
priétés statistiques de processus faiblement dépendants, plus parti-
culierement des systemes dynamiques, et de leurs applications. Ces
travaux se répartissent selon trois themes : mesures invariantes ab-
solument continues et décroissance des corrélations pour les systemes
dynamiques, propriétés statistiques plus fines (mesures conditionnelle-
ment invariantes, récurrence, autres théoremes limites), utilisation des
systemes dynamiques en analyse d’algorithmes.

Plus précisément, étant donnée une application (ou systeme dynamique
discret) T' : M —— M, en général au moins différentiable par mor-
ceaux, la théorie ergodique cherche a décrire le comportement statis-
tique asymptotique des orbites : x, T'(x), ..., T"(x), ... pour x € M. Ce
comportement est vu au travers d'une mesure invariante. On considere
alors les orbites comme un processus stationnaire dont on étudie les
propriétés asymptotiques : théoreme de la limite centrale, propriétés
de récurrence, inégalités exponentielles,... De telles propriétés sont sa-
tisfaites pour des processus indépendants; les processus provenant des
systemes dynamiques ne sont pas en général indépendants mais possedent
souvent des comportements asymptotiques proches des processus indé-
pendants.

La premiere étape permettant d’obtenir ces propriétés asymptotiques
est “’oubli rapide du passé” autrement dit, une décroissance des corré-
lations rapide (sommable). Les coefficients de décroissance des corré-
lations sont étroitement liés aux propriétés spectrales de ["opérateur de
transfert. Dans un premier temps, la démarche est alors la suivante :
étant donné un systeme dynamique discret, on recherche une mesure
invariante ayant un sens “physique” : mesure absolument continue ou
de “Sinai-Ruelle-Bowen”, on estime la décroissance des corrélations en
étudiant, par exemple, 'opérateur de transfert.

On est alors dans le cadre des processus faiblement dépendants. L’étude
de leurs propriétés asymptotiques est un vaste champ de recherche ac-
tuel. Mes travaux sur le comportement asymptotique des systemes dy-
namiques et/ou des processus faiblement dépendants portent sur les
propriétés de récurrence et les inégalités de concentration. Ma motiva-
tion principale étant d’exhiber des estimateurs paramétriques et non
paramétriques pour les systemes dynamiques : par exemple des estima-
teurs de la pression, de la fonction potentiel,... dans le but d’utiliser les
systemes dynamiques en modélisation et en simulation.

Plus récemment, les systemes dynamiques sont apparus en théorie de
I'information et en analyse d’algorithmes. Dans le cadre de la théorie
de I'information, les systemes dynamiques permettent de considérer des
sources plus générales que celles habituellement étudiées (indépendantes
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ou markoviennes) ; on cherche alors le comportement asymptotique de
quantités comme le nombre B(p) de mots de masse supérieure a p,
p ~ 0 ... En analyse d’algorithmes, on souhaite évaluer, par exemple, le
nombre moyen d’itérations, la distribution asymptotique du nombre
d’itérations,... On peut considérer 'algorithme et ’ensemble de ses
données comme un systeme dynamique sur un espace discret que 1'on
plonge dans un systeme dynamique sur un espace continu. Dans les
deux cadres, on relie les quantités étudiées (ou leurs séries génératrices)
a lopérateur de transfert. Le comportement asymptotique est alors
guidé par les propriétés spectrales de 'opérateur de transfert. Ces
techniques sont particulierement efficaces pour étudier les algorithmes
arithmétiques.

Dans un premier temps, nous donnerons quelques résultats d’estima-
tion de décroissance des corrélations pour des systemes dynamiques
uniformément dilatants en dimension 1 ou symboliques, vérifiant di-
verses hypotheses de régularité. Nous montrerons ensuite que les “tours
de Young” constituent un outil puissant pour obtenir de telles estima-
tions pour des systemes non uniformément dilatants et /ou en dimension
plus grande.

Dans une deuxieme partie, nous étudierons des propriétés statistiques
plus fines : récurrence et inégalités de concentration. Le but ultime de
cette étude est d’obtenir suffisamment d’informations quantitatives sur
les systemes dynamiques pour les utiliser en modélisation et en simu-
lation.

Enfin, nous expliciterons les problématiques de la théorie de l'infor-
mation et de 'analyse d’algorithmes et verrons comment les systemes
dynamiques et les produits aléatoires de matrices permettent d’obtenir
des propriétés statistiques fines des mots générés par des sources dy-
namiques et de certains algorithmes arithmétiques.

Avant de détailler ces résultats et les techniques utilisées, rappelons
quelques définitions et résultats élémentaires sur les systemes dyna-
miques discrets.
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Quelques définitions

1. SYSTEMES DYNAMIQUES INVERSIBLES PAR MORCEAUX

Nous allons considérer des systemes dynamiques sur M, un espace
métrique, par exemple un espace symbolique M C AN, A au plus
dénombrable ou M un ouvert de R™ ou encore M une variété rieman-
nienne. Dans le cadre différentiable, on supposera que " : M — M
est différentiable par morceaux. C’est-a-dire qu’il existe des ouverts
U; disjoints tels que la réunion des U; soit M (on dira que les Uj
forment une partition topologique de M) et T : U; — T(U;) est un C?
difféomorphisme, continu sur U;.

Dans le cadre symbolique, T est le décalage : T(xg,...,xp,...) =
(1,...,%p_1,...). Pour 0 < § < 1, on définit une distance sur AN
par d(z,y) = 0" si x; = y; pourz-O,...,n—l et T, # Yn.

Nous considérerons que T est inversible par morceauz : il existe une
partition topologique P, au plus dénombrable, telle que la restriction
a chaque élément P de P est inversible de P dans T'(P). Une telle

o0

partition est génératrice si \/T’iP est la partition en points. Cette
i=0
définition de partition génératrice est équivalente & : diam(C) == 0,
pour C' € P™ ou P" est la partition d’inversibilité de T ; les éléments
de P" s’écrivent P,NT*P,N--- T 'P,_,, P, €P.
L’application est dite non singuliére par rapport a une mesure m si la
mesure image T,m de m par T est absolument continue par rapport a
m.
Une mesure de probabilité p sur M est invariante par T' si pour tout
Borélien A, u(T7(A)) = u(A), une mesure de probabilité p invariante
est dite ergodique si T~ A = A implique p(A) = 0 ou u(A) = 1. Toutes
les mesures invariantes ne sont pas pertinentes : par exemple une me-
sure dont le support est une orbite périodique finie ne donnera pas
beaucoup d’information. Nous nous intéresserons aux mesures ayant
un sens “physique” : dans le cadre géométrique, on peut considérer
des mesures de “Sinai-Ruelle-Bowen”. Une mesure de probabilité inva-
riante est dite mesure de Sinai-Ruelle-Bowen (mesure SRB) sil existe
un borélien A de mesure de Lebesgue positive, tel que pour x € A,
pour toute fonction f continue,

n—1

S — [ ran

1=0

En particulier, si 4 est ergodique et absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, le théoreme ergodique de Birkoff montre que p
est une mesure SRB. Le plus souvent dans ce travail, nous considérerons
des mesures invariantes absolument continues par rapport a la mesure
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de Lebesgue.

Dans le cadre symbolique, nous considérerons des mesures de proba-
bilité absolument continues par rapport a une mesure de probabilité
v dite conforme pour une fonction continue g appelée potentiel. Pour
¢ € R}, une mesure de probabilité v est c-conforme pour g si

dpuoT B 1

Les réels ¢ > 0 pour lesquels une mesure conforme existe sont intime-
ment liés au formalisme thermodynamique. Rappelons que la pression
topologique [DenGS] d’un sous-ensemble S de M est

1
=1 - (n)
P(S,T) hmsupnlog E g (A),

n—oo 7AE'P”
ANS#£@

avec ¢ (A) = sup,c4 9(2)g(Tz) ... g(T" 'x), on notera Py,,(T,g) =
P(M,T) la pression topologique de tout le systéme. Il est facile de voir
que log ¢ < Py,,(M,T). Dans les cas que nous considérerons, on a en fait
'égalité log ¢ = Pip(T, g) = P(M,T) (voir [BuPaS]). Si g = 1, la pres-
sion topologique P(M, g) est égale a 'entropie topologique hi,(T).
On voit facilement que la mesure de Lebesgue est 1-conforme pour
g = JT7! le déterminant de la différentielle de T~!.

Enfin, un systeme dynamique inversible par morceaux est dit marko-
vien si pour ¢, T'(U;) est une union de Uj. Les systemes dynamiques
markoviens sont souvent beaucoup plus faciles & étudier, en particu-
lier parce que 'opérateur de transfert agit sur des espaces de fonctions
au moins continues par morceaux (et souvent C' par morceaux). Une
stratégie (voir [Ho]) pour étudier des systéemes dynamiques non mar-
koviens est de se ramener a un systeme markovien par une “extension
markovienne”.

2. OPERATEUR DE TRANSFERT ET PROPRIETES ERCODIQUES

L’outil essentiel que nous allons utiliser pour étudier le comportement
asymptotique des systemes dynamiques inversibles par morceaux est
I'opérateur de transfert ou opérateur de Perron-Frobenius. C’est le dual
- pour une mesure conforme - de 'opérateur f — f oT. Dans le cadre
géométrique, nous considérerons pour v la mesure de Lebesgue, dans
le cadre symbolique, nous supposerons qu’une mesure 1-conforme pour
un potentiel g existe (voir [BuPaS| pour des criteres d’existence d’une
telle mesure).

Plus précisément, pour ¢ € L'(v), ¢ € L°°(v) l'opérateur de transfert
L est défini par :

[tomviv= [ otwar
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On a aussi I'expression suivante pour L :

LE) ()= gwv(y),

T(y)=z

cette expression permet d’étendre l'opérateur £ & L'(v). Rappelons
encore qu’une mesure de probabilité invariante i est mélangeante si et
seulement si pour toutes fonctions ¢ et ¢ dans L?(u),

/(on")wdu — /wdu/wdw

Une mesure mélangeante est ergodique.
Les coefficients de décroissance des corrélations sont les covariances
entre ¢ o T" et ) :

Colipr ) = ‘ Jworvdn— [ [ wdu‘-

Les propriétés ergodiques d'une mesure p invariante, absolument conti-
nue par rapport a v sont fortement reliées a 'opérateur de transfert :

— p = hv est invariante si et seulement si £(h) = h,

— si p = hv est invariante, elle est ergodique si et seulement si 1 est
simple comme valeur propre de L,

— si = hv est invariante et mélangeante alors 1 est la seule valeur
propre de module 1 de £ (la réciproque est vraie sous certaines
hypotheses supplémentaires).

— les coefficients de mélange sont liés au comportement asymptotique
de 'opérateur de transfert par :

Culp,9) = ’/go[ﬁn(wh) — ¢hldv| .

3. DIFFERENTS TYPES DE MELANGE

Si on considere X; = T comme des variables aléatoires de loi p,
on voit le mélange comme de l'indépendance asymptotique entre la
tribu engendrée par les X, ,, ..., X; 1,10 et la tribu engendrée par les
Xo, ..., X;. On s’attend a ce que certaines propriétés asymptotiques des
processus indépendants restent vraies pour des systemes dynamiques
mélangeants. Sous quelques conditions techniques supplémentaires, C.
Liverani ([Li2]) montre que si C,,(f, f) est sommable alors f vérifie un
théoreme de la limite centrale dans le sens suivant : il existe o > 0 tel
que

1 loi
% |:Snf_n/de:u:| B (070)7
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ou NV (0,0) désigne la loi normale centrée d’écart-type o et
n—1
1 .
S,f=— oT".
f== ;_0 f

Ce résultat étend ceux de Gordin et Ibragimov-Linnik ([Gor, IL]) pour
des processus ®-mélangeants.

Si on ne fait aucune hypothese de régularité sur ¢ et ¢, pour un systeme
mélangeant, la décroissance vers 0 des coefficients C),(p, 1) peut étre
arbitrairement lente. Pour obtenir d’autres résultats asymptotiques,
on a besoin d'une certaine uniformité en ¢ et 1. En probabilité, on
fait souvent I'hypothese de ®-mélange : un processus stationnaire X,
vy Xy, oo de loi p est d-mélangeant s’il existe une suite (®(n)),en
décroissant vers 0 telle que, pour tout ¢, 7,n, A € /\/lf et Be M

(AN B) = p(A)u(B)| < ®(n)u(A)u(B),

avec Mf la tribu engendrée par les X;, ..., X;.

Méme des systémes dynamiques tres simples comme T'(x) = 2z mod 1
sur I = [0, 1] ne satisfont pas le ®-mélange (voir par exemple [DedPr]).
Par contre, en restreignant les coefficients de mélange a certaines classes
de fonctions, on peut obtenir, pour les systemes dynamiques, un controle

o0
jHn

uniforme de la décroissance des corrélations. Etant donné un espace de
Banach C de fonctions bornées sur M, si la norme sur C se décompose
en: ||flle = C(f) + || f]| avec C une semi-norme et || || une norme sur
C, dans [2], nous définissons le ®c-mélange pour un processus Xj, ...,
Xy, ..., inspiré des coefficients de mélange de Dedeker-Prieur ([DedPr]).
Soit :

Dc(n) =sup{|E(Y f(Xisn)) — E(Y)E(f(Xisn))| i € N, Y est
(*) M; —mesurable et ||Y]|; <1, f €},

ol M; est la tribu engendrée par les Xy, ..., X;. Nous dirons que le pro-
cessus est P¢ mélangeant si (Pe(n)),en tend vers 0. Nous dirons que
le processus est ®c-faiblement dépendant si ($¢(n)),en est sommable.
Nous verrons plus en détail ces coefficients dans la section 11.2.2. No-
tons deés a présent que si X; = T°, le processus n’est pas ®¢-faiblement
dépendant mais on peut lui associer un processus “a temps inversé”
qui est ®c-faiblement dépendant sous de bonnes hypotheses pour 7.
Les exemples d’espaces C que nous considérerons sont : ’espace des
fonctions a variation bornée, I’espace des fonctions Lipschitziennes, I’es-
pace des fonctions C!, I'espace des fonctions Holder, ...

Si M est un espace métrique, pour 0 < o < 1, une fonction f sur M
est a-Holder s'il existe K > 0 tel que pour tout x,y € M,

|f(x) = f(y)] < Kd(z,y)°,

linfimum K (f) des K > 0 tel que I'inégalité ci-dessus est satisfaite est
la constante de Holder de f, si a« = 1, on dit que f est Lipschitz et on
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parle alors de constante de Lipschitz.
Si M est ordonné, une fonction f sur M est a variation bornée si

le supremum ci-dessus étant pris sur les familles finies de a; € M, tels
que ap < a; < --- < a,. La quantité \/ f s’appelle la variation totale de
f. Les fonctions a variation bornée sont bien adaptées a la dimension 1
ou aux espaces symboliques mais sont beaucoup plus difficiles a manier
en dimension supérieure.
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Premiere partie I. Vitesse de mélange pour les systémes
dynamiques

Pour un systeme dynamique qui admet une mesure invariante ayant

un sens physique (par exemple une mesure absolument continue ou une
mesure SRB), le controle de la vitesse de décroissance des corrélations
(ou vitesse de mélange) permet d’obtenir des propriétés statistiques du
systeme, par exemple un théoreme de la limite centrale. Ma these por-
tait sur I'estimation de la vitesse de mélange pour des systemes dyna-
miques markoviens ([16, 15, 14, 12]) avec une régularité éventuellement
non holdérienne et éventuellement une partition infinie dénombrable.
A la suite de ces travaux de thése j’ai considéré des systemes dyna-
miques non markoviens et avec différentes hypotheses de régularité.
Dans [8] nous avons montré que des hypotheses de convexité suffisent
pour obtenir une mesure invariante absolument continue et un controle
de la décroissance des corrélations.
Une autre technique, lorsque le systeme n’est pas markovien, est de
construire une extension qui elle est markovienne et qui possede les
mémes propriétés statistiques que le systeme de départ ; on construit
ainsi un modele de systeme dynamique permettant de traiter de nom-
breux cas. Ce point de vue a été développé par L.S. Young ([Y1,
Y2]) : on appellera tours de Young les extensions markoviennes ainsi
construites. On cherche donc, d’une part a obtenir des propriétés sta-
tistiques pour les tours de Young ([3, 11]), d’autre part a conjuguer les
systemes a des tours. Dans [9] nous obtenons ainsi un contréle de la
vitesse de mélange pour des applications dilatantes en dimension plus
grande que 1. Le point de vue des tours de Young permet aussi de trai-
ter le cas de compositions aléatoires de systemes dynamiques et plus
particulierement d’applications unimodales ([10]).

1. SYSTEMES SYMBOLIQUES ET SYSTEMES DYNAMIQUES DILATANTS
EN DIMENSION 1

Le cas des systemes symboliques sur un alphabet fini, associé a un
potentiel Holdérien a été largement étudié notamment par Ruelle ([Ru])
dans le cadre du formalisme thermodynamique et de la mécanique sta-
tistique et par Bowen ([Bow]) en liaison avec I’étude des propriétés ergo-
diques de difféomorphismes de type Axiom A. Les applications C? uni-
formément dilatantes (en dimension quelconque) ou C? par morceaux
(sur un nombre fini de morceaux) et markoviennes peuvent étre codées
sur un tel systeme symbolique. Les deux sections suivantes présentent
une extension des résultats de Ruelle et Bowen a des potentiels non
Holdériens (pour un systeme géométrique, cela correspond & une appli-
cation dérivable dont la dérivée n’est pas Holder) ou a des alphabets
infinis.
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Le cas des systemes dilatants par morceaux, non markoviens, en di-
mension 1 a été aussi largement étudié (notamment par Lasota-Yorke
([LaY1])) dans le cas d’applications suffisamment régulieres (essentiel-
lement a dérivée a variation bornée). Dans la section 1.3 nous mon-
trons que des hypotheses de convexité sont suffisantes pour obtenir
une décroissance exponentielle des corrélations.

Pour une fonction potentiel g : M — R™ nous controlerons son module
de continuité par la suite :

g()

(1.1) w, = sup sup log =—=,

CcepPnr xyelC g(y)
cette suite est le module de continuité de log g.
Les systemes dynamiques symboliques que nous considérons sont des
sous décalages de type finis, c’est a dire qu’il existe B une A x A matrice
de 0 et 1 telle que

M ={z € AY / B,,.,,, = 1 pour tout i € N},

Ti41

autrement dit la matrice B décrit les suites admissibles. Le décalage o
agit sur M, est inversible par morceaux pour la partition

P={laacA}, [a={ceM/z=a}.

Cette partition est clairement markovienne et génératrice. Les éléments
de P" décrivent les suites de n-uplet admissibles et sont appelés n-
cylindres.

Si la matrice B est irréductible - c¢’est a dire que pour tout couple
(i,7) € A? il existe n € N tel que (B");; > 0 - on dit que le sous
décalage est irréductible. Cela exprime que pour tout couple (4, j) € A2
le systeme peut passer de i a j.

Si la matrice B est apériodique - c’est a dire que pour tout couple
(i,7) € A* il existe N € N tel que pour n > N, (B™);; > 0 - on dit que
le sous décalage est apériodique.

1.1. Systéemes symboliques sur un alphabet fini associé a un
potentiel non Ho6ldérien. Nous supposerons que la suite w,, est som-
mable ; lorsqu’elle est géométrique, on dit que g est Holdérienne. Re-
marquons que dans ce cas, il existe 0 < 6y < 1 tel que g est Holder pour
la métrique dy quelque soit 8y < # < 1; de plus, si le sous décalage de
type fini provient du codage d’une application markovienne dilatante
par morceaux de l'intervalle (ou d’un difféomorphisme de type Axiom
A), si g est U'inverse de |T7], alors |T”| est Holder (pour la métrique
usuelle) si et seulement si la suite w,, associée a g est géométrique.
On considere alors une métrique sur M qui rend g Lipschitz :

d(I,y) = Z wj7
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ou s(x,y) est le temps de séparation entre = et y c’est a dire le plus
grand entier n tel que pour 0 < p < n, oP(x) et oP(y) appartiennent
au meéme élément de la partition P. Soit L est 1'espace des fonctions
sur M Lipschitz pour cette distance d, on considere la norme || f| =
max(|| f]leo, L(f)). Si w, = O(6™) alors la métrique d est équivalente a
la métrique dy.

Soit ¢ = exp(Piop(0, g)).

La premiere partie du résultat suivant (existence et unicité d’une me-
sure conforme et d’une mesure invariante) a été montrée par P. Wal-
ters), I'estimation de la décroissance des corrélations a été obtenue en
collaboration avec A. Kondah et B. Schmitt.

Théoréme I.1. ([W],[15],[21]) Il existe une unique mesure de proba-
bilité v conforme pour le potentiel g, il existe une unique mesure de
probabilité p invariante par o et absolument continue par rapport a v,
sa densité h appartient a L. De plus, il existe 0 < § < 1, C" > 0 et
(£(n))nen une suite d’entiers tendant vers linfini tels que, pour f € L,

chf

12) |EL - tn)| <com s
Enfin,
o siw, = a1 a > 0 alors 6“™ = O(n™?),

(n~
o si w, = O"), 0 < 0 < 1 alors il existe 0 < v < 1 tel que
5 = O(ym),
o si w, = O log")0<6<1 a > 1 alors, pour tout € > 0,
5t = O(plee™)* ™),
Ce résultat implique que le processus a temps inversé (Y}, )nen défini

par (Yo, .., ¥,) 2!

Corollaire 1.2. (voir [BGR, DedPr, 2| pour plus de détails)
I existe C > 0 tel que pour i € L et o € L'(v), pour tout n € N,

Culp, ) < CS I L() 0|0
St w, = O(n%), a > 1, le processus a temps inversé (Y, )nen est @ -
mélangeant, il est ®r-faiblement dépendant si w, = O(n%), a > 2.

(Xn, ..., Xo) est & mélangeant.

Remarque. Stratégie de la preuve

Dans la cas ou la suite w,, est géométrique, I'estimation de la vitesse
de convergence des itérés de l'opérateur de transfert vers la projec-
tion sur ’espace propre engendré par h peut étre obtenue en montrant
que L est quasi-compact. Dans le cas ol la suite n’est pas géométrique,
I'opérateur n’est plus quasi-compact (on montre [15] que tous les points
du disque D(0, ¢) sont des valeurs propres de multiplicité infinie). La
stratégie de la preuve du Théoreme I.1 consiste a exhiber une suite
de cones Cy de L et une suite d’entiers ny tels que L™ (Cy_1) C Cj
en controlant le diametre hyperbolique Ay de L™ (Cy_;) dans Cy. La
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théorie de Birkhoff ([Bil, Bi2]) permet alors de montrer que - projec-

tivement - les itérés L™+ convergent vers un opérateur de rang 1
k

avec vitesse : H tanh(A;). Nous avons adapté la stratégie mise au point
i=1

par Ferrero et Schmitt ([FeSc]) pour obtenir des décroissances exponen-

tielles des corrélations de certaines compositions aléatoires d’opérateurs

a un cadre “non quasi-compact”.

La stratégie de preuve décrite ci-dessus peut étre “aléatoirisé” pour
considérer des compositions aléatoires d’opérateurs. Soit (2, F,P,.S)
un systeme dynamique inversible et ergodique. Soit G : 2 — C(M)™,
w — g, une application mesurable et (w,),en une suite positive, som-
mable. On note w,(w) le module de continuité de log g, défini comme
dans (1.1). On considere L, 'opérateur de transfert associé au potentiel
g, qui agit sur les fonctions continues sur M :

Lo(H@) =D g.)fW).

o(y)=z
Théoreme 1.3. [14, 21] Si l'application G vérifie :

/||10ggw||oodP < 00,

> W; S~iw
~ sup 2eizper il ) = C(w), C(w) € L*(Q).
peN Wp
alors, 1l existe trois applications mesurables :
H: Q—L C: Q—RY/{0} v: Q—PX)

w — hy w — C, w— U,

telles que :

(1) Yw € Q, L,h, = cohsy et LEvs, = coV, Vo(hy,) =1,

(2) logc, et ||loghy,|| sont intégrables,
Le triplet (H,v,C') est uniquement déterminé par (1). De plus, il existe
0 < v <1 etlin) une suite strictement croissante d’entiers qui ne
dépend que de la suite w, tels que pour ) € L et ¢ telle que

sup(|/gpdl/s\) < 00,

seq)
alors

Ci(o0) < Ctey"™ sup(] [ v ] e
s€

057 (.4 < Oty sup(| [ pan e,
s€

C¥(p,0) et C57"“(p,v) sont les corrélations aléatoires “futures” et
“passée” :

Ce(p, ) = ‘/w(gooa")hwdyw - /@/Jhsnwdysnw/gohwdyw .
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Enfin, si g est un potentiel vérifiant les hypothéses du Théoréme 1.1 et
si les g, sont des perturbés de g tels que :

| 1og g, — log g|lee < € Yw € Q,
et pour tout w € ) etn € N,
Wy (w) < ew, avec wy,(w) le module de continuité de log g — log g.,
alors on a les résultats de stabilité forte suivants :

lim sup ||h — hy|lo = 0,
=040

c
limsup — =1,
e—=0 ,e0 Cy
Vf S C<M)7 limsup |V<f) - Vw(f)| =0.
e=04eq
Ce résultat s’applique en particulier a des compositions aléatoires de
petites perturbations d’un difféomorphisme Axiom A.

1.2. Systémes symboliques sur un alphabet infini. Lorsque I’al-
phabet A n’est plus fini, le sous décalage M n’est plus compact, ni
méme en général localement compact. Dans ([12]), nous avons considéré
un sous décalage de type fini sur un alphabet dénombrable sur lequel il
existe une mesure 1-conforme m de potentiel g Lipschitz et borné. Sous
des hypotheses de “faible contribution de I'infini” qui expriment essen-
tiellement que la contribution a 'opérateur de transfert des cylindres
k] = {x € ¥/ o = k} avec k dans le complémentaire d’une partie finie
de A, est plus petite que 1, nous obtenons ’existence d’une mesure in-
variante absolument continue par rapport a m, elle est unique si le sous
décalage est irréductible. Si, de plus, le sous décalage est apériodique
et que le controle de la contribution des cylindres hors d’une partie
finie de A est plus précis, nous obtenons un controle de la vitesse de
convergence des itérés de I'opérateur de transfert : il existe k € N* et
une suite (o (N))jen, oj(N) — 0 tels que Vf € L, Vj € N,

15 f— h / fll < oy (N) (1]l + m(J0, N|*)sup /.

ou 0, N| désigne l'ensemble des x de M tels que zg < N et || ||
la norme uniforme sur |0, N|. La suite (a;)jen peut étre déterminée
explicitement et dépend de la contribution & I'opérateur £*1 du complé-
mentaire d'un nombre fini de cylindres.
En choisissant convenablement N par rapport 7, on obtient ainsi une
estimation de la vitesse de convergence sur chaque compact de M et
de la décroissance des corrélations : pour ¢ € L* et ¢ € L, pour tout
n €N,

Cn(ip, 1) < Constar, [[¢lo|[ ¥
oll &y, est une suite tendant vers 0 qui s’exprime en fonction de a,)(n)
et m(]0,n]°).
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Des exemples de systemes vérifiant nos conditions sont, par exemple,
des applications a “petites branches” ne vérifiant pas les hypotheses de
[Bre], [LiSV] ou [MU]. De telles applications sont un modele dynamique
de chaines de markov de type “naissance et mort”. On estime aussi la
décroissance des corrélations pour des applications non uniformément
dilatantes de l'intervalle, de type Gaspard-Wang ([GasW]) sur un es-
pace d’observables contenant les fonctions lipschtziennes.

Les idées développées dans les deux sections précédentes ont été ap-
pliquée ensuite pour étudier des systemes dynamiques type “tours de
Young”, c’est I'objet du paragraphe 2. Avant de considérer ces modeles,
nous donnons une derniere généralisation de résultats “classiques”. Il
s’agit de systemes dynamiques en dimension 1 vérifiant une propriété
de convexité.

1.3. Systemes dynamiques convexes par morceaux. Les applica-
tions inversibles par morceaux de l'intervalle on été largement étudiés
depuis l'article de Lasota-Yorke ([LaY1]). Les hypotheses classiques de
travail dans ce cadre sont que T est inversible sur un nombre fini de
morceaux, C? par morceaux et uniformément dilatante. Dans ce cas,
il existe des mesures invariantes absolument continues par rapport a
la mesure de Lebesgue, celles qui sont ergodiques sont, a une période
pres, mélangeantes et le mélange pour des fonctions a variation bornée
est exponentiel. De nombreuses généralisations ont été envisagées : par-
tition d’inversibilité dénombrable, mesure conforme pour d’autres po-
tentiels que \qu ([BaKe, Broi, LiSV]). On reste néanmoins dans un
cadre uniformément dilatant avec un potentiel g au moins a variation
bornée. L’idée de Lasota-Yorke était d’utiliser les systemes inversibles
par morceaux dans la modélisation du forage pétrolier, les hypotheses
“classiques” peuvent s’avérer difficiles a vérifier dans ce cadre. Dans
[LaY2], ils ont montré que des hypotheéses de convexité sur T', associées
a des conditions géométriques suffisent pour obtenir les propriétés de
mélange. En collaboration avec C. Bose, B. Schmitt et S. Shin, nous
avons donné des conditions de convexité a la fois moins fortes que celles
de Lasota-Yorke et plus naturelles qui demandent moins de conditions
géométriques, pas de dilatation uniforme et garantissent les propriétés
de mélange.

Nous considérons une application T de l'intervalle [0, 1], non singuliere
par rapport a la mesure de Lebesgue, inversible et continue par mor-

ceaux (sur un nombre fini de morceaux) : Pj, ..., P,. Sur chaque P;,
T; = Tip, est supposée croissante, on note F; une version continue a
dmo Tt

droite de d—z’ on la prolonge par 0 hors de T(P;) afin de la
m

considérer comme une fonction de [0, 1]. Nos hypotheses sur T" sont les
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suivantes :
Condition C
— pour chaque k =1, ...,n, la fonction I} +- - -+ F,, est décroissante,
- F (O) < 1.
Dans [LaY?2], Lasota-Yorke supposent que chaque F; est décroissante
et que pour tout P; = [a;_1,a;], T(a;) = 0. Cette derniére hypothese
implique en particulier que les branches T; sont croissantes mais est
clairement plus forte. L’hypothese F;(0) < 1 implique que la premieére
branche de T doit étre dilatante mais aucune hypothese de dilatation
n’est faite sur les autres branches.
Remarquons que le fait que T soit croissante par morceaux et que F
soit décroissante implique que F3(0) > 0 (sinon F est identiquement
nulle est donc la branche T n’existe pas). Ainsi, 7(0) = 0 car si 0 &
T(P;) alors on a convenu que F3(0) = 0.

Théoréme 1.4. [8] Soit T une application croissante et continue par
morceaux, satisfaisant la condition de convexité C ci-dessus. Alors T
admet une mesure invariante p absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesque, de densité g, décroissante. De plus, il existe
B € 0,1] tel que UL T*(Py) = [0, 8]. La restriction pg de p a [0, 5] est
mélangeante (en fait elle est exacte) et st T'(3) > 1 alors la décroissance
des corrélations est exponentielle pour des fonctions de [0, 3] a varia-
tion bornée : il existe C > 0 et 0 < k < 1 tels que pour ¢ € BV ([0, 5]),

pour ¢ € L*(ug),
Culp, ) < Cr™ ||| 1|10 By

La preuve consiste, dans un premier temps a montrer que I’ensemble
J des fonctions décroissantes est invariant par I’opérateur de transfert
(la condition C est en fait nécessaire et suffisante pour obtenir cette
invariance), on montre ensuite une inégalité de “Lasota-Yorke” pour
les fonctions de J qui permet d’obtenir I'existence d’'une mesure in-
variante absolument continue. L’exactitude de pg et I'estimation de la
décroissance des corrélations se fait “a la main” en adaptant la preuve
de Bowen ([Bow]).

Corollaire 1.5. Il existe C' > 0 et 0 < kK < 1 tels que pour ¢ €
BV ([0, 3]), pour v € L*(ug),

Culp,¥) < CR™[lpllr \/ ¢

Le processus (Y )nen @ temps inversé est ® gy -faiblement dépendant.

2. LES TOURS “DE YOUNG”

La notion de tours en théorie ergodique remonte a Rohlin, I'idée es-
sentielle est d’induire le systeme dynamique, c’est a dire de considérer



DOCUMENT DE SYNTHESE 17

des itérés TH®) (x) ou R est une application a valeur entiere dite ap-
plication de retour. Les tours constituent un modele d’extension mar-
kovienne auquel se ramene une tres large catégorie de systemes dyna-
miques. A la suite des travaux de Hofbauer et Keller ([HoKe, Ke]), L-S
Young ([Y1, Y2]) a largement développé cette stratégie, le but est de
considérer de “bons retours” de maniere a ce que 'application “tour”
vérifie de bonnes propriétés.

2.1. Tours de Young : définition et propriétés élémentaires.
Formellement, une tour est donnée par :

— un espace de probabilité (Ag, mg),

— une application T : Ay — Aq inversible par morceaux, non sin-
guliere. On note Py = {A¢,, j € N} la partition (modulo my)
d’inversibilité,

— et une application de retour R : Ay — N, mg intégrable.

On “déploie” alors le systeme dynamique en un nouveau systeme dy-
namique F' sur la tour

A={(z,0) € AgxN/R(x)>}=[JA,

leN

par F(x, () = (x,0+1) si R(z) > (+1et F(x,{) = (TE@(x),0) sinon.
Les Ay sont les étages de la tour.

La tour A est munie de la mesure m définie par m(A x {¢{}) = C -
mo(A) si A x {¢} C A, la constante C' > 0 est choisie pour que m
soit une mesure de probabilité, une telle constante existe car R est my-
intégrable.

Pour x et y dans Ay, le temps de séparation so(x,y) est le plus grand
entier p tel que pour 0 < j < p, (F)i(x) et (FE)I(y) appartiennent au
méme élément Ag; de Py, pour (z,{) et (y,£) € A, on définit le temps
de séparation par s((x,?), (y,¢)) = so(x,y). Si x et y € A ne sont pas
sur le méme étage, on pose s(x,y) = 0. La tour est alors munie d’une
métrique dynamique : soit 0 < 3 < 1, d(z,y) = p5@Y).

On déploie aussi la partition Py en une partition P sur A dont les
atomes sont Ay; = {(x,0) € A / x € Ag,}. Une telle tour sera appelée
“tour de Young” si elle vérifie les propriétés suivantes :

(1) Partition génératrice La partition P est génératrice.

(2) Propriété de Markov L’application F' est markovienne (par
rapport a partition P).

(3) Propriété de grandes images

(4) Régularité du Jacobien On note JF le jacobien - par rap-
port a la mesure mg - de F. 1l existe C' > 0 tel que pour tout
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J €N, pour tout z,y € Ay,

JFR(x)

L 1| < Cd(FR(x), FR(y)).

T - 1| < Catr @), )

(5) Mélange topologique pour tout i, j, il existe N € N tel que

pour tout n > N,
mo((FR>_nA07j N AO,Z‘) > 0.

Remarque. Le mélange topologique, la propriété de grandes images et
celle de Markov sont garanties par les deux propriétés suivantes : pour
tout élément de la partition A; o, FE®(A; ) = Ay et pged{R(z) = €
Ao} = 1. Ce sont ces conditions qu’utilise L-S. Young.

Nous allons travailler avec les fonctions f bornées sur la tour, Lipschitz
sur chaque A, avec une constante de Lipschitz uniformément bornée
(en ¢), on notera L I'ensemble de ces fonctions. Elles vérifient : il existe
K > 0 tel que pour tout ¢, pour x et y € Ay,

[f(x) = f(y)| < Kd(z,y).

La constante de Lipschitz L(f) est Uinfimum des K > 0 tels que
I'inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout ¢. L’espace L est muni de
la norme || f|| = max(]|f]|c, L(f)) qui en fait un espace de Banach.
Dans ce cadre, L-S. Young a montré I'existence et 'unicité d’une mesure
invariante par F', absolument continue par rapport a m, mélangeante
et a montré que la décroissance des corrélations pour des fonctions de
L est relié a mo(R > n). Si mo(R > n) décroit exponentiellement, il est
va de méme pour les coefficients de corrélation. Si mo(R > n) décroit
en n%, il en va de méme pour les coefficients de corrélation.

Nous allons présenter deux résultats qui précisent ceux de L.S. Young :
d’une part nous obtenons une estimation de la décroissance des corréla-
tions pour des fonctions Lipschitz sur les tours par une autre méthode
que celle de Young : cette méthode présente ’avantage de conduire a
un mélange proche du ®;-mélange pour un processus a temps inversé.
D’autre part, nous montrons, et c¢’est un résultat obtenu avec J. Buzzi,
que 'on peut estimer la décroissance des corrélations sous des condi-
tions de régularité moins fortes.

Nous donnerons ensuite deux exemples de systéemes conjugués a des
tours de Young : certains systemes uniformément dilatants en dimen-
sion supérieure (travail en collaboration avec J. Buzzi) et certaines
compositions aléatoires d’applications unimodales (travail en collabo-
ration avec V. Baladi et M. Benedicks).

2.2. Décroissance des corrélations sur les tours. Considérons donc
une tour de Young. L’opérateur de transfert associé

L) = > JF@y) " fy)
F(y

)=x
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agit sur L. Les techniques de cones utilisées dans [12] peuvent étre
adaptées aux tours de Young et permettent de montrer le résultat sui-
vant.

Théoréeme 1.6. [11] L opérateur L admet un unique point fixe non nul
h € L, la mesure p = hm est ergodique et mélangeante. De plus, L™ f
converge vers hm(f) uniformément sur chaque sous ensemble compact
de A et dans L*(m) pour toute fonction f uniformément continue sur
A.

Pour toute suite croissante (vn)nen telle que Y. mo(Ag) - ve < 00,
pour toute fonction ¢ € L et p € L' (v-m), il existe 0 <y < 1 tel que

Culeo,¥) < Ct max[(v,) ™", Y"]I[WIl [lvllr-

En particulier
— s%l existe des constantes 0 < e; et 0 < 6 < 1 telles que ¢ € N,
mo(R > ) < e10° alors il existe 0 < v < 1 tel que pour tout §' < 0,
et p € LY(v-m) (v, =0""),

Cu(p, ) < CEO) A" 1Pl Nle-olly

— sl existe des constantes 0 < e, 0 <0 <1 et0< <1 telles que
pour tout £ € N, mg(R > () < 10" alors pour tout 8 < 3, soit

_ 05
Vg = 0 ’

ns
Culp, ) < CE (B0 101l Nl - v,
— 871l existe des constantes 0 < ey, 3 > 1 telles que pour tout { € N,

-1
mo(R > {) < ey 05, alors pour tout v > 1, soit vy = [(hz#] ,

(Inn)Y

nB

Cu(,¥) < Ct (9) [0 e - olla-

Remarque. Les résultats de Young ([Y2]) sont tres proches des estima-
tions ci-dessus. La méthode utilisée est completement différente. Notons
que la dépendance des coefficients de corrélation C),(p, ) se fait dans
notre cas par une norme L' alors que c¢’est une norme L* pour Young.
Ceci n’est pas tout a fait suffisant pour obtenir du & -mélange mais
donne néanmoins une notion de mélange plus forte que celle obtenue
par Young. Remarquons enfin que nos vitesses ne sont pas tout a fait
optimales dans le cas polynomial : Young obtient O(n%) la ol nous

(Inn)”

obtenons O(*=5—) pour tout v > 1.

L’association des techniques de cones utilisées dans [15] et [12] per-
met d’affaiblir la condition de régularité sur JF'. Si on note P™ la par-
tition d’inversibilité de F'™. Le module de continuité de JF est controlé
par la suite :

w, = sup sup log TE(x)
" cePn xyeC JF(Z’) ’
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I'hypothese de régularité sur JF est que la suite (w,,),en est sommable.
Dans ce paragraphe, le temps de séparation s'(z,y) entre deux éléments
x et y de A sera le plus grand entier p tel que pour 0 < j < p,
Fi(z) et F'(y) appartiennent au méme atome de la partition P. La
distance d’ est construite pour que la famille de fonctions log(JF™)
soit uniformément Lipschitz :

d(x,y) Z w;.
J>s'(z,y)

En collaboration avec Jérome Buzzi, nous avons obtenu le résultat sui-
vant.

Théoréme 1.7. [3] 1l existe une unique mesure u de probabilité inva-
riante par F' et absolument continue par rapport a m. Elle est ergodique
et mélangeante. Pour toute fonction ¥ € L et p € L*(A),

Culp, ) < C-9llllell iy - un  pour tout n >0

pour une constante C' < oo et une suite u = (uy)5, qui converge vers
z€ro et qui peut étre spécifiée :
— st wy, = O(p") pour un 0 < p < let mo(R > n) = O(a™) pour un
0<a<1alorsu, =k" pourun 0 < k < 1,
— siw, = 0(n=®) pour a > 1 et m(R >n) = O(n~?) avec B > 1
alors u, = n~"=L0=¢) pour tout & > 0.
~siw, =0(e™) et m(R>n) =0(e™) avec 0 < a, 3 < 1, alors
R for tout € > 0.

Uy, =€ "
Remarque. La métrique utilisée est plus petite que la métrique d du
paragraphe précédent. L’espace des fonctions Lipschitz pour d’ est donc
plus petit mais le type de mélange obtenu est plus fort : le théoreme
montre - la encore - que le processus a temps inversé est @ -mélangeant.

Nous avons donc vu que pour les systemes dynamiques du type
“tours de Young”, on peut estimer la vitesse de décroissance des corréla-
tions. De nombreux systéemes dynamiques peuvent étre conjugués a
une telle tour : applications unimodales et de type Hénon, certains
billards, des applications de type “Lasota-Yorke”, des applications de
I'intervalle a point fixes neutres, des difféomorphismes partiellement
hyperboliques, ... ([BeY], [Che], [Y1, Y2],[Dol], [Ca]). Dans [9], nous
avons obtenu, en collaboration avec Jérome Buzzi une estimation de la
décroissance des corrélations pour des applications dilatantes par mor-
ceaux en dimension > 1 en conjuguant le systeme a une tour de Young.
La présentation de ce résultat est I’'objet du paragraphe suivant.

2.3. Systemes dynamiques dilatants en dimension supérieure.
Le but est de généraliser les propriétés ergodiques et statistiques bien
connues en dimension 1 ([LaY1], [HoKe], [Sc], [Li3] ...) & un cadre mul-
tidimensionnel. Dans ce cadre, diverses questions ont été considérées
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(existence et caractérisation de mesures d’équilibre [Bu3], de mesures
conformes [BuPaS], de mesures absolument continues [Bul, Bu2, Bu4,
Cow, GoBo, Saul).

Nous considérons une application T inversible par morceaux, sur un
espace métrique compact M, P est une famille finie d’ouverts disjoints

et bornés tels que M = U P. Les hypotheses générales sur 71" sont les
PeP
sulvantes :
(1) T est inversible sur chaque P € P et continue sur P.

(2) g : M — R est la fonction potentiel, g est y-Holder et admet
une mesure conforme v (dans ce cas, elle est nécessairement
ePror()_conforme, voir [BuPa9)), il existe n € N avec T"(M) C
supp(v).

(3) T est uniformément dilatante sur chaque P € P.

(4) La partition P est génératrice.

(5) Notre condition essentielle porte sur la frontiere 9P de P : 9P =

U OP. On suppose :
pPepP

P(OP,T) < Py(T, g).

Remarque. La condition sur la pression du bord de P est satisfaite dans
de nombreux cas. Si T est uniformément dilatante, pour le potentiel g =
|T’|~! ou une petite perturbation de ce potentiel, elle est satisfaite : 1)
en dimension 1, 2) en dimension 2 pour 7" analytique réelle, 3) en toute
dimension pour 7' affine par morceaux. Il existe des contre-exemples
C* en dimension 2.

Théoréme 1.8. [9] Soit (M, T,P,g) vérifiant les conditions (1-5) ci-
dessus. 1l existe un nombre fini de mesures de probabilités invariantes
et ergodiques absolument continues par rapport a la mesure conforme
v. Soit p une telle mesure. Alors (quitte a remplacer T par un itéré),
la mesure pi est mélangeante et il existe C' > 0 et 0 < k < 1 tels que
pour o € L'(p), o ~y-Holder :

Cr(p, ) < Cllellpr - K (@) - &7,

Remarque. On peut affaiblir la condition de régularité du potentiel et
éviter la condition de dilatation uniforme : il suffit que 7" ne soit pas
contractante (pour tout z,y € M, d(T(x),T(y)) > d(z,y)) et que le
module de continuité de g est sommable. On utilise alors le Théoreme
[.7 pour estimer la décroissance des corrélations. Elle est essentiellement
équivalente au reste de la série ), wj, pour ¢ suffisamment réguliere.

La preuve de ce théoreme repose sur la construction d’une tour de
Young a laquelle le systeme initial est conjugué. Cette extension marko-
vienne permet d’éviter d’avoir a traiter avec des généralisations multi-
dimensionnelles de fonctions a variations bornées. Sans trop entrer dans
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les détails techniques, signalons que cette extension est fabriquée a par-
tir de 'extension markovienne a la Hofbauer ([Ho]) : la base Aq de la
tour est un itéré de

Xo:={(z,P)/x€P, PeP}

L’application T s’étend en une application 7' sur X := UH{Dx{D} /D =
T"P, P € P"}. Cette application est naturellement markovienne mais

ne vérifie pas toutes les conditions de la section précédente. Nous de-

vons en particulier estimer le temps de retour. L’ingrédient essentiel de

la construction est la proposition suivante.

Proposition 1.9. Pour tout 6 > 0, il existe N, tel que si X, = fN*j(\o,
le temps de retour sur X, R(z,D) = inf{n > 1 / T"(x,D) € X,}
vérifie pour tout D € P, :

v(z € D/ R(z,D) >n) < Constexp[—n(Piy(T, g) — P(OP,T) — §)].

Ce controle du temps de retour en fonction de la quantité Py, (7', g) —
P(OP,T) illustre le role central de U'inégalité P(OP,T) < Py,(T, g).
Nous concluons cette partie en appliquant les techniques de tours “a
la Young” a des compositions aléatoires d’applications unimodales. Ce
travail a été réalisé en collaboration avec V. Baladi et M. Benedicks.

2.4. Compositions aléatoires d’applications unimodales. Les ap-
plications unimodales sont un premier exemple d’applications non uni-
formément hyperboliques. Elles ont étés largement étudiées ([ColE],
[BeY] pour les premieres approches du point de vue théorie ergodique
...). On connait des conditions (satisfaites pour un ensemble de me-
sure positive du parametre dans la famille z — a — 2?) qui garan-
tissent 'existence et I'unicité d’une mesure invariante absolument conti-
nue et la décroissance exponentielle des corrélations ([Y1]). Nous nous
intéressons ici aux compositions aléatoires de telles applications et plus
précisément aux compositions aléatoires de petites perturbations d’une
application unimodale. La motivation est double :

(1) les compositions aléatoires d’applications unidimensionnelles peu-
vent servir de modeles simplifiés de systemes non uniformément
hyperboliques multi-dimensionnels, il s’agit en quelque sorte de
systemes de dimension “1 4 &7,

(2) les compositions aléatoires de perturbations d’une application
sont une modélisation plus proche de la réalité que l'itération
d’une application et permettent d’obtenir des résultats de sta-
bilité.

Avant de définir précisément les applications auxquelles nous allons
nous intéresser, précisons le cadre et la problématique globale.
Etant donné une application T' : I — [ de l'intervalle, pour € > 0
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fixé, nous considérons T,,(z) = T(x) + wy avec w € [—¢,¢]? = Q et
par induction T"(z) = T" ' o T,(z) ott 0 : [—¢,€]% — [—¢,€]? est le
décalage (0(w))r = wi41. Si on consideére une mesure v, sur [—¢,¢] et
la mesure produit sur [—¢, €]%, on peut étudier la chaine de Markov :

P(Xo1 € E | X =) = / 16(T0) (@)% (w).
o

L’existence d’une unique mesure stationnaire p. pour cette chaine est
garantie sous des hypotheses assez faible sur T'. Se posent alors les ques-
tions du mélange, de 'estimation de la vitesse de mélange et de la sta-
bilité (i.e. la convergence de p. vers une mesure p invariante par 7'). Ce
point de vue “intégré” : on integre sur [—¢, e]? les orbites z, T,,(x), ...,
T"(x) ..., a été étudié pour T une application unimodale par Benedick-
Young ([BeY]), Baladi-Young ([BaY]), Baladi-Viana ([BaVi]).

Le point de vue physique ou “expérimental” consiste a étudier - v®%
presque toutes - les orbites x, T,,(x), ..., T"(z) ..., w € [—¢,&]%. Les me-
sures stationnaires échantillonnées absolument continues constituent
un outil naturel pour cet étude. Il s’agit de familles de mesures sur
absolument continues, u, = h,Leb telles que (T}, = fow, les hy,
seront appelé densités quasi-invariantes. Ces mesures p,, peuvent étre
obtenues est désintégrant . x (v.)®Z. Se posent alors les questions
de mélange aléatoires de ces mesures, d’estimation de la vitesse de
mélange et de stabilité. Plus précisément, on recherche une estimation
des quantités :

¢l ,(n) = ' / (p o f)¥ dLeb — / @ dpigne / ¢ dLeb

Y

o (n) =

/(swf?nw)tb dLeb — /wduw /deeb

Le but est d’obtenir, pour P := v®Z-presque tout w, des bornes supérieures
du type C,C, - p(n), avec p(n) — 0, pour certaines classes de fonc-
tions p et 1), ainsi que des bornes sur P(w € 2 / C, > n).

Précisons maintenant quelles sont les applications considérées et les
résultats.

2.4.1. Applications unimodales. Soit I = [L, R] un intervalle compact
contenant 0 dans son intérieur et T : I — I une application C? unimo-
dale (i.e., T est croissante sur [L, 0], décroissante sur [0, R]) satisfaisant
de plus : 7"(0) # 0, sup; [T"| < 8 et
(H1) I existe @ > 0 et 1 < A <4 avec 200 < (log \) tels que

(1) [(T™)'(T(0))] > A" pour tout n € N;.

(2) |T™(0)| > =" pour tout n € N.
(H2) Pour tout 6 > 0 suffisamment petit, il existe M = M(J) € N,
pour lequel :
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(1) sia,...,TMYz) & (—0,0) alors |(TM) (z)| > A\M;

(2) pour tout n, si z,...,T" Hxz) ¢ (=0,0) et T"(x) € (=4,9),
alors |(T") (z)| > A™.

(H3) T'(I) est inclus dans 'intérieur de I.
(H4) T est topologiquement mélangeant sur [72(0), 7(0)].
Quelques commentaires : Les hypotheses (H1), (H2), (H4) sont
standards dans I’étude des applications unimodales. L’hypothese (H1)
garantit que 'image f(0) du point critique est hyperbolique et que
I’orbite du point critique 0 ne revient pas trop pres de 0. L’hypothese
(H2) exprime I'hyperbolicité des morceaux d’orbites a I'extérieur d'un
voisinage de 0. Ce sont des hypotheses de type Benedicks-Carleson
([BeC]). On sait qu’elles sont satisfaites pour un ensemble de mesure
de Lebesgue positive de parametres a, pour des applications x +— a—x2.
L’hypothese (H3) permet des perturbations de la forme T+ wy, wy €
[—&, €] pour € assez petit.
Fixons ¢ tel que Vo € I, T'(z) ¢ € I. On consideére une mesure v, sur
[—e, €] telle que : il existe une constante C' > 0 telle que pour tout sous
intervalle J C I,

Leb(J)

ve(J) < C —

Remarques. On pourrait affaiblir cette condition en remplagant Leb(J)
par Leb(J)" pour un 0 < u < 1 fixé, une telle hypothese influe sur la
décroissance des corrélations mais ne modifie pas fondamentalement la
preuve.

On ne peut se passer d’une telle hypothese ; en effet, dans le cas de la
famille  + a — 22 au voisinage de a telle que I'application vérifie les
hypotheses H1-4, il existe des parametres tels que la dynamique admet
une orbite périodique attractante. Il nous faut donc une hypothese qui
garantisse que 1, n’est pas une mesure de Dirac sur un tel point.
L’hypothese sur v, est vérifiée si v. est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue, de densité bornée.

Enfin nous ne supposons pas que 0 est dans le support de v..

2.4.2. Résultats. Sous les hypotheses de la section 2.4.1 nous obtenons
le résultat suivant.

Théoréme 1.10. [10] Pour e suffisamment petit, pour (v.)®Z presque
tout w € [—e,¢el?, il eriste une densité quasi-invariante h,, € L*(dLeb).
Il eziste C(e) > 1 et pour presque tout w € [—e,e|?, il existe cM > o,
C’f,Q) > 0 (qui dépendent de ¢) tels que pour toute fonction Lipschitz
Y I — C et toute fonction bornée ¢ : I — C, les corrélation “passées”
et “futures” vérifient pour n > 1

/gpof:_%deeb—/gohw dLeb /@Z)dLeb < CW sup |¢| L(%) e~ (n/19/C() ,
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et
/ woflrpdLeb —/ Yhgn,, dLeb / W dLeb

Il existe C'(g) et v > 1 tel C, = maX(C’S), P, C’S)’)) vérifie
Cle)

n?}

< C?) sup|p| L(g)e ™ /CED.

Pl{weQ. | C,>n}) <

2.4.3. Stratégie de la preuve. Pour obtenir ce résultat, nous construi-
sons une famille (A, F,, R,) de tours telles que F, : A, — A,,
et qui vérifient une version “aléatoirisée” des propriétés des tours de
Young. Nous adaptons la preuve de Young par couplage a notre modele
aléatoire et revenons au probleme initial par une projection 7, : A, —
I telle que 7, F, =T, om,.
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Deuxieme partie II. D’autres propriétés statistiques

Pour les systemes dynamiques dont on sait estimer la vitesse de
décroissance des corrélations, il est naturel de rechercher d’autres pro-
priétés statistiques. Mes travaux dans ce domaine s’orientent dans deux
directions : existence et propriétés de mesures conditionnellement in-
variantes ; inégalités de concentration et estimation pour des systemes
dynamiques.

D’une part, les mesures conditionnellement invariantes permettent de
mesurer le taux d’échappement ou d’absorption du systeme. Plus pré-
cisément, étant donné un systeme dynamique (M,B,T) et Y C M : le
“trou”, M, est I'ensemble des points dont l'orbite par T" ne rencontre
pas Y avant le temps n. Une mesure de probabilité v est conditionnelle-
ment invariante si pour tout net A € B, v(I""ANM,) = v(A)v(M,).
Si 7 est le temps d’absorption, la loi de 7 sous v est une loi géométrique.
Un systeme a trous modélise des systémes ouverts (type “billards”), 7
est alors vu comme le temps d’échappement.

Dans [13], nous avons donné des conditions générales d’existence d'une
mesure conditionnellement invariante et d’une mesure conditionnel-
lement invariante absolument continue par rapport a une mesure de
référence. Ces conditions sont vérifiées pour des systemes dynamiques
$-mélangeants, Axiom A, avec Y un trou markovien. Dans [7], nous
avons donné des conditions d’existence et d'unicité d’une mesure condi-
tionnellement invariante absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue pour des applications de type “Lasota-Yorke”. Le com-
portement asymptotique des systemes dynamiques a trou est aussi lié
aux propriétés de récurrence et a la pression du systeme. Dans [6], nous
montrons une généralisation d’un théoreme d’Orstein et Weiss qui relie
le temps de récurrence a la pression du systeme.

D’autre part, dans le but d’utiliser les systemes dynamiques pour la
modélisation et la simulation de systemes complexes, il faut estimer
des parametres et des fonctions afin de reconstruire le systeme dyna-
mique. Cette problématique est en développement. [2] est un premier
pas dans cette direction : on montre des inégalités exponentielles pour
des systemes faiblement dépendants; appliquées aux systemes dyna-
miques, ces inégalités permettent d’estimer la fonction potentiel g du

systeéme (¢g7! = d’C‘ZZT, si p est une mesure T-invariante).

1. TEMPS D’ABSORPTION, RECURRENCE ET PRESSION

Ce paragraphe présente trois articles autour des themes de récurrence
et pression. Les deux premiers concernent les systemes dynamiques “a
trous” et les mesures conditionnellement invariantes, le troisieme relie
la fonction de retour a la pression du systeme, généralisant ainsi un

résultat de Orstein et Weiss ([OW]).
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1.1. Systémes a trous et mesures conditionnellement invarian-
tes. La notion de mesure de probabilité conditionnellement invariante
a été introduite pour les chaines de Markov avec un état absorbant
([VeJ]). Le probleme de l'existence de ces mesures pour des systemes dy-
namiques a été abordé par Pianigiani et Yorke ([PiY]) puis par Collet-
Martinez-Schmitt ([ColMSc2, ColMSc3, ColMSc4]) dans le cadre des
applications dilatantes et des chaines de Markov topologiques. Ces
questions ont aussi été étudiées pour des difféomorphismes d’Anosov
par Chernov-Markarian-Troubeskoy et Urbanski ([CheMT], [U]).
Dans [13], en collaboration avec Pierre Collet et Servet Martinez, nous
donnons des conditions générales d’existence d'une mesure de probabi-
lité conditionnellement invariante, éventuellement absolument continue
par rapport a une mesure de référence. Ces conditions sont satisfaites,
par exemple, pour des difféomorphismes de type Axiom A avec un trou
markovien. Dans [7], en collaboration avec Carlangelo Liverani, nous
abordons ces questions pour des applications de type Lasota-Yorke en
dimension 1.

Avant de détailler ces résultats, nous rappelons quelques définitions.

1.1.1. Définitions. Nous considérons M un espace métrique, B la tribu
des boréliens et T' : M — M une application mesurable. Soit Y C M
un ensemble mesurable non trivial (appelé le trou), et My = M\Y. Pour
x € M, le temps d’entrée dans Y est 7(x) = inf{n >0 / T"(z) € Y}
et M, ={x € M / 7(x) > n}, les points qui n’ont pas été absorbé au
temps n. Une mesure de probabilité v portée par M, est une mesure
conditionnellement invariante si : pour tout n > 0, pour tout A € B,

v(ITT"ANM,) =v(A)v(M,).

On remarque que pour une telle mesure, il existe 6 €]0, 1] tel que pour
tout n >0, v(M,) = ™. Si § # 1, nous dirons que v est non triviale.
Etant donnée une mesure de probabilité p portée par M, on considere
F* la fonction de répartition de 7 sous pu @ F*(n) = P,(7 < n) =
1 — wu(M,). Nous allons donner des conditions suffisantes d’existence
d’une mesure de probabilité conditionnellement invariante portant sur
Fr,

Dans un deuxieme temps, nous nous intéressons a l’existence de me-
sures conditionnellement invariantes absolument continues par rapport
a une mesure de référence m. Si T' est non singuliere (par rapport a
cette mesure), on peut considérer 'opérateur de transfert £, défini par :

[atyedm = [ o0 rim,

M
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définissons alors 'opérateur £ par L(f) = Lo(f1ag). On vérifie faci-
lement qu’il existe une mesure de probabilité conditionnellement in-
variante, absolument continue si et seulement si il existe h # 0, h €
LY (m) et a €]0,1] tels que 1y, L(h) = ahlyy,.

1.1.2. Conditions générales d’existence. Nous nous plagons sous les hy-
potheses du paragraphe précédent.

Théoréme I1.1. [13] Supposons que T : M — M est continue, que
les ensembles M,,, n > 0 sont soit tous ouverts soit tous fermés et que
pour n assez grand, M \ M, est inclus dans un ensemble compact. S’il
existe une mesure p portée par My telles que les trajectoires (sous p)
sont absorbées géométriquement i.e. il existe C' < 0o, Oy €)0, 1] tel que
pour tout n > 0,

1 — F*(n) < CHy,

si, de plus, p( U I(T7"Y)) = 0 alors il existe une mesure de probabilité
n>0
conditionnellement invariante non triviale.

Les conditions topologiques sur les M,, sont satisfaites des que Y est
soit ouvert soit fermé et T continue. L’hypothese de continuité de T
n’est pas tout a fait nécessaire et pourrait étre remplacée par de la
continuité par morceaux. La condition sur la mesure du bord de Y est
satisfaite des lors que p(9Y) = 0 et T' est non-singuliere par rapport
a u. La condition sur F* est satisfaite sous certaines hypotheses de
mélange, c’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition II.2. [13] Soit My € B et v une mesure de probabilité
T-invariante telle que v(My) < 1. Supposons qu’il existe une suite
en = en(My) avec €, — 0 quand n — oo, telle que

q

VB € F(M0> = {ﬂTZTMO - q € N,T Z O}
=0

on a :

v(XoNT"B) —v(Xo)v(B)| <v(B)e, VYn>0.
Alors il existe 0 > 0 et C' > 0 tels que :
1—FY(t) < Ce ™™ Wt >0.

L’hypothese de mélange ci-dessus est satisfaite pour la plupart des
applications considérées dans la partie 1 a condition que 1y, soit suf-
fisamment réguliere (par exemple a variation bornée dans le cas unidi-
mensionnel ou Lipschitz dans le cas symbolique).

Comme pour les mesures invariantes, toutes les mesures conditionnelle-
ment invariantes ne sont pas pertinentes. Un moyen de sélectionner des
mesures conditionnellement invariantes intéressantes est de considérer
des mesures conditionnellement invariantes absolument continues par
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rapport a une mesure de référence. On suppose que 7' est non singuliere
par rapport a une mesure de référence m (par exemple la mesure de
Lebesgue ou une mesure conforme ou une mesure SRB).

Définition 1. Une suite (pn)neN de mesures de probabilité est asymp-
totiquement uniformément absolument continue par rapport a m si
pour tout v > 0, il existe un nombre § = §(v) > 0 et pour tout
ensemble U ouvert tel que A(U) < 4, un entier N(U,J) tel que pour

tout entier n > N(U, ) on a p,(U) < 7.

On vérifie facilement (voir [13]) qu'une mesure conditionnellement
invariante absolument continue par rapport a m est asymptotiquement
uniformément absolument continue par rapport a m. Le résultat suivant
donne des conditions suffisantes pour obtenir une mesure conditionnel-
lement invariante absolument continue.

Théoreme I1.3. [13] Soit m une mesure de probabilité telle que pour
tout n, m(Mn) > 0. Soit

m(T~"(A) N M,)
m(Mn)

Supposons que les trois conditions suivantes sont satisfaites :

fn(A) =

(1) la suite (,un)neN est asymptotiquement uniformément absolu-
ment continue par rapport a m.

(2) ¥ = max {w DY wm (M) < oo} < 00.
(3) My est compact.

Alors il existe une mesure conditionnellement invariante absolument
continue par rapport a m.

La condition 2 ci-dessus est - par exemple - satisfaite si zéro n’est pas
m (M, 1)
tions markoviennes avec m une mesure conforme et Y un 1-cylindre tel
que pour tout 1-cylindre C, TC' ¢ Y. Pour que la condition 1 ci-dessus
soit satisfaite, il suffit que pour tout U ouvert, pour tout n assez grand,

m(T~™(U) N M,) < Constm(U)m(M,).

Dans [13], on utilise le théoréme ci-dessus pour montrer que pour
un difféomorphisme Axiom A mélangeant, pour un trou markovien, il
existe une unique mesure conditionnellement invariante dont la désin-
tégration le long des feuilles instables est absolument continue par rap-
port a la désintégration le long des feuilles instables de la mesure SRB.

valeur d’adhérence de la suite , c’est le cas pour les applica-

Le but du paragraphe suivant est I’étude de mesures conditionnelle-
ment invariantes pour des systémes qui ne sont pas markovien (ou qui
sont markoviens avec des trous non markoviens).
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1.1.3. Applications de Lasota-Yorke a trous. On appellera application
de Lasota-Yorke une application de l'intervalle I = [0,1], C* et mo-
notone par morceaux. On notera P la partition de monotonie de 7" et
P 1a partition de monotonie de T™.

Soient T' : I —— [ une application de type Lasota-Yorke sur 'inter-
valle I, Y un sous intervalle non trivial et ¢° : I — RT un potentiel
strictement positif qui admet une mesure conforme m. Nous donnons
des conditions constructives sur Y qui assurent l'existence d’une me-
sure de probabilité absolument continue (par rapport a m), invariante
conditionnellement a la non absorption dans Y. Ces conditions im-
pliquent aussi 'existence d’'une mesure de probabilité, invariante par T’
et supportée par I'ensemble M., des points qui ne tombent pas dans le
trou. Nos conditions autorisent des trous relativement gros.

Notons P,,,(T, g°) la pression topologique du systéme et O(g°) lex-

1
posant de ¢° définit par log©(¢°) := lim —logsupg’, avec ¢°(x) =
n—oo M, I
g°(z) - ¢°(Tx)...¢°%(T" ). Nos hypotheses sur ¢° sont les suivantes :

Hypothese 1.1.
—inf ¢ > 0,
— le potentiel ¢g* est contractant i.e., ©(g°) < ePron(To9%)
— le potentiel ¢° appartient & I'espace BV des fonctions & variations
bornées,
— ¢° admet une mesure de probabilité conforme m.

Soit Y C I un sous intervalle non trivial. Les sous ensembles M,
sont définis comme précédemment et décrivent les points qui n’ont pas
été absorbés (par Y) au temps n. Soit g le potentiel du systeme a
trou : g = 1,,¢" et © = O(g) 'exposant de g. Rappelons que si L est
Iopérateur de transfert du systeme, I'opérateur £ du systéeme a trou
est défini par L(f) = Lo(f1a), c'est P'opérateur de transfert associé
au potentiel g :

T(y)==

Nous imposons deux conditions supplémentaires sur le systeme a trou.
L’une assure que tous les points ne tombent pas dans le trou, 'autre
est plus géométrique et exprime que les élément de P™ qui sont inclus
dans M, ne doivent pas étre “trop contigus”.

Hypotheése 1.2. Soit D,, := {x € I | L"1(x) # 0}. Nous supposerons
que

Dy = () Dn # @.

neN

Notons Pin) les éléments de P™ qui sont inclus dans M,,.
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Définition 2. La définition et la condition données ci-dessous ne sont
pas tout a fait celle de [7], ce sont des versions “simplifiées” des condi-
tions utilisées.

Nous dirons que deux éléments de P sont contigus soit s’ils sont
contigus dans le sens usuel, soit s’ils sont séparés par une composante

n—1
connexe de Y,, := U T,
i=0

Proposition 11.4. Siles Hypothéses 1.1 et 1.2 sont satisfaites, la suite

L1 (x)
= eb, Lr1(x)

converge vers p > 0.

Nous allons montrer que p est le rayon spectral de 'opérateur L. Soit
c:= eP’f"p(T’go), ¢ est aussi le rayon spectral de L.

Hypothese 1.3. Nous supposerons que le systeme vérifie :

Il existe des constantes K > 0 et £ > 1, telles que pour tout n € N il
existe au plus K¢™ éléments de pr) qui sont contigus. De plus, €O < p.
Remarquons que cela implique, en particulier © < p.

Théoreme I1.5. [7] Supposons que les hypothéses 1.1, 1.2 et 1.3 sont
satisfaites. Alors il existe une unique mesure de probabilité condition-
nellement invariante v = hm et absolument continue par rapport a
m. Il existe une unique mesure de probabilité p supportée par M., =
ﬂ M, telle que u(Lf) = pu(f), avec p < ¢, pour toute fonction bornée

neN
f. La mesure A = hu est la seule mesure invariante par T' supportée

par M, et absolument continue par rapport a pu. De plus, il existe k < 1
tel que pour toute f € BV et tout A € B :

B

|m(T " A|M,—1) —v(A)| < Ctr"
et [v(A|M,—1) — AMA)| < Cts".

“ndh)| = ol lav,

Dans [7], nous donnons des exemples d’applications de Lasota-Yorke
a pour lesquelles nos conditions sont satisfaites : applications marko-
viennes avec trous non markovien ; S-applications ...

Comme sous produit du Théoreme I1.5 nous obtenons le résultat sui-
vant sur la dimension de Hausdorff de ’ensemble M., des survivants.
Pour 0 <t < 1, définissons

Lof(x) = (6" W)l () f ()

Ty=x
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et par Oy, p; et P(t) les nombres correspondants & ©, p, P dans le cas
t=1.

Nous dirons que g° Vérifie la propriété de distorsion bornée s’il existe
C > 1 tel que pour tout n € N, P € P™ et z, y € Z,

0
(1.1) gg(x) <C.
gn(y)
Nous dirons que T' est a grandes images si
(1.2) inf inf m(T"P) > 0.
neN pep(n)

Nous dirons que T est a grandes images par rapport a Y'si pour tout
n € N, pour tout P € P, PN My # @, T" (PN M,_1) D M.

Théoréme I1.6. [7] Soit ¢° = % Supposons que pour 0 < t < 1, les

hypothéses 1.1, 1.2 et 1.3 pour g° = (%)t sont vérifiées. Alors, il existe

un unique 0 < to < 1 tel que pour 0 <t < tg, pp > 1 et pour1 >t >,
pr < 1. 80T est a grandes images et a grandes images par rapport a Y
alors la dimension de Hausdorff de My, vérifie HD(M,) = to.

Ce résultat sur la dimension de Hausdorff de I’ensemble de Cantor
M, s’apparente aux résultats de Saussol et Wu ([SauW]) sur le spectre
multifractal du temps de retour.

Remarquons que nos conditions 1.1, 1.2 et 1.3 permettent des trous
relativement gros, nous n’utilisons pas d’arguments de perturbation.
Néanmoins, une approche perturbative est possible et donne le résultat
suivant.

Théoreme I1.7. [7] Supposons que g°vérifie Uhypothése 1.1. Si lap-
plication de Lasota-Yorke T : I — I admet une unique mesure de
probabilité invariante pog absolument continue par rapport a la mesure
conforme m et que le systéme(I, T, po) est mélangeant, alors il existe
e > 0 tel que pour tout trou’ Y, m(Y) < e, les conclusions du Théoréme
11.5 sont vérifiées.

Récemment, Demers ([Dem1, Dem?2]) a considéré des “tours de Young
a trous” et donné des hypotheses suffisantes sur ces tours qui garan-
tissent l'existence de mesures conditionnellement invariantes absolu-
ment continues par rapport a la mesure de référence m. Ces techniques
s’appliquent, par exemple, aux applications unimodales a trous.

1.2. Récurrence et pression. Dans le paragraphe précédent, nous
avons étudié le temps d’entrée (ou le temps d’absorption) dans un
ensemble fixé Y. Le théoreme de récurrence de Poincaré est essentiel
en théorie ergodique. Il implique que, sous une mesure de probabilité
invariante, presque tous les points reviennent dans tout voisinage (in-
finiment souvent). Les premiers résultats quantitatifs dans ce domaine
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arrivent avec Ornstein et Weiss ([OW]) et relient la récurrence a l'en-
tropie du systeme.

Etant donné un systeme dynamique (M, B, T) inversible par morceaux,
P la partition d’inversibilité de T et P(™ la partition d’inversibilité de
T™. Nous supposerons que la partition P est génératrice et noterons
P,(z) I'élément de P™ qui contient z. Le temps de retour d’ordre n
est défini par :

T(2) = min{j > 1: T9(z) € Py(z)}.

Si p est une mesure de probabilité T invariante, Ornstein et Weiss
([OW]) on montré que pour p presque tout x :

1
lim —log7,(x) = h,,
n—oo 1

ou hy, est 'entropie de la mesure ;o définie dans notre cadre par :

Les quantités :

=0

.

donnent la masse des voisinages d’ordre n le long de 'orbite de x avant
son retour dans P,(x). De telles quantités peuvent intervenir en théorie
de I'information, notamment dans la compression de données. La ques-
tion est d’obtenir le comportement asymptotique de ces quantités. En
collaboration avec Mariusz Urbanski, Anna Zdunik et Bernard Schmitt,
nous avons relié le comportement asymptotique de ces sommes a la
pression du systeme dans le cadre des mesures de Gibbs ([6]).

Nous considérons M un sous décalage de type fini sur un alphabet
fini, apériodique, g un potentiel Holder et pu une mesure d’équilibre
(i.e. p est la mesure de probabilité invariante absolument continue par
rapport a la mesure conforme /). Rappelons que la pression topologique
de systeme est donnée par :

1
P(o,g) = lim —log Z g™ (P)

n—oo M
pep)
Dans le cas ou g = 1, on retrouve ’entropie topologique du systeme.

Théoréme I1.8. [6] Soit 0 : M — M wun sous décalage de type fini,
apériodique et g : M — Rt un potentiel Hélder, p l'unique mesure
d’équilibre et P la partition de M en 1-cylindres. Alors pour u presque
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tout x € M,
n ()
(1.3) nh_}r{)lo - log Z g™ o TV (x) = hy, + Pop(0,9%) — Prop(a, ).
(1.4) Jingonlog Z 2))) = hy + Prop(0,9%) — 2Py, 9).
Dans le cas on g = 1, (1.3) est exactement le théoreme de Or-

stein et Weiss. La preuve de ce théoreme repose d'une part sur des
inégalités simples comme Bienaimé-Chebitchev et d’autre part sur des
résultats de grandes déviations pour la fonction “énergie libre” ¢, ,(t)
de la mécanique statistique. Elle est définie par :

) 1
Cgu(t) = limsup - log/gfl(x)du(a:).

n—oo

Dans notre cas, I’énergie libre est liée a la pression par la relation :
CQJL(t) = Pt0p<07 g(1+t)) - PtOP(Ua g)'

Dans le but d’estimer “empiriquement” (i.e. a partir de la seule donnée
d’une orbite finie) la pression du systeme, il pourrait étre intéressant de
remplacer dans le Théoreme p(P,(7T7(x))) par un estimateur. Ce genre
de questions rentre tout a fait dans le cadre de la section suivante.

2. INEGALITES EXPONENTIELLES POUR LES SYSTEMES DYNAMIQUES

L’objet de cette section est de présenter une problématique récente et

en développement actuellement : les inégalités exponentielles pour les
systemes dynamiques. Ce type de questions est aussi étudié en statis-
tiques pour les processus faiblement dépendants. Nous allons voir que
les systemes dynamiques peuvent étre vus comme un cas particulier de
processus faiblement dépendants. Notre intérét dans cette thématique
est d’utiliser ces inégalités pour estimer certaines fonctionnelles liées
aux systemes dynamiques.
Informellement, pour un processus (Xo,...,X,,...) et ¢ une fonc-
tion de R* — R, les inégalités de concentration mesurent 1’écart de
©(X1,...,X,) ason espérance. Si la borne est exponentielle, on parle
d’inégalités exponentielles :

P(lo(X1, ..., Xn) —E(o(X1,..., X)) > t) < exp(—t?r(n)K(p)).

2.1. Inégalités exponentielles pour les processus faiblement
dépendants. Il existe diverses définitions de mélange faible pour un
processus, notamment introduites par Doukhan-Louhichi ([DoulL.], voir
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aussi [Dou]). Ces définitions reposent sur les quantités :
c(n) = sup{|E(Y f(Xi1n)) —EY)E(f(Xisn))| i €N, Y est
M; — mesurable et ||Y||; <1},

avec f plus ou moins réguliere. Les notions de dépendance faible sup-
posent en général que les coefficients de mélange c(n) ci-dessus sont
sommable.

Dans la partie “Quelques définitions”, section 3, nous avons défini une
notion de mélange par rapport a un espace de Banach de fonctions
bornées C dont la norme est de la forme ||f|lc = C(f) + || ||, ou C( )
est une semi norme sur C et || || est une norme sur C; C; est 'ensemble
des fonctions de C telles que C(f) < 1. Les coeflicients de ®¢-mélange
sont les coefficients ¢(n) ci-dessus avec f € C; (voir page 8). Dans la
suite, nous considérerons que C est un espace de fonctions bornées.
Suivant les travaux de Dedecker et Prieur, nous obtenons l'inégalité
exponentielle - de type Hoeffding - suivante pour les processus ®¢ fai-
blement dépendants.

Proposition I1.9. ([DedPr|, [2] pour la généralisation a un espace de
Banach C). Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires satisfaisant

le ®¢-mélange. Pour ¢ € C, soit S,(p) = Z ©(X;). On a l'inégalité :
i=1

— 42
2¢(C(p))? Xope(n — k)%(’f)) '

On peut obtenir des résultats de ce type pour ¢ : R® — R (a la

place de S, (¢)) une fonction Lipschitzienne sous diverses hypotheses
de mélange faible. De tels résultat ont été obtenus notamment par
Rio ([Rio]), Dedecker-Prieur ([DedPr|). D’autres types d’inégalité (de
type Bernstein) qui font intervenir la variance de S,(¢), ¢ fonction
Lipschtizienne, ont été démontrées récemment par Kallabis-Neumann
([KaNe]) et Doukhan-Neumann ([DouNe]).
Dans le cadre des systemes dynamiques, on peut bien stir considérer le
processus X; = 7. Comme nous l'avons déja remarqué dans la partie
I, il s’avere qu’en général ce processus n’est pas P mélangeant mais
que c’est le “processus a temps inversé” (Y;);en, défini par

L:c)i

P (|Sa() = E(Sa(9))| > 1) < e exp (

(Yo, ..., Y,) (Xn, .-, Xo)

qui est susceptible de I’étre. Dans la section 2.3, nous appliquerons le
résultat ci-dessus au processus a temps inversé. Une autre stratégie est
possible : on peut travailler directement sur le systeme dynamique et
obtenir des inégalités exponentielles pour des fonctions ¢ : R" — R,
Lipschitziennes, pour des systemes dynamiques dilatants par morceaux

([ColMScl]) et pour certains systémes dynamiques non uniformément
hyperboliques ([ChaColSc]).
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2.2. Typicité et typicité conditionnelle. L’inégalité de concentra-
tion ci-dessus permet d’aborder les questions de “typicité” et “typicité
conditionnelles” pour des processus faiblement dépendants. Nous sui-
vons ici les travaux de Flajolet-Kirschenhofer-Tichy ([FIKT] dans le
cadre indépendant) et Csiszar-Shield ([Cs, CsS| pour des processus a
valeur dans un alphabet fini et ® mélangeants).

La problématique est la suivante. Etant donné Xo, ey Xpy oo un
processus aléatoire a valeur dans un espace complet M, (Py)gen une
suite de partitions de M, on recherche des estimations empiriques des
probabilités P(X; € P), P € Py et des probabilités conditionnelles

P(X;,€P | X;1€P), PePy(avec X; € P 2 X,_, € P). Tl est
naturel de considérer les estimateurs suivants :

l
Nn+1(P) n
N{(P) =) 1p(X)), et §u(P) = ———= :

On recherche des informations quantitatives sur la proximité entre les

i+n . i+n
probabilités empiriques NiT(P) et Pespérance E;*"(P) := E <7N" n(P)>

n+1
et entre g (P) et B, (P|P) = S_(2)

E;(P)
Remarquons que, dans le cas stationnaire, E""(P) = P(X; € P) et
E,(P|P)=P(X; € P| X;_, € P).
Nous portons une attention particuliere sur la “typicité de grande
échelle”, c’est a dire que k croit vers l'infini avec n.
Nous dirons que la suite (P)ren de partitions dénombrables de ¥ est
emboitée si pour tout j, k € N,

VPEPkH!ﬁEPk—IanEP :>Xj_1€ﬁ.

Théoréme I1.10 (Typicité et typicité conditionnelle). [2] Soit (X,)pen
une suite de variables aléatoires satisfaisant le ®c-mélange, si (Pr)ren
est une suite de partitions emboitées telle que pour tout P € Py, 1p € C.
1l existe C' > 0 tel que, pour tout P € Py on a :

n+i _Ct?n
P (’—N ) — EMY(P)| > t) < e%e< W)
n

By U(P) By (P)
cip) “ Clp)

>n" 2, alors il

si, de plus, pour 0 < e <1 on a
eviste K > 0 tel que :

i ( Gu(P) — En(P|]3)‘ > t) < 4K
st la suite est stationnaire :

P (|gn(P) ~P(X1 € P | Xo € P)| > 1)

thl—s _Knl—s
+ 2e ,

_ 2. 1—¢ _ 1—¢
§4€ Kt*n + 2 Kn )
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Ce résultat de typicité conditionnelle va nous permettre de construire
un estimateur empirique de la fonction de pression g de certains systemes
dynamiques.

2.3. Reconstruire les systemes dynamiques ? Dans ce paragraphe,
nous montrons comment des estimations statistiques fines peuvent per-
mettre d’estimer certaines fonctionnelles liées aux systemes dynamiques.
Le but ultime serait, étant donné un morceau d’orbite finie provenant
d’un systeme dynamique, de reconstruire le systeme dynamique, ceci
dans un but de modélisation et simulation.

Considérons un systeme dynamique (2,7, ). ¥ est un espace complet,
T : ¥ — X est une application mesurable, p est une mesure de pro-
babilité sur ¥, T-invariante. Soit C un espace de Banach de fonctions
sur 2. On suppose que le systeme dynamique vérifie la propriété de
mélange suivante : pour tout ¢ € L'(u), ¥ € C,

(2.1) Y-oTdu— [ Ydp | dp| < (n)|ellillvle,
/ [un]

by

avec ®(n) sommable.
Soit X; =717, j € N. On peut réécrire la condition de mélange : pour

pe L' (p),vec,

|Cov(1h(Xo), (X)) < @(n)llell1[[¢]le-

Si la norme sur C est telle que pour tout ¥ € C, il existe un nombre
réel R(¢) tel que ||¢+ R(w)|| < C(v), alors, en utilisant la stationarité
de la suite (X;), on a pour tout i € N, pour ¢ € C1, ¢ € L, |l¢]1 <1,

|Cov(ih(Xi), o(Xnti))| < 20(n).
On se donne une partition dénombrable de ¥. Soit P, la partition
dénombrable de > dont les atomes sont : pour g, ..., 7% 1,

At ={z e /for j=0,....k—1, TV (z) € Ay;,.}

10

Evidement, si X, € A:’g” alors X, € AZ’;*I.

On supposera que pour tout k-uplets ig,...,ix_1, f = 1 € C et on
iQ

notera C'(i;y, ..., ik—1) = C(f).

Alinsi, pour un processus a temps renversé, la condition de ®c-mélange

est satisfaite et la suite de partitions Py est emboitée.

Plus précisément, si (Y},),en est tel que (Y, -+, Yy) a la méme loi que

(Xo, -+, Xp) pour tout n, alors Cov(1)(X;), 9(Xn+i)) = Cov((Yitn), ¢(Y3))

et le processus (Y,,)nen est @c-mélangeant, de plus, Y; € A;'g‘l implique

Y,_1 € A;’f‘l presque surement.
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Le résultat sur la typicité conditionnelle s’applique & (Y,)nen; en uti-
lisant :

n—2 n—2
en loi
> 1) =T ) 15(X)),
=0 =0
on obtient :
, N oA Th—1 Nél(Azk_l) n—1 - .
Théoreme II.11. 2] Soit §,(A;; ") = ——%—- ", il eviste K >0

NGTHAE

tel que pour tout € < 1, si
A'L:k—l A’L:k—1
M( 1 ) et /"L( 11 ) Z n—

Cligy -+ ik_1) C(iry. .y ig—1) ’
IP’( > t)

< 4€7Kt2n1_5 + 2€7Kn1_5
Remarque. Si sup C'(14;) < oo alors il existe v < 1 tel que pour tout
P € Py, u(P) < ~* (voir [Pac, 2]).
Ainsi, si k tend vers 'infini avec n, pour que la condition sur u(P) soit
satisfaite, il est nécessaire que k = O(lnn).

N

alors :
Gn(AF) —P(Xo € A X, € AF)

20

Nous allons spécifier les résultats obtenus pour des applications di-
latantes de l'intervalle. C’est a dire, T' est une application monotone
par morceaux de l'intervalle, on note Ai,..., A, la partition finie sur
laquelle T" est monotone. Soit m la mesure de Lebesgue sur I'intervalle.

Hypothese 2.1. (1) la restriction de T & chaque A; est une bijec-

tion 02 de AJ dans T(A]) = B]

(2) T est dilatante, c’est & dire qu’il existe 1 < 67! tel que pour
tout z € I, 071 < |T'(x)|.

(3) si T est une application markovienne (c’est a dire que pour tout
J, Bj est une union de certains A;), on suppose que l'application
est apériodique : il existe N € N tel que pour tout 7, j =1,...,¢,
pour tout n > N,

T"ANA; 2.

(4) si T n’est pas nécessairement markovienne, on suppose que I’ap-
plication est “couvrante” : pour tout k£ € N, il existe N(k) tel
que pour tout P € Py,

TV® P =10,1].

Remarque. Les trois conditions (1-2)-(3 ou 4) sont suffisantes pour assu-
rer I’existence et 1'unicité d’'une mesure invariante absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue : ¢ = hm; ainsi qu’une estima-
tion de la décroissance des corrélations pour des fonctions a variations
bornées (voir [Broi, Col, Li3] ...).
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Comme précédemment, on considere le processus a temps inversé
(Y;)ien associé a (X;);en. Le processus (Y;);en est une chaine de Markov

de noyau £ ([BGR)) :

y/T(y)==z

ou g est le potentiel du systeme : g = IT’I%’

g~ ! est aussi la dérivée de Radon-Nicodym de p o T par rapport a p.
L est aussi 'opérateur “transformateur de densité” normalisé (L£(1) =
1). Les résultats précédents permettent d’estimer empiriquement la
fonction g. L’espace C est 'espace des fonctions a variations bornées,
les partitions P, sont engendrées par la partition Ay, ..., Ay

Soit Ay (x)lélément A¥" de Py qui contient x, soit Gy, (x) = G (Ar(z)).

Théoreme I1.12. Pour tout k > v et kK > 0, il existe Dy et E) des
unions finies d’éléments de Py, tels que u(Dy) < 20v*+a (%)k, w(Ey) <
7 et il existe L > 0 tel que si

- X g Dk U Ek,
In(=L
B 111(2K) <h< %anEn
n(k) In(Z)

alors P(|gnr(z) — g(z)| > t) < 4e " 42670 "
Idée de la preuve. Les résultats précédents appliqués aux applications
dilatantes de l'intervalle donnent :

. p(Ax())
(

_ 2n1—s 7Kn1_5
Ini(T) — ’ > t) < de KT 4 2e ,
p(Ap- ()
a condition que u(Ag(z)) ne soit pas trop petit (remarquons que A (z)

est un intervalle et donc sa variation vaut 2). Maintenant, comme le

A (z « 9
,m est “presque” g(z).

Lemme I1.13. Pour T une application dilatante et markovienne de
[intervalle, il existe K > 0 tel que pour tout k € N, pour tout x € I,

montrent les deux lemmes suivants

p(Ak())
(1 - K6%)g(x) < m < (14 K6%)g(x).

Dans le cas ou l'application n’est pas markovienne, I’encadrement
n’est pas aussi bon mais suffit pour obtenir le résultat.

Lemme I1.14. Pour T' une application dilatante de l'intervalle (pas
nécessairement markovienne), il existe K > 0 tel que pour tout k € N,
pour tout Kk >y et k > 0,

reFya(y) < MMAR@)
u{er/(l Kr")g( )SM(Ak_l(Tx)

>1— (209" 4 a (%)k)

<1+ ng(x)}
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L’ensemble D, est donné par le lemme ci-dessus. L’ensemble E, est
I'ensemble des x pour lesquels Ay (x) est trop petit. ([l

Un corollaire du théoreme précédent est la convergence dans LP,
Vp > 1de Gn = Gn k) Vers g, ol k(n) est une suite croissante d’entiers
telle que

) €
avec k > yet Kk > 0 fixés et @ < = 7
2In =
~
Corollaire I1.15. Soit g, = gnx, alors pour tout p > 1, g, converge
vers g dans LP(u).

Remarquons, pour conclure cette section, que pour obtenir le Théoreme
I1.12 et le Corollaire I1.15, outre la propriété de mélange (2.1), 'ingrédient
essentiel est le Lemme I1.14. Celui-ci est vérifié dans un cadre beau-
coup plus large que les applications dilatantes de l'intervalle. Cette
généralisation est I'objet d’un travail en cours [17].
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Troisieme partie III. Systemes dynamiques et analyse
d’algorithmes

L’utilisation des systemes dynamiques en algorithmique a été large-
ment développée par B. Vallée (voir [19] pour une synthese).
D’une part, les systemes dynamiques fournissent un cadre général a
I’étude des sources rencontrées en théorie de I'information qui englobe
les sources “classiques” (indépendantes ou markoviennes). On entend
par source un mécanisme qui génere des suites (infinies) aléatoires,
appelées mots, d’éléments d'un alphabet dénombrable; les systemes
dynamiques de I'intervalle monotones par morceaux fournissent un tel
mécanisme. Pour les sources définies par certains systemes dynamiques
analytiques de l'intervalle, B. Vallée ([Val]) a relié les propriétés sta-
tistiques des mots émis aux propriétés spectrales de l'opérateur de
transfert associé. En collaboration avec Frédéric Chazal et Brigitte
Vallée, nous avons généralisé ces résultats a des classes plus larges de
systémes dynamiques non analytiques ([5, 4]). De tels systéms dyna-
miques peuvent aider a la modélisation dans des cas ou les sources
“classiques” ne refletent pas une réalité concrete.
D’autre part, c’est une idée naturelle de considérer un algorithme et
I’ensemble de ses données comme un systeme dynamique (discret) que
I'on plonge dans un systeme dynamique continu. Les opérateurs de
transfert associés au systeme dynamique permettent alors ’analyse des
séries génératrices utilisées classiquement pour l'analyse en moyenne
d’algorithmes : on cherche a déterminer un comportement asympto-
tique moyen de I’algorithme (nombre moyen d’itérations, cout moyen ...).
Ces techniques permettent aussi, dans certains cas, d’obtenir I'analyse
en distribution de I'algorithme : distribution asymptotique du nombre
d’itérations par exemple. Ce point de vue d’analyse dynamique s’est
révélé tres efficace dans I'analyse en moyenne et en distribution de cer-
tains algorithmes arithmétiques (essentiellement d’algorithmes eucli-
diens), voir notamment les articles de Brigitte Vallée ([Va2, Va3, Vad])
et Brigitte Vallée et Viviane Baladi ([BaVa]). En collaboration avec Be-
noit Daireaux et Brigitte Vallée, nous exploitons ces techniques pour
I’analyse en moyenne d’algorithmes de division sur les bits de poids

faibles ([1]).

1. OUTILS ET TECHNIQUES

L’analyse en moyenne d’algorithmes vise a déterminer le compor-
tement “moyen” des algorithmes. Cette analyse, souvent plus réaliste
que 'analyse dans le pire des cas, est aussi plus difficile a mettre en
ceuvre. L’outil classique pour ce type d’analyse est celui des séries
génératrices. A Taide d’outils d’analyse complexe comme les théoremes
taubériens, on relie les singularités des séries génératrices au compor-
tement asymptotique moyen de l'algorithme. Cette méthodologie est
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décrite par exemple dans les livres de Flajolet et Sedgewick ([FI1,
FlSe]). Des théoremes probabilistes comme le théoréeme des quasi-puis-
sances de Hwang ([Hw]) permettent alors d’obtenir aussi des infor-
mations sur la distribution, par exemple, du nombre d’itérations de
I’algorithme.

Lorsque les algorithmes sont trop “corrélés” l'analyse des singularités
des séries génératrices peut s’avérer impossible directement. L’idée est
alors de plonger I'algorithme dans un systeme dynamique et d’utiliser
I'opérateur de transfert associé a ce systeme dynamique pour analy-
ser les séries génératrices. Cette stratégie a été formalisée par Brigitte
Vallée ([Val, Va2, Va3, Vad|) et s’est avérée particulierement efficace
dans deux domaines de l'algorithmique : I'algorithmique du texte et
I’analyse d’algorithmes arithmétiques. Avant de détailler nos contri-
butions dans ces deux domaines, rappelons les définitions et résultats
classiques relatifs aux séries génératrices.

1.1. Séries génératrices. Une des techniques les plus standard en
analyse d’algorithmes et en combinatoire analytique est, pour étudier
une famille d’objets A munie d’une taille ¢(a), a € A, d’utiliser les séries
génératrices. Nous allons considérer des séries génératrices entieres et de
Dirichlet. Les séries entieres les plus simples permettent essentiellement
d’étudier la taille des éléments de A :

ST S
acA n>1

si a, est le nombre d’éléments de taille n. Si on s’intéresse a un pa-
rametre particulier défini sur A, par exemple si un cout c(a) est associé
a chaque élément a € A, on considere la série entiere bivariée :

ZZ a) C(a

acA

w) = Z 21@ exp(we(a)).

acA

ou encore

Les séries de Dirichlet sont aussi tres utiles dans le but d’une analyse
probabiliste. Ces séries sont définies par :

F(s,w):ZeXpwc ans ,
acA n>1

ou f¢(w) est la somme cumulée
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Si on considere ¢ comme une variable aléatoire sur le sous ensemble A,,
supposé fini des éléments de A de taille inférieure ou égale a n muni
de I’équiprobabilité, I'espérance de exp(wc) est :

ZZ:1 f;(w)

En[exp<wc)] = Mil>
ou en terme de série entiere :
2" A(z, w)
E,[exp(wc)] = T,

ou [2"]A(z,w) désigne le nieme coefficient de la série.

Lorsque l'on connait bien les moments exponentiels d’une variable
aléatoire, on peut obtenir un théoreme de la limite centrale avec une
expression de la moyenne et de la variance asymptotique pour la va-
riable ¢ sur A,, (voir le théoréme de Hwang dans la section suivante).
Les séries bivariées ci-dessus qui permettent une analyse en distribu-
tion sont parfois difficiles & analyser. Dans ce cas, on peut considérer
d’autres séries univariées, plus simples qui permettent ’analyse en
moyenne d’une fonction cotut :

cla te
T.(s) = ZA E((a))s - TL_Z’

n>1

ou t! est la somme cumulée :

acA
L(a)=n

L’espérance de ¢ sur A, est alors donnée par :
n c
Zp:l t'fl
n 1 Y

si tl est associé au cout constant égal a 1.
De méme pour les séries entieres :

A(z) = Z 2 De(a) = Zt‘;z”,

E,(c) =

acA n>1
“ 2A4.(2)
En9) = A Gy

L’analyse en moyenne du cotit ¢ vise a donner un équivalent de E,(c).
Ainsi, 'analyse en moyenne ou en distribution de la fonction de cotit ¢
se ramene a l'extraction des coefficients des séries de Dirichlet ou des
séries entieres.

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons les outils d’analyse com-
plexe qui permettent cette extraction. Nous énongons aussi le théoreme
de Hwang.
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1.2. Outils d’analyse complexe et probabilistes. Nous donnons
deux formes d’un théoréme taubérien du a Delange ([Del]). L'une des
formes relie le comportement asymptotique des coefficients d’une série
de Dirichlet aux singularités de la série. L’autre relie le comportement
asymptotique d’une fonction positive croissante aux singularités de sa
transformée de Laplace.

Théoréme A. [Del] Soit F(s) une série de Dirichlet a coefficients

positifs (an)pen+ -
Qn,

On suppose que
(1) F(s) converge dans le demi-plan R(s) > o > 0 et est analytique
pour R(s) =0, s # o,
(2) il existe v > 0 tel que F(s) = A(s)(s — o)7L+ C(s) ou A et
C' sont analytiques en o et A(o) # 0.

Alors, lorsque N — o0,

Z a, = %Nﬂog7 N[1+¢e(N)], e(N) — 0.

Théoréme B. [Del] Soit V(s) une fonction qui admet dans le demi-
plan R(s) > o > 0 la représentation intégrale

e}

V(s) = S/A(y)e_sydy

ot A est positive et croissante. Supposons que V' (s) est analytique sur
R(s) =0, s # o et que pour vy > 0,

V(s) = & +1(s),

(s —o)rtt

ot g,1 sont analytiques en o et g(o) # 0. Alors

9(0)
Alx) = —————=e""27(1 + ¢(x)), quand x — oo.
(@) = srir oy A @), q
Le cas des séries entieres est beaucoup plus simple puisqu’il suffit
d’appliquer le théoreme de Cauchy pour extraire les coefficients. L utili-
sation des séries entieres est aussi plus fructueuse puisqu’elle s’applique
aussi aux série bivariées.

Théoréeme C (Théoreme des quasi-puissances). [Hw| Soit R, une
suite de wvariables aléatoires dont la série génératrice des moments
Elexp(wR,,)] est analytique dans un voisinage complexe W de w = 0,
et satisfait :

(1.1) Elexp(wR,)] = exp[B.U(w) + V(w)] (1 + O(/@gl)) ,
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avec By, kK, — 00 quand n — oo, U(w), V(w) sont analytiques sur W
et le terme en O est uniforme sur W. Alors l'espérance et la variance

de R, vérifient :
E[R,] = U'(0)-B,+V'(0)+O(x,; "), Var|R,] = U"(0)-B,+V"(0)+O(x; ).

De plus, si U"(0) # 0, la distribution de R,, est asymptotiquement
Gaussienne avec vitesse de convergence : O(k, ! + 6_1/2) :

Ry(z) — U'(0)n 1 /Y 2 1, o
Plx <Y| =— eV dy+O(kr+ 3712y,
| 0om Nz y+ Ol +5,77)

1.3. Opérateurs de transfert généralisés. Dans les deux sections
suivantes, nous allons appliquer la stratégie d’analyse décrite som-
mairement en introduction ci-dessus. Nous allons exprimer les séries
génératrices et/ou les transformées de Laplace des parameétres de type
“colit moyen” d’'un algorithme en terme d’opérateurs de transfert géné-
ralisés associés a un systeme dynamique inversible par morceaux.
Considérons un systeme dynamique (M, T') inversible et différentiable
par morceaux, notons P la partition (au plus dénombrable) d’inver-
sibilité. Soit m une mesure de référence par rapport a laquelle T est
non-singuliere - par la suite m sera soit la mesure de Lebesgue, soit la
mesure de Haar sur un groupe compact, dans ces deux cas, m est une
mesure 1-conforme pour le potentiel |T7|~!. L’opérateur de transfert
s’écrit :

Lf@) = Y TG W)
T(y)=z
ou encore, si on note H 1’ensemble des branches inverses de T : 'H =
{hp, P€ P}, hp :Y,, — P,avec Y}, =T(P) et hp est I'inverse de
CF\PJ

— S W (@)|f 0 h(2)1y, (x).

heH
Comme nous l'avons déja remarqué, les propriétés spectrales de cet
opérateur sont liées aux propriétés ergodiques du systeme dynamique.
En particulier les densités invariantes sont données par les fonctions
propres (pour la valeur propre 1), la vitesse de décroissance des corré-
lations dépend de la vitesse de convergence des itérés de L vers la
projection sur l’espace propre associé a 1.
Dans le but d’obtenir les propriétés asymptotiques et d’analyticité
nécessaires a ’application des Théoremes A, B et C, nous allons consi-
dérer des familles & parametres (complexes) d’opérateurs de transfert
généralisés. Il s’agit en fait d’une généralisation des opérateurs de trans-
fert considérés par Ruelle [Ru] dans le cadre du formalisme thermody-
namique.
Les opérateurs qui permettront d’engendrer les séries de Dirichlet les
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plus simples seront :
Lof(x) =Y W (@)]°f o h(x)1y, ().
heH

Si on associe a chaque branche inverse du systeme un cotut c¢(h), h € H,
les opérateurs permettant de générer les séries génératrices des cotits
seront :

Lowf(@) =Y [N ()" - exp(we(h) - f o h(x)Ly, ().

Enfin, nous utiliserons aussi les opérateurs de transfert “sécants” qui
agissent sur des fonctions sur M x M :

Ly[f](u,0) =Y Hiy(u,0)f (h(u), h(0)) 1y, v, (u,v),
heH
ou les Hj, sont les sécantes des branches inverses :
h(u) — h(v)

u—v

évidemment, L,[f](u,u) = Ls(f)(u), avec f(u) = f(u,u).

Hy(u,v) =

Y

Remarque. Les divers opérateurs définis ci-dessus rentrent dans le cadre
général des opérateurs de transfert associé a un potentiel g. Nous nous
intéresserons ici a leurs propriétés spectrales et plus encore a leurs
propriétés d’analyticité en s, w.

Rappelons pour terminer ce paragraphe, qu'un opérateur £ agissant
sur un espace de Banach de rayon spectral (L) est quasi-compact s’il
existe r < (L) tel que si A est une valeur spectrale avec r < A < r(L)
alors A est une valeur propre de multiplicité finie. L’infimum des r > 0
vérifiant cette propriété est le rayon spectral essentiel noté r.s5(L) (voir
[Nu] pour plus de détails).

Nous allons maintenant mettre en ceuvre la stratégie d’analyse dite

d’analyse dynamique sur deux exemples. Cette stratégie peut se résumer
par le graphique suivant.

[ Parametres a analyser}\

ropriétés statistiques
des parametres

Analyse des
singularités

Séries

génératrices

Propriétés spectrales

Opérateur de Ruelle
généralisé ) \
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2. SYSTEMES DYNAMIQUES ET THEORIE DE L'INFORMATION

En algorithmique du texte ou en théorie de I'information, on considere

des mots sur un alphabet M (au plus dénombrable). Les propriétés
statistiques de ces mots et des algorithmes qui leurs sont liés (al-
gorithmes de recherche, de compression, ...) dépendent de la fagon
dont sont générés ces mots. Le concept de source dynamique introduit
par Brigitte Vallée ([Val]) permet de généraliser les sources classiques
(indépendantes ou markoviennes) : les symboles émis peuvent dépendre
de tout le passé.
Etant donné un mot w fini sur M, on notera p,, la probabilité d’émission
de ce mot. Les grandeurs qui nous intéressent : probabilité de coinci-
dence, équirépartition des mots de longueur k et nombre de préfizes les
plus probables, s’expriment en terme de séries de Dirichlet des proba-
bilités p,,.

2.1. Sources dynamiques et parametres a analyser. Une source
dynamique sur un alphabet M est définie par un systeme dynamique
de I'intervalle 7, inversible par morceaux dont la partition d’inversibilité
P est en bijection avec M. Pour m € M, on notera h,, € H la branche
inverse définie sur T'(P,,) = Y,, ou P, est I'élément de P correspondant
a m. On notera o I'application qui a x € I associe o(z) =m iz € P,,.
A une orbite (,...,T™(x),...) correspond un mot infini : M(z) =
(o(x),...,0(T™x),...); si la partition P est génératrice, cette appli-
cation est injective. On notera M I'’ensemble de tous les mots finis
admissibles, c’est a dire pouvant étre produits par le procédé ci-dessus,
et MF l’ensemble des mots admissibles de longueur .

Nous dirons que la source est compléte si pour tout m € M, T'(P,,) = 1.
Dans ce cas tous les mots finis formés sur les lettres de M sont admis-
sibles (autrement dit, M} = M*).

Nous dirons que la source est markovienne si 7' est markovienne pour
la partition P. Dans ce cas, I’ensemble des mots infinis admissibles est
un sous-ensemble de MY qui est un sous décalage de type fini.

On considere une loi p sur I absolument continue par rapport a la me-
sure de Lebesgue, x € I est émis avec cette loi. Etant donné un mot fini
w = (wo, ..., wy—1) € M, la probabilité p, de ce mot est la mesure
w(Py,) ot hy = Ry, 0---0hy, , et P, est latome de la partition P
correspondant a la branche inverse h,, de T™.

Parmi les quantités qui interviennent en algorithmique du texte nous
allons étudier les suivantes que nous appellerons par la suite paramétres
intrinseques de la source :

(1) la coincidence C(x,y) entre deux mots M (z) et M (y) pour deux
éléments x et y de [ tirés indépendamment selon la méme loi est
la longueur du plus long préfixe commun ; la probabilité pour
que M (z) et M(y) aient le méme préfixe commun de longueur
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k est donc P(C(x,y) > k). Cet évenement se produit si et seule-
ment si et y appartiennent au méme élément de P*). On a
donc :

P(C(z,y) 2 k)= ) b

weMk

La probabilité de coincidence ¢(T') est

c(T) = lim Z P2

k—oo
weMk

(2) équirépartition des mots de longueur k. On cherche a décrire
les probabilités des mots de longueur k. On définit sur M¥* la
variable aléatoire (;(w) = logp,. On étudiera sa distribution
asymptotique a I’aide de sa série génératrice des moments :

E(esfk) — Z pwpfu — Z prJrl‘

weME weMk

(3) préfizes les plus probables. La quantité B(p) désigne le nombre
de préfixes w de probabilités supérieure ou égale a p. On cherche
son comportement asymptotique au voisinage de p = 0. Nous
étudierons ce comportement a l'aide des transformées de La-
place et Mellin :

o0 o0

L(A)(s) = / Aly)evdy M(B)(s) = / B(x)e*dz,

0 0

L(A) est la transformée de Laplace de A, M(B) est la trans-
formée de Mellin de B. Remarquons que si A(y) = B(e™¥) alors
L(A)(s) = M(B)(s) et

> = sM(B)(s).

weMY

On est donc amené naturellement a considérer les séries de Dirichlet
des probabilités p,, :

Au(s) = D ph et Als)= > pi

weMk weME

2.1.1. Arbres digitauz (tries). Une structure essentielle en algorith-
mique du texte est celle d’arbre digital (ou trie). Elle permet notamment
d’implémenter des algorithmes de recherche dans des dictionnaires.

Etant donnés n mots générés indépendamment par la source dyna-
mique : wy, ..., w,, on construit un arbre digital de la facon suivante.
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Chaque feuille de I'arbre contient I'un
des w;. Si M = {ay,...,a,}. L'arbre
digital associé aux n mots X =
(wq,- -+, w,) est défini récursivement
par :

trie(X) = (trie(X\ay),.. ., trie(X\a,)),

ou X \ a; est contient les mots de X
commencant par a; et dont la premiere
lettre a; a été supprimée. La récurrence a
s'arréte des que X contient au plus 1
élément.

wyg =ba...
ws =bb...

Remarque. Dans la définition ci-dessus, on a supposé que l'alphabet M
est fini. En fait, on peut définir I’arbre digital de la méme maniere si
I’alphabet est infini : comme on considere un nombre fini de mots, a
chaque étape de la construction, le nombre de lettres qui interviennent
dans la définition récursive est fini.

On s’intéresse & la taille (nombre de nceuds internes) S la longueur
de cheminement (somme des longueurs de tous les chemins de la racine
aux feuilles) P et la hauteur (longueur maximale d'un chemin de
la racine & une feuille) H™ d’un arbre digital construit & partir de n
mots indépendants. Pour estimer les espérances de ces quantités, on
passe par le modele de Poisson : on tire un entier n avec une loi de
Poisson de parametre z, puis on tire indépendamment n mots suivant
le modele de la source dynamique. On note S, P, et H, les variables
aléatoires taille, longueur de cheminement et hauteur correspondantes.
Clément, Flajolet et Vallée ([CIF1Va]) ont montré que les transformées
de Mellin des espérances de S, P, et H, s’expriment aussi en terme
de séries de Dirichlet des p,,. Par un procédé de “dépoissonisation”, on
déduit du comportement asymptotique des espérances “poissonisées”
le comportement asymptotique des espérances a n fixé.

2.1.2. Lien avec les opérateurs. Suivant notre stratégie, nous devons
maintenant relier les séries de Dirichlet aux opérateurs de Ruelle géné-
ralisés.

Rappelons que les probabilités p,, sont relatives a une mesure 4 absolu-
ment continue. Notons f la densité de u et F' sa fonction de répartition.
Supposons qu'il existe v < 1 tel que pour R(s) > -, les séries qui
définissent les opérateurs L4 et Lg[f] convergent uniformément. Alors
(voir [Val, 4]), pour tout R(s) >, k >0,

Aps1(s) = Z | — bm|SL’;[SOSF](amv bin),
meM
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avec pp(z, ') = % et Py, =|am, bpl.

Remarque. Les expressions ci-dessus permettent effectivement de don-
ner le comportement asymptotique des parametres intrinseques de la
source. Par contre pour les parametres des arbres digitaux associés,
les relations avec les séries de Dirichlet sont plus compliquées et font
intervenir d’autres généralisations de I'opérateur de Ruelle qui agissent
sur des espaces de fonctions a quatre variables.

2.2. Résultats. Les résultats que nous allons donner dans ce para-
graphe ont étés obtenus par Brigitte Vallée ([Val]) pour les parametres
intrinseques des sources dynamiques et par Brigitte Vallée, Philippe
Flajolet et Julien Clément ([CIF1Va]) pour les parametres des arbres
digitaux, dans le cas de sources dynamiques completes, uniformément
dilatantes et analytiques par morceaux. En collaboration avec Frédéric
Chazal, nous avons généralisé ces résultats a une classe plus large de
sources dynamiques, non nécessairement completes et non analytiques.
Nos hypotheses sur le systeme dynamique sont les suivantes :
— (d1) Contraction. Il existe 0 < 7, < d,,, < d < 1 tels que
Nm < | (2)] < 6, pour x € J,y,.
— (d2) 1l existe v < 1 tel que pour R(s) > 7, la série
Z d;. converge uniformément pour x € I et Z | P|® converge.

meMm meM
TEYm

— (d3) Distorsion bornée. Il existe une constante A < +oo telle
que pour tout m € M et tous x,y € Py, |h.(2)/h, (y)| < A.

— (d4) Markov. L’application T' est markovienne.

— (db) Positivité. Condition technique mais plus ou moins équivalente
a l'aperiodicité pour les chaines de Markov classiques.

Remarque. Dans [4], nous donnons des exemples de systémes dyna-
miques de l'intervalle vérifiant ces propriétés. Par exemple, (d5) est
satisfaite pour des applications markoviennes a grandes branches et
fortement apériodiques. Nous donnons aussi un exemple d’application
markovienne qui vérifie (d5) mais n’est pas a grandes branches.

Théoréme II1.1. ([Val] dans le cas analytique complet, [4, 5])
Supposons que T vérifie les hypotheses (d1-5) ci-dessus et que la densité
f de la mesure p soit bornée, Lipschitz sur chaque P, et de constante
de Lipschitz uniformément bornée. Alors, il existe A\(s) > 0, ®(s) > 0
et 0 < p(s) < 1 trois fonctions analytiques sur un voisinage compleze
de la demi-droite {s € R / s >~} telles que pour tout k > 1,

Ai(s) = N(s) (®(s) + O(p"(5))) -

A(s) est la valeur propre dominante de Ly sur l’espace des fonctions
bornées et Lipschitz sur chaque P,, et de constante de Lipschitz uni-
formément bornée.
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A(s) est analytique sur R(s) > 1 et a un péle simple en s = 1.
En appliquant les Théoréemes B et C, on obtient alors :

— La variable C est asymptotiquement géométrique :
P(C > k) = Ap - M2)F(1 + O(x"))

ou Ar > 0 ne dépend que de la distribution F' et 0 < k < 1.

= St N'(1) = N(1)? # 0 alors la variable log . est asymptotiquement
normale. De plus, N'(1) — XN (1)*> = 0 si et seulement si T est
conjugué a une application linéaire par morceauz, de méme pentes,
la conjugaison est C**EP sur chaque P,,.

— Soit 1 est le seul pole de A(s) sur R(s) =1, dans ce cas

-1
B(x) ~
ou bien, T est conjuguée a une application affine par morceaux, de

pentes o, a > 1, k € Z, la conjugaison est C'THP sur chaque P,,.
Dans ce cas, il eriste A, B,
A B
— < B(z) < —
x x

Remarque. Le résultat sur ¢ existe dans le “folklore” des systemes
dynamiques (voir [ParPo]) et de la théorie de I'information dans le cas
ol 1 est une mesure invariante vérifiant une propriété de Gibbs. Il s’agit
d’un raffinement du théoreme d’équipartition de Shannon-MacMillan-
Breiman.

La preuve du théoreme réside essentiellement dans les propriétés spec-
trales de opérateurs L, et L, agissant sur les espaces Ly, (I) des fonc-
tions sur I, bornées, Lipschitz sur chaque P,,, avec une constante
de Lipschitz bornée et L, des fonctions définies sur U P, x P,

meM
bornées, Lipschitz sur chaque P,, x P,,, avec une constante de Lip-

schitz bornée. On a le résultat suivant.

Théoreme II1.2. [4] Supposons que T vérifie les hypotheéses (d1-5) ci-
dessus et que la densité f de la mesure p appartienne & Ly, (I). Pour

tout réel s > v, l'opérateur Ly agissant sur Ly, est quasi-compact et
admet une unique valeur propre dominante \(s). En particulier, pour

tout k € N, p € Ly, on a la décomposition
Lip = N(s) (IL(0) + S5e) .

ou Il est la projection spectrale sur le sous-espace propre dominant et

Ss est un opérateur sur Ly, dont le rayon spectral est strictement plus
petit que A(s) et SyoIly =TIg0 S, = 0.
Soit s un nombre complexe tel que R(s) > . On a
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(1) La fonction s — \(s) est strictement décroissante le long de
l'axe réel s > 7.

(2) Sur chaque droite verticale R(s) = o, on ar(s) < A(o).

(3) Sir(s) = AMo) pour s = o + it alors Ly a une valeur propre
A =e“\o), a € R qui appartient au spectre de L.

Ces propriétés spectrales peuvent étre montrées en utilisant le théo-
reme d’Hennion ([HenHer]) puis en utilisant des techniques classiques
sur les opérateurs quasi-compacts (afin de montrer qu’il existe une
unique valeur propre dominante) ou directement par des méthodes de
cones. Remarquons que méme pour 'opérateur L, le résultat ci-dessus
est original (les systemes dynamiques que nous considérons ne vérifient
pas les hypotheses “classiques” des systemes dynamiques dilatants par
morceaux avec une infinité de branches [Broi, BaKe, LiSV]).

Les mémes techniques appliquées a des opérateurs “multi-sécants” agis-
sant sur des fonctions de quatre variables donnent le résultat suivant.

Théoreme II1.3. ([CIF1Va] dans le cas analytique complet, [4])
Supposons que T vérifie les hypothéses (d1-5) ci-dessus et que la densité
f de la mesure i appartienne a Ly, (I). Notons St Pl HI" [q taille,
la longueur de cheminement et la hauteur d’un arbre digital construit
avec n mots générés indépendamment. Le comportement asymptotique
de lespérance (quand n — oo) de ces paramétres est donné par

logn logn

E[S] ~ —_  E[pM)~ 28T 0] P L
SR BTy B e

ot h(T) = N (1) est lentropie de la source et ¢(T') = \(2) la probabilité
de coincidence.

3. ANALYSE D’ALGORITHMES ARITHMETIQUES

Cette section est consacrée a la mise en ceuvre de la startégie d’ana-
lyse dynamique pour étudier des parametres comme nombre ditérations
ou la complexité en bit d’algorithmes arithmétiques et plus particulie-
rement d’un algorithme de calcul de pged sur les bits de poids faibles.
L’intérét de I’étude des algorithmes de pged est d’abord historique :
'algorithme d’Euclide est d’apres Knuth ([Kn]) le “grand-pere de tous
les algorithmes”. Néanmoins la compréhension de son comportement
reste partielle : récemment, Viviane Baladi et Brigitte Vallée ont établi
que le nombre d’itérations suit asymptotiquement une loi gaussienne
([BaVa]). De nombreux parametres restent encore a étudier.

La principale motivation de telles analyses est, néanmoins, que le calcul
de pged est une opération tres fréquente dans de nombreuses applica-
tions informatiques (calcul fractionnaire, cryptographie a clé publique,
calcul formel ...). L’optimisation de ces algorithmes est donc essentielle.
Nous allons, dans un premier temps, expliquer la problématique générale
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de ’analyse en moyenne d’algorithmes de calcul de pged. Nous détaille-
rons ensuite l'algorithme LSB de calcul de pged sur les bits de poids
faibles. Nous énoncerons pour terminer les résultats obtenus pour cet
algorithme en collaboration avec Benoit Daireaux et Brigitte Vallée.

3.1. Problématique. Commencons par décrire le formalisme lié aux
algorithmes euclidiens (voir [Da] pour une présentation complete).
Les algorithmes de calcul de pged type “Euclide” reposent sur une
division euclidienne de la forme : pour u et v deux entiers,

u=vq+r,

si on impose 0 < r < v, on a la division euclidienne standard. Pour
I’algorithme sur les bits de poids faibles qui nous concerne, on impose,
une condition sur le reste r qui fait intervenir la norme 2-adique des
entiers (voir section suivante).

Un algorithme euclidien est alors une succession de divisions et d’échan-
ges qui se termine avec un reste nul (ou égal a un dans certains cas).
L’avant-dernier reste est le pged de u et v. Le but de ’analyse probabi-
liste de tels algorithmes est de déterminer le comportement asympto-
tique moyen ou en distribution de divers parametres comme : le nombre
d’itérations, la complexité en bit, la longueur des quotients, des restes ...
Si Q est 'ensemble des couples d’entiers (u,v) qui forment une entrée
valide pour I'algorithme, on définit une taille £(u, v) sur {2 comme étant
la longueur binaire de la norme ||(u,v)||, cette norme differe suivant
les algorithmes. Nous étudierons le comportement des différents pa-
rametres sur les sous-ensembles de (2 :

Q={(u,v)€Q / pged(u,v) =1}, Q, = {(u,v) €Q | L(u,v) =n},
Q= {(u,v) €Q | (u,v) =n}.

Ces deux derniers ensembles Q, et S/)\; sont munis de 'équiprobabilité,
on notera P, et P, les probabilités sur €2, et €2, respectivement. En
fait nous travaillons sur €2,, et montrons que les comportements asymp-
totiques sur 2, et 2, sont les mémes.

Si on associe un cout ¢(q) a chaque quotient g, étant donnée une entrée
(u,v) de l'algorithme, telle que 'exécution de I'algorithme requiere p
divisions, on note ¢y, ..., g, les quotients successifs, le cout C'(u,v) est

défini par

p

C(u,v) = Z c(qi).

i=1
Des cotits particulierement intéressants sont ¢ = 1 qui génere le nombre
d’itérations, ¢ = la taille binaire ...
De tels cotts ont été étudiés pour diverses variantes de l'algorithme
euclidien standard (voir [AVa, Va2, Va3, Va4, BaVa|). Ces études ont
notamment permis de classer les différentes variantes en fonction de
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leur efficacité : pour les algorithmes dits rapides, le nombre moyen
d’itérations est linéaire en n la taille des entrées - ce résultat s’étend
a une catégorie de cotits dits a croissance modérée -, le nombre moyen
d’itérations est quadratique pour les algorithmes dits lents. La com-
plexité en bit des algorithmes rapides est quadratique. Enfin, pour les
algorithmes rapides et les cotlits a croissance modérée, le cotlit total est
asymptotiquement normal.

Nous allons décrire la méthode et les résultats pour une variante de
I’algorithme d’Euclide qui repose sur la division sur les bits de poids
faibles.

3.2. L’algorithme euclidien sur les bits de poids faibles. L’al-
gorithme LSB (“least signifiquant bits”) repose sur la division sur les
bits de poids faibles, c’est a dire, si u et v sont des entiers, la division
de u par v renvoie un reste r qui est divisible par une puissance de 2
plus grande que la plus grande puissance de 2 qui divise v. Autrement
dit, on cherche a avoir plus de 0 a droite dans le développement en
base 2. La division standard produit des 0 a gauche. Cet algorithme
est intéressant parce qu’il est plus stable et plus facile a implanter
que les autres algorithmes de calcul de pged. L’algorithme de calcul de
pged LSB a été utilisé pour mettre au point un algorithme de calcul
de pged de type “Diviser pour régner” (algorithme récursif) par Stehlé
et Zimmermann ([StZ]). Cet algorithme s’avere (expérimentalement)
compétitif par rapport a d’autres algorithmes “Diviser pour régner”
dont la brique de base est 'algorithme d’Euclide standard (algorithme
de Lehmer-Euclide ou de Shonhage, voir [DaVa] pour une analyse en
moyenne de l'algorithme de Lehmer-Euclide). L’algorithme LSB a été
introduit et étudié par Stehlé et Zimmermann ([StZ]), en collaboration
avec Benoit Daireaux et Brigitte Vallée, nous prouvons leurs observa-
tions expérimentales.

3.2.1. La division LSB. Rappelons que la valuation 2-adique v(u) d’'un
entier u est la plus grande puissance de 2 qui divise u. Cette valuation
s'étend sur Q par v(¥) = v(u) — v(v) et permet de définir la norme
2-adique sur Q :

’(L’|2 = 2—1/(x).

Si u est un entier impair et v un entier pair, la division centrée sur les
bits de poids faibles est décrite par :

u=vg+r avec |gl <1 et 0<|rly <|vl|a.

La division entre u et v requiere un certain nombre de décalages et
de soustractions. Par exemple, la division entre u = 29 = 111014 et
v = 12 = 11005 est obtenue en décalant v de deux crans, en sous-
trayant 115 a 111015, on soustrait ensuite le résultat obtenu a 1105 et
on recommence ... : 111015 — 115 = 110105, 110105 — 1105 = 10100,
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101005 — 11005 = 10004, on a alors,

19 + 102 + 100
11101, = 1100, x 221202 1000,
1002
on centre alors le quotient (de fagon a obtenir |¢| < 1) en effectuant

une nouvelle soustraction : 1000, — 1115 = 1, et finalement on obtient :

1, 1
111015 = 11005 x —— + 1000004, 29 = —12 + 32.
2 2 100, + 2 1 +

On a alors v(r) > v(v) > 0 et la paire (v/,7') 1= (27"v, 277(")r) est
telle que v’ est impair et 1’ pair. L’algorithme de calcul de pged consiste
alors a itérer le processus : on divise v’ par 7’ et on enleve les zéros a
droite de 7’ et du nouveau reste ... Jusqu’a obtenir un reste nul.

Remarque. On peut se demander pourquoi centrer le quotient, la di-
vision non centrée peut paraitre plus naturelle. En fait si on utilise la
division non centrée, 1'algorithme de calcul de pged décrit ci-dessous
ne s’arréte pas toujours. Par contre, il termine, pour toute entrée (u, v)
valide, si on utilise 'algorithme centré (voir [StZ]).

3.2.2. L’agorithme LSB. L’ensemble Q des entrées valides de I’algo-
rithme est :

Q = {(u,v) € Z* / u est impair, v est pair}.

Sur I'ensemble des couples (u,v) de ﬁ, I’algorithme LSB réalise une
succession de divisions et de décalages. Il est décrit comme suit : (ug :=
U, Uy = V)

Uy = qruy + 11, Ug =27V oy gy =27V gy
Uy = Qoug + 1y, ug = 27002 py gy = 27V gy

Uij—1 = q;U; + Tiy Uiyl = 2_V(ui) *Ti, U; ‘= 2_V(ui) © Uy

L’algorithme s’arréte apres p itérations avec u,41 = 0. Le pged de u et
v vaut alors 2%u, avec k = ky+- - -+k, le nombre de décalages effectués.
La Figure 1 décrit la suite de quotients et de restes sur un exemple.
Remarquons que la suite u; n’est pas décroissante (comme c’est le cas
pour l'algorithme d’Euclide classique).

On obtient aussi un développement en fractions continues du rationnel
v/u,

v

u 1

Y QI+ 1
QQ+71

(3.1)

+
g +0
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Entrée : (u,v) = (72001, 2011176)
En base 2 (u, v) = (100011001010000015, 111101011000000101000).

i u; [base 2] | u;[base 10] | quotient a; /2%
0 10001100101000001 72001
1/111101011000000101000 2011176 -3/8
2] 11001001101101010000 826192 1/2
3| 110000110001010000000 1598080 1/8
4 10011000111100000000 626432 -1/2
5] 111010010101000000000 1911296 -1/2
6 | 110000010010000000000 1582080 1/2
71 100010001100000000000 1120256 -1/2
8 | 1000001011000000000000 2142208 1/2
9 1100000000000000 49152 1/4
10 | 1000001000000000000000 2129920 -1/2
11 100010000000000000000 1114112 1/2
12 110000000000000000000 1572864 -5/8
13 | 1000000000000000000000 2097152 3/4

F1c. 1. Une exécution de l'algorithme LSB

L’ensemble des quotients possibles est
Q= {% / k>1, aimpair, a € [—2k+1,2k—1]}.

Pour ¢ € Q, on considere les matrices :

0 2 0 1 k
M[Q]:<2kz a)’ N[Q]:<1 q):2 M[ab

étant donnée une entrée valide (u,v) € €, la paire intermédiaire (v, r)
et la nouvelle paire (v, ") sont données par :

(1)-m(2) (2)-(2).

Pour une entrée (u,v) de pged égal a d, 'exécution de I'algorithme est
décrite par un produit de matrices :

ARIDRIEANS

1
~M[q2]~...~M[ NIZ—M, ]{]:kl—i-'"kp.

M = M[ ‘Ip]’ 2k

1]
Si hig(x) désigne I'homographie associée a la matrice Mg [ou Ny, elle
est définie par

1 2k

- g+  a+ 2k’

hig () :
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la décomposition en fraction continue s’écrit alors :
v

= = iy © higy) -+ © hyy)(0) = h(0).

On note M et NV les ensembles de matrices M, et Nj;. Ces matrices
vont bien sir jouer un role fondamental dans la suite. Remarquons

que :
>

qeQ

a
— |y = 2M).

g |2
Nous allons considérer des produits aléatoires des matrices M, € M
ou Nig € N, choisies avec la probabilité §, = W

2
3.2.3. Comportement asymptotique de l’algorithme LSB. Nous définissons
la taille d’une entrée valide (u,v) par :

1
lu,v) = ilongueur binaire de (u? + v?).

Autrement dit, c’est la taille liée a la norme euclidienne. Nous allons
étudier différents colits sur les ensembles €2, et (2, associés a cette
taille. La classe de cotits pour laquelle nous savons mener ’analyse en
moyenne est celle des cotits a croissance modérée, ils vérifient :

(3.2) ple) =" iQ -¢(q) < o0.

Dans le cas ou ¢ = 1, le cout total est alors le nombre d’itérations
de l'algorithme noté P. Si c(5z) = k(q) = k, alors le cott total est
K le nombre de décalages effectués au cours de 'exécution de I'algo-
rithme. Si ¢(5r) = s(q) est le nombre de 1 consécutifs a gauche dans la
représentation binaire de a si a > 0 ou 1 plus le nombre de 1 consécutifs
a gauche dans la représentation binaire de a 4+ 2*+! si a < 0, alors le
cout total est S le nombre de soustractions effectuées. La complexité en
bit B de l'algorithme est donnée par le cott b(u,v) = €(u)-(k(q)+s(q))
ou /(u) est la longueur binaire de u. Ce cout n’est pas dans la classe
des cotuts considérés ci-dessus : il dépend a la fois du quotient g et de
Ientrée u. On peut néanmoins estimer le comportement moyen de la
complexité en bit pour une entrée (u,v) :

p
= Z b(ul, ui+1)~
i=1

Comme nous l’avons remarqué, la suite des u; n’est pas décroissante
- mais il semble néanmoins que la taille moyenne augmente faible-
ment - par contre a chaque étape le nombre de 0 a droite dans le
développement binaire augmente. Nous voyons alors I’algorithme comme
une course entre un lievre (binaire) et une tortue (réelle). Contraire-
ment a la fable, le lievre rattrape la tortue et 'algorithme termine.
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3.3. Le lievre et la tortue. Le comportement asymptotique moyen
des cotits s’exprime en fonction de vy 'exposant de Lyapunov binaire
des compositions aléatoires de matrices N € N :

1
Yo = lim —E(10g2 ||N1N2 : Nn”)

n—oo M

Cet exposant décrit la croissance moyenne des wu;. Des simulations
numériques faites par Philippe Flajolet ([F12]) montrent que o ~
0,0497. Le nombre de 0 a droite du développement en base 2 augmente
lui - en moyenne - de 2. Le théoreme suivant indique que le compor-
tement asymptotique des cotits additifs releve bien d’une course entre
le lievre et la tortue. Par contre, comme on le voit dans le Théoreme
ITI.5, pour la taille des continuants, le lievre et la tortue ne sont plus
en compétition mais marchent ensemble et la taille de continuant pour
des entrées de tailles n croit en (2 + vp) - n.

Théoréme II1.4. [1] Soit C un coit additif associé a ¢ vérifiant (3.2).

Sur les ensembles Qmﬁn, munis de [’équiprobabilité, le comportement
asymptotique moyen de C sur les entrées de taille n est donné par

E, [O] ~ EH[C]

~ T e,

2= g
Pour P (nombre d’itérations), K (nombre de décalages), S (nombre de
soustractions) on a

De plus, le comportement asymptotique de la complexité en bits est
donné par :

~ 1 n?

E,|B] ~ E,|B] ~ culk + 8] —.

B] ~ Bal) ~ 5= ulh+5]-

Le second type de parametres auxquels nous nous intéressons est la

taille des “continuants”. C’est la taille binaire des quotients successifs

du développement en fractions continues. Le nieme continuant est le
vecteur Q,(x) = (pp(x), r,(z)) définit par la relation :

(3.3) (pn(x) ) = Mig) - Migy - - - Mg ( (1) ) ’

7n(T)

le rationnel p,(x)/rn(x) = hig10hg)0- - -0h, (0) approxime le nombre
2-adique x [par rapport & la norme 2—adique|. La suite des ¢; forme le
développement en fractions continues - centré - du nombre 2-adique z.
Ce développement a été étudié par Browkin ([Browl, Brow2]).
Rappelons que I'ensemble Q des nombres 2-adiques est le complété de
Q pour la norme | |5

Théoréme IIL.5. [1] Soit x un élément de la boule unité B de Qo,
soit Qn(z) := (pn(z),m,(2)) le vecteur de Z* définit par (3.3), soit ||.|]
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la norme FEuclidienne. On considere B muni de la densité uniforme
par rapport a la mesure de Haar n. La variable aléatoire log ||@Q,|| est
asymptotiquement normale et la vitesse de convergence est optimale
(i.e. en O(1/y/n)). De plus, la variance et la moyenne vérifient :

Ellog, [|@nll] = (2470) nta+0(77™"),  Varllog, [|Qnl[] = b-n+c+O(77")
a,b,c, 7 sont des constantes telles que b > 0,7 < 1.

La preuve de ces deux théoremes consiste a relier les séries génératrices
associées aux différents couts a des opérateurs de transfert généralisés
dont on montre qu’ils sont quasi-compacts et qu’ils possedent de bonnes
propriétés d’analyticité, le Théoreme A donne alors le Théoreme I11.4
et le Théoreme C donne le Théoreme II1.5. Les opérateurs de trans-
fert que nous allons considérer font intervenir la norme 2-adique des
quotients g et les matrices M;. Ces matrices agissent sur la droite pro-
jective, on peut aussi considérer leur action sur le tore J = R/7Z vu
comme un ensemble d’angles, on la note £ :J — J. Les opérateurs
de transfert G, , définis par (3.4) sont relatifs a ce systeme de fonctions
itérées.

Nous allons considérer les séries univariées :

To(s) == Z Clw,v) =

2 2\s s’
us + v n
(u,0)€Q ( ) n>1

tC

ou t¢ est le cout cumulé C' sur I'ensemble des paires (u,v) telles que
(u? + v?) vaut n :
t¢ = Z C(u,v).

(u,v)eQ
(u24v2)=n

L’espérance de C' sur )y s’écrit :

22]\]

Zn 2N-1 tc
]EN[C] = 22N 2T
Zn:22N—1 ‘Qn’

Nous allons relier les séries de Dirichlet aux opérateurs :

(3.4) GELfI(y) =D 0k elq) - [0, - f o Ly(y),

qeQ

et plus particulierement aux opérateurs : Gss =: G, et GSS = G[C]
notons aussi G, . pour G,[fll

Proposition II1.6. [Da, 1| Les séries univariées vérifient :
(3.5) Te(s) = (I = Gs) 't o G o (1 = Gy) 7' [1](0).

Pour la complexité en bit B on a la relation suivante :

(3.6) To(s) = (1= G.) oGl o(I-G) o 0G0 (1-C.) " 1](0).
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Enfin, la série génératrice des moments de la norme des continuants
1Qn ()| vérifie :
Elexp(2wlog [|Qnl])] = GT_,, -, [1](0).

Le théoreme ci-dessous permet alors d’appliquer les Théoremes A (au
voisinage de 0 = 1) et C.

Théoreme IIL.7. [1] Soient A = {(t,z) € C*Rt > 1/2}, et Dy

un voisinage complexe (suffisamment petit) de (1,0) et Dy un voisi-

nage complexe (suffisamment petit) de (1,1). Les opérateurs de trans-

fert généralisés vérifient :

(i) Pour (t,z) € A, les opérateurs Gt,Z,GE]Z agissent sur C*(J). De

plus, Uapplication (t, z) — Gy, est analytique.

(it) Pour (t,z) € Dy U Dy, lopérateur G, ., agissant sur C'(J) est

quasi-compact et admet une unique valeur propre A(t,z) dominante.

(731) La valeur propre dominante A(t, z) vérifie les relations suivantes :
21—215

et l’exposant de Lyapunov vy associé au produit aléatoire des matrices
de N vérifie

2y =X,(1,1) = =)\.(1,0).
(iv) L’application w — log A(1 — w, —w) a une dérivée seconde non
nulle en w = 0.
(v) Sur Rs > 1,s # 1, le rayon spectral r(s) de Gy est strictement plus
petit que 1.

La preuve de ce dernier théoreme utilise les résultats sur les produits
aléatoires de matrices de Furstenberg, Guivarc’h-Raugi et Le Page que
'on peut trouver dans le livre de Bougerol-Lacroix ([BouL]). On ob-
tient ainsi le comportement des opérateurs G, , au voisinage de (1,0)
sur l'espace des fonctions a-Héldériennes (pour « suffisamment petit).
Nous montrons alors que le comportement est le méme sur ’espace des
fonctions C*. Une relation intégrale entre G, et Gy _. et le théoreme
de Hennion ([HenHer]) nous donne le comportement de G, . au voisi-
nage de (1,1) sur I'espace des fonctions continues.
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Quatrieme partie IV. Perspectives

Pour conclure ce document de synthese, donnons quelques perspectives
de recherche.

Mes projets de recherche s’orientent autour de deux themes princi-
paux : estimation dans les systemes dynamiques dans le but de les
utiliser en modélisation et simulation; méthodes dynamiques en ana-
lyse d’algorithmes notamment pour les algorithmes “auto-organisés” et
les algorithmes arithmétiques.

1. SIMULATION, MODELISATION PAR DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Suivant les idées développées dans la section I1.2, dans le but d’uti-
liser les systemes dynamiques pour la modélisation et la simulation
de systemes complexes, nous souhaitons estimer des parametres et des
fonctions afin de reconstruire le systeme dynamique. L’idée est d’utili-
ser des inégalités de concentration comme Hoeffding ou Bernstein pour
obtenir des estimateurs fonctionnels convergents.

1.1. Encore d’autres propriétés statistiques. Dans la section 11.2.3,
nous avons utilisé des inégalités exponentielles de type Hoefding pour
obtenir un estimateur convergent de la fonction potentiel du systeme.
Ces inégalités font intervenir des coefficients de mélange faible. Ces co-
efficients sont difficiles a estimer. Les inégalités exponentielles de type
Bernstein, par contre, font intervenir la variance qui, elle, est plus fa-
cilement estimable. Paul Doukhan et Michael H. Neumann ([DouNe])
ont montré de telles inégalités pour des sommes de variables aléatoires
vérifiant certaines conditions de dépendance faible. On pourrait, d’une
part, essayer d’utiliser ces inégalités pour obtenir la “typicité” et la
“typicité conditionelle” dans les systemes dynamiques. D’autre part,
on peut s’intéresser a obtenir de telles inégalités pour des fonctions
fo(Xy, ..., X,), plus générales que la somme le long de la suite de
variables aléatoires (étendant ainsi les résultats de [DedPr, ColMScl,

ChaColSc]).

1.2. Simulation, modélisation. Dans la section II.1.2 nous avons
relié une somme mobile dépendant du temps de retour a la pression
du systeme. Pour étre utilisée en estimation, il faudrait remplacer la
mesure des cylindres par un estimateur de celle-ci. Les inégalités de
typicité obtenues dans la section I1.2 devraient permettre d’obtenir
ainsi un estimateur exploitable.

Dans la section 11.2.3, nous avons présenté un estimateur de la fonction
potentiel du systeme. Cet estimateur présente deux inconvénients :
d’une part il est tres irrégulier, on souhaiterait donc disposer dune
version “lissée” ; d’autre part, il suppose la connaissance de la partition
d’inversibilité de T*, ce qui n’est pas réaliste si I'on veut faire de la
modélisation. Pour parer a cet inconvénient, il faudrait utiliser des
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voisinages des points x qui ne dépendent pas de T" ou qui en dépendent
mais peuvent eétre construit a partir de la connaissance d'une orbite
finie.

2. ANALYSE D’ALGORITHMES

Dans la partie III, nous avons développé la problématique de 1’ana-
lyse d’algorithmes et expliqué les méthodes d’analyse dynamique. Ala
suite des travaux exposés dans cette partie, mes projets dans ce do-
maine portent sur 'analyse en distribution d’algorithmes sur les “bits
de poids faibles” (en collaboration avec Brigitte Vallée et Benoit Dai-
reaux) et des algorithmes “auto-organisés” type “move-to-front” (en
collaboration avec Servet Martinez et Frédéric Chazal).

2.1. Analyse dynamique des algorithmes de “cache” ; recherche
“auto-organisée”. Il s’agit d’étudier d’un point de vue dynamique
et probabiliste divers problemes d’allocation de ressources. Les algo-
rithmes étudiés sont de deux types. Tout d’abord, les algorithmes de
“cache” ont pour but de maintenir un acces rapide a un grand nombre
de données en gardant un petit “cache” de données auquel on peut
accéder tres rapidement. Les requétes de données sont adressées sui-
vant une distribution généralement fixée et le contenu du cache est
(éventuellement) modifié en fonction de ces requétes. Un probleme clas-
sique consiste alors a étudier la distribution de probabilité de 1'événe-
ment “cotteux” : “la donnée requise n’est pas dans le cache”. Ensuite,
les algorithmes de recherche “auto-organisée” operent sur une liste de
fichiers qui est mise a jour de la maniere suivante : a chaque unité de
temps, un fichier est requis et déplacé en téte de liste (regle Move-To-
Front). Le cott de la requéte est la position du fichier requis dans la
liste. Le probleme est alors d’étudier ce cout en fonction de la facon
dont sont générées les requétes.

Ces deux types d’algorithmes ont été largement étudiés dans le cas ou
les requétes sont générées indépendamment les unes des autres suivant
une distribution de probabilité pré-définie (voir [F1GaT] par exemple).
En pratique ce n’est généralement pas le cas. Par exemple, lors d'une
navigation sur le web, un utilisateur ne consulte pas les pages web
indépendamment les unes des autres. Il est donc important d’analyser
ces algorithmes dans un cadre plus général. Nous nous intéressons au
cas ou les requétes sont générées par une source dynamique ou par
un systeme dynamique plus général. Nous nous placons ainsi dans un
cadre tres général englobant les requétes produites par une source de
Bernoulli ou une chaine de Markov. Le comportement des algorithmes
peut alors étre modélisé par des systemes dynamiques dits “produits
croisés”. Nous avons pour objectif (en collaboration avec F. Chazal et
S. Martinez) de généraliser a notre contexte les résultats déja connus
dans le cas indépendant grace a I’étude des propriétés de ces systemes.
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2.2. Analyse en distribution. La section II1.3.2 était consacrée a
I’analyse en moyenne de cotits “a croissance modérée” pour l'algorithme
de calcul de pged sur les bits de poids faible. Nous avons aussi obtenu la
distribution asymptotique de la norme des continuants. En collabora-
tion avec B. Daireaux et B. Vallée nous poursuivons ce travail dans deux
directions : ’analyse en distribution des cotts a croissance modérée et
I'analyse (en moyenne puis en distribution) de cotts plus généraux.
Lorsque les cotits ne sont plus a croissance modérée, on suspecte que
la distribution asymptotique n’est plus normale mais a-stable.
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