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2pas vraiment être utilis�e < tel que > en analyse d'algorithmes, il a souvent besoin d'être g�en�eralis�e,a�n d'op�erer sur des fontions de plusieurs variables. Cet op�erateur g�en�eralis�e, d�esign�e par Hs, �etendd'ailleurs dans un sens fort l'op�erateur lassique Hs, puisqu'il a la même valeur propre dominante.
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Fig. 1. Analyse lassique, analyse dynamiqueLes domaines d'appliation. Cette m�ethodologie, qu'on appelle < analyse dynamique des algo-rithmes > s'est install�ee relativement r�eemment en analyse d'algorithmes (1995). Elle peut d�ej�as'appliquer �a deux domaines algorithmiques larges, l'algorithmique arithm�etique et l'algorithmiquedu texte. Dans haun de es domaines, la m�ethode prouve son eÆait�e en permettant de r�esoudredes probl�emes inaessibles �a la m�ethode lassique. La d�emarhe est di��erente dans les deux do-maines : en algorithmique arithm�etique, on herhe �a analyser des algorithmes existants et utilis�es.En algorithmique du texte, il y a une double volont�e : on herhe �a mod�eliser le onept de soure,qui est le m�eanisme sous-jaent �a tous les algorithmes de texte, puisque 'est lui qui produit letexte ; on herhe ensuite �a analyser les algorithmes quand les textes sont produits sous e mod�ele.Bien que les deux domaines soient a priori disjoints, il y a de fait un transfert de m�ethodes de l'undes domaines �a l'autre : en algorithmique arithm�etique, le onept a �et�e utilis�e pour des syst�emesdynamiques de plus en plus omplexes qui se sont < spontan�ement > pr�esent�es, lors de l'analysed'algorithmes lassiques existant. Ces syst�emes qui apparaissent naturellement en algorithmique,apparaissent souvent omme non lassiques aux dynamiiens. Il �etait alors tentant d'utiliser etteexp�eriene pour �elargir la possible mod�elisation dans le ontexte de l'algorithmique du texte, etpour g�en�eraliser progressivement la d�e�nition des soures dynamiques.Plan. On ommene par rappeler, dans la Setion 1, les propri�et�es de base des syst�emes dyna-miques. Puis, la Setion 2 pr�esente les op�erateurs qui seront utilis�es dans les analyses et qui sesituent dans la lign�ee des op�erateurs de transferts des dynamiiens. La Setion 3 d�erit le adred'analyse fontionnelle n�eessaire �a l'obtention des propri�et�es spetrales. Alors, tout est prêt pourd�erire l'analyse dynamique, et e, �a travers deux hamps d'appliation : le texte dans la Setion 4et l'arithm�etique dans la Setion 5.Ces notes visent �a introduire le sujet de l'analyse dynamique des algorithmes, et �a donner quelquesexemples l�es. Elles sont ompl�et�ees par une bibliographie assez exhaustive. On pourra aussi onsul-ter la page du groupe d'Analyse dynamique �a l'adressehttp://users.info.uniaen.fr/~daireaux/ANADY/index.html .



3Ces notes orrespondent �a un ours donn�e par Viviane Baladi et Brigitte Vall�ee lors des journ�eesannuelles du groupe de travail AL�EA en mars 2002. Les Setions 1 et 3 r�esument plutôt le oursdonn�e par Viviane, tandis que les Setions 2, 4, 5 sont relatives au ours de Brigitte. Ces notesr�esument en quelque sorte l'ativit�e du groupe d'Analyse dynamique entre 1995 et e jour. BrigitteVall�ee tient �a remerier tous eux qui ont ontribu�e �a e travail : en tout premier lieu, PhilippeFlajolet, mais aussi tous eux qui font partie ou ont, �a un moment ou un autre, fait partie dugroupe aennais : (par ordre alphab�etique) Ali Akhavi, J�er�emie Bourdon, Julien Cl�ement, BenoitDaireaux, Herv�e Daud�e, Julien Fayolle, Charlie Lem�ee, Loik Lhote. Un grand meri �a J�er�emieBourdon pour le prêt des �gures tir�ees de son m�emoire de th�ese . . ., aux releteurs attentifs de etexte et tout partiuli�erement �a l'�editeur de e volume.1. Syst�emes dynamiquesIi, on donne la d�e�nition des syst�emes dynamiques et on insiste sur leurs prinipales a-rat�eristiques. Le leteur int�eress�e �a la probl�ematique g�en�erale des syst�emes dynamiques pourraonsulter le livre [4℄. Les livres [12, 36℄ onstituent une tr�es bonne introdution �el�ementaire auxsyst�emes dynamiques de l'intervalle.1.1. Syst�eme dynamique. Un syst�eme dynamique (de l'intervalle) est d�e�ni par les �el�ementssuivants (voir un exemple Figure 2) :1. un alphabet M inlus dans N, �ni ou d�enombrable.2. une partition topologique de I :=℄ 0; 1 [ en intervalles ouverts disjoints Im, pour m 2M, i. e.�I = Sm2M �Im.3. une appliation de odage �, onstante et �egale �a m sur haque Im.4. une appliation de d�ealage T : I ! I inversible et de lasse C2 sur haque Im. On d�esignepar Jm = TIm l'image par T de l'intervalle Im, par hm : Jm ! Im l'inverse loal (appel�eenore branhe inverse) de T restreint �a Im, et par H l'ensemble H := fhm j m 2 Mg desbranhes inverses de T .

Fig. 2. Exemple de soure dynamique ave un alphabet M de ardinal 3



4 Il y a plusieurs arat�eristiques importantes d'un syst�eme dynamique, li�ees en partiulier �a lar�egularit�e des branhes hm, �a leur g�eom�etrie ('est-�a-dire �a la position des intervalles Jm par rapportaux intervalles Im), au nombre de branhes, �ni ou in�ni, aux propri�et�es d'expansion du syst�eme(le d�ealage T sera dit expansif s'il existe � > 1 pour lequel ��T 0(x)�� � � > 1).La trajetoire (ou l'orbite) d'un �el�ement x 2 I est la suite :T (x) := (x; Tx; : : : ; T kx; : : : ):Si on utilise l'appliation de odage �, on peut assoier au r�eel x le mot in�ni M(x) onstruit surl'alphabet M, M(x) = ��(x); �(Tx); : : : ; �(T kx); : : :�:On pourra se reporter �a la Figure 3 pour un exemple de es deux notions.

xT xT x2 T x3Fig. 3. Une orbite r�e�ee par une soure dynamique et le mot �emis assoi�e ba : : :1.2. Utilisation en algorithmique. En algorithmique, les syst�emes dynamiques interviennentnaturellement dans deux types de ontextes : les algorithmes arithm�etiques et les algorithmes dutexte.Les algorithmes arithm�etiques. Un ertain nombre d'algorithmes de type < algorithmes d'Eulide >suivent le sh�ema suivant.Entr�ee : x 2 ITant que x 62 F faire x := T (x)Renvoyer xIi, F d�esigne l'ensemble des �etats �naux de l'algorithme. La trae d'une ex�eution de l'algo-rithme sur l'entr�ee x est alors la trajetoire tronqu�ee ~T (x) qui s'arrête d�es que x entre dans F .Le syst�eme assoi�e �a la transformation T (qu'on appelle le syst�eme sous-jaent �a l'algorithme) peutêtre tr�es vari�e. Pour ette lasse d'algorithmes, le syst�eme dynamique de r�ef�erene est assoi�e �a latransformation T d�e�ni par T (x) := 1x � �1x�



5

Fig. 4. Les deux syst�emes dynamiques de r�ef�erene(voir Figure 4 gauhe), mais la Setion 5 donnera des exemples d'algorithmes < naturels > qui fontintervenir des syst�emes dynamiques assez omplexes.Les algorithmes du texte. Le syst�eme dynamique intervient ii fortement ar 'est lui qui produitle texte. Plus pr�eis�ement, on onsid�ere le mod�ele probabiliste suivant : on se donne une densit�esur I et on �etudie l'ensemble des mots de MN de la formeM(x) = ��(x); �(Tx); : : : ; �(T kx); : : :�lorsque x 2 I est hoisi suivant la densit�e f . Le syst�eme dynamique de r�ef�erene (voir Figure 4droite) est alors assoi�e �a la transformation T d�e�nie parT (x) := 2x� b2xqui donne lieu aux suites de hi�res binaires ind�ependants et �equiprobables. La Setion 4 donnerades exemples d'analyse d'agorithme de texte, quand le texte est produit par une soure dynamique.1.3. Premi�ere arat�eristique des syst�emes dynamiques : la g�eom�etrie des branhes. Lag�eom�etrie du syst�eme d�erit la position des intervalles Jm := TIm par rapport aux intervalles Im.Elle permet de arat�eriser l'ensemble Sm suesseur du symbole m, form�e de tous les symboles quipeuvent être �emis apr�es le symbole m. La g�eom�etrie du syst�eme donne ainsi un premier a�es �a laorr�elation entre les symboles suessifs �emis.Syst�eme omplet. On dira que le syst�eme est omplet si pour tout m 2 M, l'intervalle Jm estl'intervalle I tout entier. Tous les symboles de l'alphabet M sont possiblement �emis apr�es toutsymbole m et don Sm =M pour tout symbole m. Ces syst�emes-l�a sont (dans un sens �a pr�eiser)les moins orr�el�es.Syst�eme markovien. Pour es syst�emes, l'ensemble Sm des symboles �emis apr�es un symbole m ned�epend que dem, et non de e qui s'est pass�e avant. Par d�e�nition, et dans le as d'un alphabet �ni,on dit qu'un syst�eme est markovien si tout intervalle Jm := TIm est r�eunion �nie d'intervalles I`.Plus pr�eis�ement, pour tout m 2M, il existe un sous ensemble Lm �M tel queJm = [`2Lm I`;



6et dans e as, on a Sm = Lm. La Figure 5 donne un exemple o�uJ1 = I1 [ I2; J2 = I2 [ I3; J3 = I:

Fig. 5. Une soure dynamique markovienneDans le as d'un alphabet in�ni, il faut être un peu plus pr�eis. On dit qu'un syst�eme estmarkovien s'il existe une partition �nie de I en intervalles K` (` 2 L et L �nie) telle que1. tout intervalle Jm est r�eunion (n�eessairement �nie) d'intervalles K`, pour ` 2 Lm ;2. tout intervalle K` est r�eunion (en g�en�eral non �nie) d'intervalles Im, pour m 2M`.Un �el�ement ` de L joue un rôle similaire �a elui d'un �etat dans une hâ�ne de Markov. Pour deux�etats k et `, on d�esigne parMkj` l'ensemble des symboles deM qui permettent de passer de l'�etat `�a l'�etat k,Mkj` := fm 2M j Im � K` et Kk � Jm g = fm 2M j m 2M` et k 2 Lm g:La matrie sous-jaente au syst�eme dynamique est la matrie bool�eenne P dont le oeÆient pk;`est d�e�ni par(1.1) pk;` = 1 si et seulement si Mkj` 6= ;:Elle d�erit les transitions possibles entre symboles, et le as partiulier o�u P est une matrieirr�edutible est important, puisqu'il traduit une propri�et�e de m�elange entre les symboles. (Unematrie irr�edutible est une matrie dont tous les oeÆients sont positifs et qui poss�ede unepuissane dont tous les oeÆients sont stritement positifs.)Parfois, la partition de d�epart (Im)m2M ne donne pas lieu �a un syst�eme markovien, mais ilse peut qu'un raÆnement de la partition y donne lieu. La d�e�nition plus g�en�erale d'un syst�ememarkovien est �nalement la suivante : on onstruit, �a partir de l'ensemble S des extr�emit�es desintervalles Im de la partition initiale, les ensembles(1.2) S [p℄ := p[i=1T i(S) ;le syst�eme est markovien si la suite des S [p℄ d�ebute par un premier terme S [1℄ �ni et est stationnaire.
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Fig. 6. �A gauhe, orbite haotique ; �a droite, orbite ave intermitteneSyst�eme non markovien. Dans e as, les symboles qui peuvent être �emis �a un moment donn�e nepeuvent être arat�eris�es en ne onsid�erant qu'une partie born�ee de l'histoire pr�e�edente : e sontles syst�emes les plus omplexes.1.4. Importane du arat�ere expansif. Rappelons qu'un syst�eme est expansif si le nombre� := inf ��T 0(x)�� est stritement plus grand que 1. La grandeur Æ := 1=� est le oeÆient deontration des branhes inverses, et toute branhe inverse h de T v�eri�e ��h0(x)�� � Æ. �A premi�ere vue,le arat�ere expansif du d�ealage (ou, de mani�ere �equivalente, le arat�ere ontratant des branhesinverses) n'apparâ�t pas essentiel. Pour se persuader de l'importane de e fateur, il suÆt deomparer le omportement des orbites de deux syst�emes : l'un est assoi�e �a un d�ealage T pour lequelT 2 est expansif ; l'autre est < presque > expansif, puisqu'il existe un point �xe indi��erent x0 (i. e. unpoint x0 pour lequel T (x0) = x0, ��T 0(x0)�� = 1), alors que tous les autres points v�eri�ent ��T 0(x)�� > 1(voir Figure 6). Dans le premier as, la trajetoire est haotique ; dans l'autre, elle pr�esente desph�enom�enes d'intermittene, et quand la trajetoire s'approhe de e point �xe indi��erent, elles'en �eloigne �a grand peine . . . Ces deux syst�emes r�eeront une algorithmique vraiment di��erente,le premier donnant lieu �a un algorithme rapide, et le seond, qui perd beauoup de temps pr�esde son point �xe, donnant lieu �a un algorithme lent. Nous reviendrons �a ette situation dans lesparagraphes 3.4 et 5.6.2. Le prinipal outil de l'analyse dynamique : l'op�erateur de transfert et sadesendaneIi, on d�e�nit les prinipaux op�erateurs qui sont les outils privil�egi�es de l'analyse dynamique. Ilsproviennent tous de l'op�erateur transformateur de densit�e, qui est leur anêtre ommun.2.1. Op�erateur transformateur de densit�e. Nous venons de d�erire omment la possibilit�ed'�emettre �a un instant donn�e tel ou tel symbole �etait li�ee �a la g�eom�etrie du syst�eme. Maintenant,nous nous posons une question plus �ne : ave quelle probabilit�e un symbole | s'il peut être�emis | va-t-il être �emis ? Cette question est tr�es li�ee �a la mani�ere dont le d�ealage T d�eforme lesmesures sur l'intervalle I. Plus pr�eis�ement, la densit�e de probabilit�e sur I �evolue lorsqu'on it�erela transformation de d�ealage T , et 'est l'op�erateur transformateur de densit�e, d�esign�e par H,qui quanti�e e ph�enom�ene. Pour une densit�e initiale f , on d�esigne par H[f ℄ la densit�e apr�es uneit�eration de T . On a ainsi :(2.1) H[f ℄(x) = Xm2M��h0m(x)�� f Æ hm(x) 1Jm(x);o�u 1A repr�esente la fontion indiatrie de l'ensemble A. Informellement, si f est la densit�e initiale,la densit�e en un point x, apr�es une it�eration, est apport�ee par tous les ant�e�edents possibles de x.
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dy

dx dx dxa b cFig. 7. L'�evolution de la densit�eL'ant�e�edent de x provenant de la branhe d'indie m existe si x appartient �a Jm, et dans e as,il apporte la densit�e f Æ hm(x) distordue par le terme ��h0m(x)�� (li�e �a la formule de hangement devariable). La omposante H[m℄ de l'op�erateur relative au symbole mH[m℄[f ℄(t) := ��h0m(t)�� f Æ hm(t) 1Jm(t)d�esigne ainsi la ontribution apport�ee par la branhe d'indie m (voir Figure 7).C'est ette distorsion possible par le fateur ��h0m(x)�� qui va onstituer le deuxi�eme fateur deorr�elation. Si les branhes sont aÆnes, ave don une d�eriv�ee onstante, ette distorsion n'existerapas. Pour une g�eom�etrie de branhes �x�ee, e sont don les syst�emes dynamiques �a branhes aÆnesqui seront les moins orr�el�es. �A l'oppos�e, eux dont les branhes ont une d�eriv�ee seonde grande(en valeur absolue) donneront lieu �a des soures fortement orr�el�ees. En partiulier, 'est plutôt lad�eriv�ee de x 7! log��h0(x)�� qui va intervenir, et la ondition de distorsion born�ee,(2.2) 9 > 0; 8x 2 I; 8h 2 H; ��h00(x)�� � ��h0(x)��;toujours v�eri��ee lorsque le nombre de branhes est �ni, intervient de mani�ere fr�equente.Le k-i�eme it�er�e de l'op�erateur H a aussi une forme tr�es simple ; grâe �a la propri�et�e de multi-pliativit�e des d�eriv�ees de fontions ompos�ees, il s'exprime omme une somme qui fait intervenirtous les mots w de Mk,(2.3) Hk[f ℄(x) = Xw2Mk jh0w(x)j f Æ hw(x) 1Jw (x):Ii, pour un mot w deMk de la forme w := m1m2 : : : mk, la notation hw d�esigne la branhe inversede T k de la forme hw := hm1 Æ� � �Æhmk 2 Hk et Jw d�esigne l'intervalle de d�e�nition de la branhe hw.Cas partiulier des syst�emes omplets et markoviens. Comme nous le verrons plus loin, la pr�esenedes fontions indiatries apporte un ertain nombre de ompliations. Le as le plus simple estdon elui des syst�emes omplets o�u es fontions indiatries n'existent pas.Dans le as d'un syst�eme markovien, quitte �a travailler ave une matrie d'op�erateurs, on peutfaire < disparâ�tre > es fontions indiatries, en pro�edant omme suit : �a une fontion f d�e�nie



9sur I, on assoie la suite (�nie) des fontions f`, o�u f` est la restrition de f �a l'intervalle K`.Au lieu de faire agir l'op�erateur H sur f , et de onsid�erer le transform�e g := H[f ℄, on onsid�erequ'il agit sur la suite ~f des f` et on d�esigne par gk la k-i�eme omposante de ~g (i. e. la restritionde g �a Kk) On a lairement gk = X̀2L Xm2Mkj`H[m℄[f`℄;de sorte que H est maintenant (�a onjugaison pr�es) une matrie d'op�erateurs, d�esign�ee par ~H, dedimension jLj � jLj dont le oeÆient situ�e en position (k; `) est l'op�erateur~Hk;` := H[kj`℄ = Xm2Mkj`H[m℄ ;En rempla�ant ainsi l'�egalit�e g := H[f ℄ par l'�egalit�e ~g := ~H[ ~f ℄, on a supprim�e toutes les fontionsindiatries . . .2.2. Op�erateur transformateur de densit�e, intervalles fondamentaux et probabilit�esfondamentales. Si w est un mot �ni, on d�esigne par pw la probabilit�e qu'un mot produit par lasoure ommene par w.Assoions �a un mot w de longueur �nie k la branhe inverse hw ; l'intervalle hw(I) est alorsl'ensemble des r�eels x pour lesquels le mot M(x) d�ebute par le pr�e�xe w : 'est e que nousappelons l'intervalle fondamental assoi�e au mot w, et que nous d�esignons par Iw ; pour un motr�eduit �a un symbole m, 'est exatement l'intervalle Im de la partition initiale. Consid�erons unedensit�e de probabilit�e f sur l'intervalle I. La mesure de l'intervalle Iw = hw(I) est exatement laprobabilit�e pw et pw := Zhw(I) f(t) dt = ZI jh0w(t)j f Æ hw(t) 1Jw (t) dt:La omposante de l'op�erateur Hk relatif �a la branhe hw, d�esign�ee par H[w℄ et d�e�nie par(2.4) H[w℄[f ℄(t) := ��h0w(t)�� f Æ hw(t) 1Jw (t)permet don d'exprimer la probabilit�e pw, via la relation(2.5) pw = ZI H[w℄[f ℄(t) dt;de sorte que et op�erateur H[w℄ peut être onsid�er�e omme l'op�erateur < g�en�erateur > de la proba-bilit�e pw. De plus, la onat�enation ww0 entre deux mots se traduit par la propri�et�e de omposition(2.6) H[ww0℄ =H[w0℄ ÆH[w℄;qui est essentielle ar elle permet de g�en�eraliser la propri�et�e multipliativepww0 = pwpw0qui n'est v�eri��ee que par les soures sans m�emoire.2.3. Soures lassiques simples : soures sans m�emoire, hâ�nes de Markov. Pour uneg�eom�etrie donn�ee, les syst�emes dynamiques les plus simples sont eux dont les branhes sont aÆnes.Une soure sans m�emoire est mod�elis�ee par un syst�eme dynamique omplet �a branhes aÆnes,initialis�e ave la densit�e uniforme. La Figure 8 donne un exemple de mod�elisation possible d'unesoure sans m�emoire qui produit trois symboles suivant les probabilit�es 1=2; 1=6; 1=3.
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Fig. 8. Une soure sans m�emoire, une hâ�ne de MarkovUne hâ�ne de Markov est mod�elis�ee par un syst�eme dynamique markovien �a branhes aÆnes,initialis�e ave une densit�e onstante sur haque K`. La Figure 8 montre un exemple de mod�elisationd'une hâ�ne de Markov d'ordre 1.Une hâ�ne de Markov d'ordre k s'obtient en assant en moreaux les branhes (aÆnes) d'unehâ�ne de Markov d'ordre k � 1. La Figure 8 montre omment on peut passer du as k = 0 auas k = 1. C'est pour ela, que, informellement du moins, un syst�eme g�en�eral markovien peut êtreonsid�er�e omme une limite de hâ�nes de Markov d'ordre de plus en plus �elev�e.2.4. L'op�erateur de transfert. Dans l'�etude des syst�emes dynamiques, il est tr�es utile de g�en�e-raliser l'op�erateur transformateur de densit�e H (d�e�ni en (2.1) en lui adjoignant un param�etre s.On obtient alors l'op�erateur de transfert, d�esign�e par Hs et d�e�ni par(2.7) Hs[f ℄(x) = Xm2M��h0m(x)��s f Æ hm(x) 1Jm(x):Ii, l'ajout du param�etre s permettra de relier et op�erateur �a des s�eries g�en�eratries et pluspr�eis�ement �a des s�eries g�en�eratries de Dirihlet.Comme en (2.3), le k-i�eme it�er�e de l'op�erateur Hs a aussi une forme tr�es simple, et s'exprimeomme une somme qui fait intervenir tous les mots w de Mk,(2.8) Hks [f ℄(x) = Xw2Mk��h0w(x)��s f Æ hw(x) 1Jw (x):Nous aurons besoin des omposantes de tels op�erateurs, et nous d�esignerons parHs;[w℄ l'op�erateurassoi�e �a la branhe hw et d�e�ni parHs;[w℄[f ℄(t) := ��h0w(t)��s f Æ hw(t) 1Jw(t):Remarquons ependant que et op�erateur, qui v�eri�e une propri�et�e de omposition analogue �a (2.6),(2.9) Hs;[ww0℄ = Hs;[w0℄ ÆHs;[w℄ne permet pas d'exprimer simplement la quantit�e psw.L'op�erateur qui fait intervenir l'ensemble M? de tous les mots (�nis) produits par la soure estalors la somme de tous les it�er�es k-i�eme de l'op�erateur d�e�nis en (2.8) : 'est e que nous appelonsle quasi-inverse ou l'�etoile,(2.10) (1�Hs)�1 :=Xk�0Hks ;



11et qui jouera un rôle si important dans la suite . . .2.5. Pond�eration de l'op�erateur de transfert. Dans les appliations aux algorithmes (et toutpartiuli�erement aux algorithmes arithm�etiques), on d�esire souvent pond�erer haque branhe dud�ealage par une quantit�e qui mesure le oût de l'algorithme assoi�e quand l'ex�eution < passepar > la branhe. Ce oût peut d�ependre de mani�ere assez vari�ee de la branhe, mais, tr�es souvent,omme nous le verrons dans les appliations, e oût est < additif >, et le oût total d'une ex�eutionest la somme des oûts dûs �a l'emprunt de haque branhe. On remplae alors haque op�erateuromposant Hs;[w℄ par un op�erateur pond�er�e par un oût ,H[℄s;u;[w℄ := u(hw)Hs;[w℄;et l'additivit�e des oûts montre que la propri�et�e de omposition se prolonge aux op�erateurs pond�er�es.2.6. Op�erateur de transfert g�en�eralis�e. Il est n�eessaire ii de onsid�erer des soures dyna-miques ompl�etes ou markoviennes. Commen�ons par le as omplet. Les quantit�es psw s'exprimentalors en fontion de l'op�erateur de transfert g�en�eralis�e, appel�e enore op�erateur s�eant. Si F d�esignela fontion de r�epartition de f , la quantit�e psw s'exprime ommepsw = ��F Æ hw(0)� F Æ hw(1)��s;et fait don intervenir la valeur de la fontion F Æ hw en les deux points x = 0 et x = 1. C'estpourquoi on introduit un op�erateur de transfert Hs;[w℄ qui agit sur des fontions de deux variablesen utilisant la < s�eante > de la branhe hw (d'o�u son nom d'op�erateur s�eant)Hs;[w℄[�℄(u; v) := ����hw(u)� hw(v)u� v ����s��hw(u); hw(v)�;e qui r�esout le probl�eme puisque(2.11) psw = Hs;[w℄[Ls℄(0; 1) ave L(x; y) = ����F (x)� F (y)x� y ���� :La multipliativit�e de la < s�eante > permet de prouver la propri�et�e de ompositionHs;[ww0℄ = Hs;[w0℄ Æ Hs;[w℄;qui, omme en (2.6) g�en�eralise la relation psww0 = pswpsw0 .Les op�erateurs qui g�en�eralisent respetivement Hs, ses it�er�es Hks et son quasi-inverse (1�Hs)�1sont alors les op�erateurs Hs, Hks et (1� Hs)�1 d�e�nis par(2.12) Hs := Xm2MHs;[m℄; Hks = Xw2Mk Hs;[w℄; (1� Hs)�1 = Xw2M?Hs;[w℄:Ce formalisme peut se transporter ais�ement dans le as d'une soure markovienne : la matrie Hsa pour oeÆient l'op�erateur Hs;[kj`℄.2.7. Probl�emes �a longueur �x�ee, ou �a longueur quelonque. Comme le montrent les re-lations (2.8), (2.10) et (2.12), les k-i�eme it�er�es des op�erateurs font intervenir l'ensemble Mk desmots de longueur k et les quasi-inverses l'ensembleM? de tous les mots �nis. Si on travaille sur desprobl�emes �a taille �x�ee (longueur des textes �x�ee pour les algorithmes de texte, nombre d'it�erations�x�e pour les algorithmes arithm�etiques), 'est don le omportement asymptotique de es k-i�emeit�er�es qu'on utilisera (pour k ! 1). Si le probl�eme fait intervenir toutes les tailles possibles, lesop�erateurs ad�equats seront les op�erateurs quasi-inverses, et on s'int�eressera �a leurs singularit�es.Pour une matrie M , le omportement asymptotique de Mk ou les singularit�es de (Id �M)�1sont tr�es li�es aux propri�et�es spetrales de la matrie M , et en partiulier aux propri�et�es spetrales



12dominantes (orrespondant aux valeurs propres ayant le plus grand module). Nous sommes dononduits �a �etudier l'analogue, mais en dimension in�nie.3. Analyse fontionnelle et propri�etes spetralesCette setion est d�edi�ee �a l'�etude des propri�et�es spetrales des op�erateurs de transfert. Un livrede r�ef�erene est elui de V. Baladi [2℄.Pour un op�erateur L qui agit sur un espae de Banah F , le spetre SpL de L est l'ensembledes nombres omplexes z pour lesquels L� z1 : F ! F n'est pas inversible. Un �el�ement z de SpLest une valeur propre si L � z1 n'est pas injetive. En dimension �nie, le spetre d'une matrieest l'ensemble de ses valeurs propres. L'espae sur lequel agit l'op�erateur est fondamental ar lespetre d'un op�erateur d�epend beauoup de l'espae sur lequel il op�ere. (Plus l'espae est < gros >,plus il ontient de possibles fontions propres, et plus le spetre est lui-même < gros >.) Ainsi, unop�erateur peut avoir de < bonnes > propri�et�es spetrales sur un espae et de moins bonnes sur unautre. Le hoix de et espae est fondamental et onstitue g�en�eralement un des points d�eliats del'analyse.3.1. Crit�eres de hoix pour l'espae fontionnel. Ce hoix r�esulte en g�en�eral d'un ompromis :On veut que l'espae fontionnel F soit suÆsamment < gros > pour que l'op�erateur de transfert Hsop�ere sur F (i. e. Hs[F ℄ � F). Mais on veut aussi qu'il ne soit pas trop gros pour que le spetrereste disret (form�e de points isol�es), ou du moins que la partie < sup�erieure > du spetre restedisr�ete.Ce hoix va d�ependre des arat�eristiques du syst�eme dynamique. Il sera dit�e en tout premierlieu par la g�eom�etrie du syst�eme, et modul�e par la r�egularit�e des branhes. Dans la formule (2.7),apparaissent les fontions arat�eristiques 1Jm . En fontion de la g�eom�etrie du syst�eme, es fontionsarat�eristiques peuvent introduire des disontinuit�es, et Hs[f ℄ peut être disontinue même si f esttr�es r�eguli�ere.1. Si le syst�eme est omplet, les op�erateurs Hs n'introduisent pas de disontinuit�es et onpeut travailler sur des espaes de fontions r�eguli�eres (fontions Cr sur I, fontions ana-lytiques, et.) adapt�es �a la r�egularit�e des branhes hm.2. Si le syst�eme est markovien, les op�erateurs Hps introduisent des disontinuit�es uniquementau bord des K` et on peut travailler sur des espaes de fontions r�eguli�eres sur haun desK`, ayant don un nombre �ni de disontinuit�es.3. En�n, si le syst�eme n'est pas markovien, on introduit �a haque it�eration de nouvelles dison-tinuit�es, de sorte que l'ensemble des disontinuit�es introduites est d�enombrable et peut êtredense dans I. On est alors onduit �a travailler sur l'espae des fontions �a variation born�ee.3.2. Le bon omportement d�esir�e. On onsid�ere d'abord le as o�u s = 1. L'op�erateur �etudi�eest don le transformateur de densit�e H.Sur un espae fontionnel ad�equat F , les propri�et�es(P1) la valeur 1 est valeur propre simple dominante unique de H,(P2) il y a un saut spetral : le reste du spetre de H est ontenu dans un disque de rayonstritement inf�erieur �a 1,entrainent un ertain nombre de ons�equenes. Tout d'abord, il existe alors un disque � du planomplexe, de fronti�ere , qui ontient omme seul point du spetre la valeur 1. De plus, l'op�erateur



13P d�e�ni par P := 12i� Z(z1�H)�1 dzest le projeteur sur le sous-espae propre dominant, et l'op�erateur H se d�eompose en H = P+No�u N est un op�erateur dont le spetre est le même que elui de H, exept�e la valeur 1. Le rayonspetral de N est ainsi stritement inf�erieur �a 1. En�n, on a aussi Hk = P+Nk de sorte que(3.1) (1� zH)�1 = P1� z +R(z);ave une fontion reste R, R(z) := (1� zN)�1 �P =Xk�1 zk(Hk �P)qui d�erit les orr�elations du syst�eme dynamique. De plus, le projeteur P s'exprime en fontionde la fontion propre dominante �, normalis�ee par RI �(u) du = 1, sous la forme :P[f ℄(t) = �(t)ZI f(u) du:Si, de plus, la ondition (P3) suivante est satisfaite,(P3) l'appliation s 7! Hs est analytique sur un voisinage de s = 1,la th�eorie de la perturbation s'applique alors [34℄ et montre l'existene de fontions s 7! �(s),s 7! Ps, s 7! Ns analytiques dans un voisinage de s = 1. Ii, �(s) est la valeur propre dominantede Hs, Ps est le projeteur sur le sous-espae propre dominant et Ns est un op�erateur dont lerayon spetral est stritement inf�erieur �a ���(s)��. La d�eomposition Hks = �(s)kPs +Nks perdure et�nalement, la d�eomposition spetrale(3.2) (1�Hs)�1 = Ps1� �(s) +Ns(1�Ns)�1montre que (1 � Hs)�1 poss�ede un pôle d'ordre 1 en s = 1, dont le r�esidu est ��0(1)P. Cettederni�ere valeur ��0(1) est l'entropie du syst�eme dynamique, omme nous le verrons plus loin.3.3. Compait�e et quasi-ompait�e. La propri�et�e (P1) est une propri�et�e de type Perron{Frobenius : elle est li�ee �a des propri�etes de forte positivit�e. Rappelons que la propri�et�e (P1) estv�eri��ee pour une matrie M stohastique qui a une puissane k-i�eme dont tous les oeÆients sontstritement positifs.La propri�et�e (P2) est toujours vraie en dimension �nie, ar le spetre est alors �ni. Plus g�en�eralement,la validit�e de (P2) est assur�ee aussitôt que le spetre de H est disret, ou, du moins, aussitôt quela partie < sup�erieure > du spetre est disret.Les op�erateurs ompats sont les op�erateurs qui, en dimension in�nie, ressemblent le plus auxop�erateurs de la dimension �nie. Leur spetre est disret �a ei pr�es qu'un point d'aumulation estpossible en 0, et la validit�e de (P2) est alors assur�ee. Mais, on ne peut pas toujours trouver un espaefontionnel F sur lequel l'op�erateur H soit ompat, et l'on ne peut don toujours assurer que latotalit�e du spetre soit disret. On onsid�ere alors la propri�et�e de quasi-ompait�e, plus g�en�erale. Lerayon spetral R(L) d'un op�erateur L est la borne sup�erieure des modules des �el�ements du spetreSpL, de sorte que SpL � �� �� j�j � R(L)	. Le rayon spetral essentiel Re(L) d'un op�erateur Lest le plus petit r�eel r > 0 pour lequel tout �el�ement � de SpL ayant un module j�j > r est une valeurpropre isol�ee et de multipliit�e �nie. Pour un op�erateur ompat, on a Re(L) = 0. Un op�erateur
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valeur propre dominante
saut spetral

Fig. 9. Saut spetralpour lequel Re(L) < R(L) est appel�e quasi-ompat. Son spetre se d�eompose en deux parties,une partie sup�erieure disr�ete et une partie inf�erieure qui peut être quelonque (voir Figure 9).3.4. Des espaes fontionnels ad�equats. L'espae fontionnel o�u les propri�et�es (P1), (P2)et (P3) sont v�eri��ees d�epend des arat�eristiques du syst�eme. Nous donnons ii quelques exemplesd'espaes fontionnels adapt�es �a ertaines lasses de syst�emes dynamiques.Type 1 : Syst�emes omplets (ou markoviens) ave branhes uniform�ement holomorphes et ontra-tantes. Ce sont d'abord les syst�emes omplets, bien d�erits dans [38℄, qui v�eri�ent e qui suit :Il existe un disque omplexe V sur lequel toutes les branhes inverses h 2 H se pro-longent en des fontions holomorphes sur V, envoyant V stritement dans lui-même,(i. e. h ��V� � V) et ontratantes (i. e. ��h0(z)�� � Æh < 1 ave la s�eriePh Æ�h onvergentepour un r�eel � < 1).Dans e as, l'op�erateur H agit sur l'espae A1(V) des fontions holomorphes d�e�nies sur V etontinues sur �V. Comme tous les op�erateurs omposants (qui sont des op�erateurs de < omposition >de la forme f 7! f Æ h) y sont ompats, l'op�erateur H y est aussi ompat. Un th�eor�eme dû �aKrasnoselsky [35℄ g�en�eralise les r�esultats �a la Perron{Frobenius et prouve que (P1) est aussi v�eri��ee ;(P3) est �egalement v�eri��ee sans probl�eme, par perturbation analytique, d�es que <(s) > �, e pourun ertain � > 1.Si de plus, le syst�eme a une distorsion born�ee, les propri�et�es it�ees i-dessus se g�en�eralisent�a l'op�erateur Hs (voir [14, 45℄), �a ondition de le faire op�erer sur l'espae B1(V) des fontionsholomorphes d�e�nies sur V � V et ontinues sur �V � �V.On peut aussi onsid�erer la version < markovienne > du d�ebut de la ondition pr�e�edente (onreprend les notations des paragraphes 1.3 et 2.1) :



15Pour tout k et tout ` de L, il existe un disque omplexe Vk, voisinage de Kk sur lequeltoutes les branhes inverses h 2 H[kj`℄ ont leurs restritions �a Kk qui se prolongent endes fontions holomorphes sur Vk, envoyant Vk stritement dans V`.Cette derni�ere ondition assure que haque op�erateur H[kj`℄ a de bonnes propri�et�es de ompait�eet de positivit�e. Si, de plus, la matrie de transition P d�e�nie en (1.1) est irr�edutible et ap�eriodique,alors l'op�erateur matriiel a toutes les bonnes propri�et�es souhait�ees.Type 2 : Syst�emes �a g�eom�etrie quelonque, ontratants. Cas du nombre de branhes �ni. Danse as (voir [17℄), l'espae fontionnel adapt�e est l'espae BV (I) des fontions �a variation born�eesur l'intervalle I. Cet espae est un espae de Banah dense dans L1(I) dont la boule unit�e estpr�eompate dans L1(I). L'op�erateur H agit sur BV (I) et le th�eor�eme suivant [32℄ permet demontrer sa quasi-ompait�e.Th�eor�eme. Soit L un op�erateur qui agit sur L1. Supposons qu'il existe deux suites (rn) et (tn) denombres positifs pour lesquelles, pour tout n � 1, et pour tout f 2 BV (I), on a(3.3) Ln[f ℄BV � rnkfkBV + tnkfk1:Alors l'op�erateur L est born�e sur BV (I) et son rayon spetral essentiel v�eri�eRe(L) � r := lim infn!1 (rn)1=n:On applique le th�eor�eme en montrant que r peut être hoisi �egal au oeÆient de ontrationÆ < 1 et que l'op�erateur H a une valeur propre �egale �a 1.Type 3 : Cas du nombre in�ni de branhes. Syst�emes �a g�eom�etrie pseudo-markovienne, ontratants,�a distorsion born�ee. Quand le nombre de branhes est in�ni, e qui arrive tr�es souvent dans lesappliations arithm�etiques, on peut aussi travailler sur BV (I), �a ondition d'exiger des propri�et�essuppl�ementaires pour le syst�eme dynamique. En partiulier (voir [8, 13℄), on exige que le syst�eme aitune distorsion born�ee, et aussi qu'il ne soit pas trop di��erent d'un syst�eme markovien. Dans le asd'un syst�eme markovien, l'ensemble S [p℄, d�e�ni en (1.2), et form�e des extr�emit�es des intervalles Jwassoi�es �a l'ensemble fw j jwj � p g est �ni pour tout p. L�a, on lui laisse la possibilit�e d'être in�ni,mais on exige que les intervalles Jw, quand ils sont non vides, ne soient pas trop petits, i. e.`p := inf � jJwj �� Jw 6= ;; jwj � p	 > 0:C'est une ondition qui a �et�e donn�ee au d�epart par Ryhlik. Dans es onditions, les propri�et�es(P1), (P2) et (P3) sont v�eri��ees pour l'op�erateur Hs agissant sur BV (I).3.5. La m�ethode d'indution. Dans tout le paragraphe pr�e�edent, le syst�eme �etait suppos�e ex-pansif. On peut traiter relativement ais�ement des syst�emes omplets o�u la ondition d'expansion estseulement viol�ee en un point, et qui sont < presque expansifs > ave seulement un point indi��erent(voir paragraphe 1.4). Dans e as, il y a une seule < mauvaise > branhe (i. e. non expansive), et onva la grouper ave des bonnes branhes, pour tenter d'am�eliorer son omportement. Supposons queette branhe soit la branhe orrespondant au symbole a, et orresponde don �a un intervalle Ia.Consid�erons le syst�eme dynamique (J; U) o�u l'intervalle J est J := I n Ia et le d�ealage U estd�e�ni par le premier retour �a J : pour x 2 J , on d�esigne par n(x) le plus petit entier pour lequelT n(x) 2 J , et on pose U(x) := T n(x)(x). Ce syst�eme dynamique est appel�e le syst�eme induit.La partition fondamentale sur J est maintenant form�ee des intervalles fondamentaux de l'aniensyst�eme de la forme Iw ave w 2 N := �Mn fag�fag?;
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Fig. 10. Un syst�eme dynamique et son syst�eme induitet le nouvel alphabet N est ainsi in�ni.Il y a une autre mani�ere d'induire, un peu di��erente, en restant dans l'intervalle I, et en rem-pla�ant la partition initiale par la partition form�ee des aniens intervalles fondamentaux de laforme Iw ave w 2 Q := fag?�Mn fag�:C'est elle-l�a qu'on utilisera plutôt en algorithmique, et qui remplae l'alphabet M initial parl'alphabet Q. La Figure 10 repr�esente un syst�eme dynamique (�a gauhe) et son syst�eme dynamiqueinduit assoi�e (on induit ii par rapport �a la premi�ere branhe, ar 'est elle qui poss�ede un pointindi��erent).Grâe aux propri�et�es de ditionnaire dues �a la propri�et�e de omposition (2.9), l'op�erateur detransfert ~Hs du syst�eme dynamique induit fait intervenir l'op�erateur de transfert Hs et l'op�erateurAs := Hs;[a℄ relatif au symbole a sous la forme(3.4) ~Hs =Xk�0(Hs �As)Aks = (Hs �As)(1�As)�1:Puisque le nouveau d�ealage regroupe une suite de < mauvaises > branhes ave une < bonne >branhe, le nouveau syst�eme dynamique sera expansif, et le quasi-inverse (1 � ~Hs)�1 v�eri�erasouvent des propri�et�es de type (3.2). Alors, la relation M? = Q?fag?, qui se traduit par unerelation entre les deux quasi-inverses,(3.5) (1�Hs)�1 = (1�As)�1(1� ~Hs)�1permet de < revenir > au quasi-inverse initial, en y int�egrant les propri�et�es de la < mauvaise >branhe. 4. Analyse dynamique des algorithmes du texteLe omportement de tout algorithme qui travaille sur du texte est tr�es inuen�e par la mani�eredont le texte est produit. Il y a d'abord un premier fait qui est vrai pour une soure S quelonque :1. L'ensemble des probabilit�es f pw j w 2 M? g, ou plus g�en�eralement, pour un omplexe s,l'ensemble des quantit�es f psw j w 2M? g joue un rôle essentiel dans l'analyse des algorithmesdu texte, lorsque le texte est produit par une soure quelonque S.L'int�erêt des soures dynamiques provient du arat�ere expliite de es probabilit�es, que nous avonsd�erit dans la Setion 2 :



172. Pour une soure dynamique, les probabilit�es pw s'expriment en fontion des omposantes del'op�erateur transformateur de densit�e (voir Setion 2.2).3. Pour une soure dynamique ompl�ete (ou markovienne), les quantit�es psw s'expriment enfontion de l'op�erateur de transfert g�en�eralis�e (voir l'op�erateur s�eant de la Setion 2.6).Nous allons maintenant d�erire quelques exemples d'appliation de es trois faits.4.1. Les probl�emes de mots qui font intervenir des langages. Un langage L d�e�ni surl'alphabet M est un sous-ensemble de M?. �A un langage L, on assoie lassiquement la s�erieg�en�eratrie(4.1) L(z) := Xw2L pwzjwjo�u la variable z < marque > la taille jwj du mot w. Cette s�erie g�en�eratrie s'av�ere essentielle dansl'analyse des prori�et�es du langage L.Pour une soure sans m�emoire, la propri�et�e de multipliativit�e des probabilit�es permet de traduireles op�erations sur les langages en op�erations sur les s�eries g�en�eratries assoi�ees. Ce n'est pluspossible d�es que la soure garde < de la m�emoire >. On remplae alors, dans la s�erie g�en�eratriedu langage d�e�nie en (4.1), la probabilit�e pw par l'op�erateur g�en�erateur H[w℄ d�e�ni en (2.4), et onobtient e qu'on appelle l'op�erateur g�en�erateur du langage L d�e�ni par(4.2) L(z) := Xw2LH[w℄zjwj:La propri�et�e de omposition (2.6) sur les op�erateurs permet de traduire les op�erations sur leslangages en op�erations sur les op�erateurs g�en�erateurs assoi�es. Grâe �a (2.5), on peut alors revenir�a la s�erie g�en�eratrie par la relation(4.3) L(z) = ZI L(z)[f ℄(t) dt:Exemple d'appliation : les motifs g�en�eralis�es. (Le adre est elui des soures de type 2 ou 3 de laSetion 3.4). On pourra se reporter �a [10℄ pour plus de pr�eisions.Un motif g�en�eralis�e L est une suite �nie de langages onstruits sur le même alphabet M, de laforme L := (L1;L2; : : : ;Lr). Chaun des langages Li est de longueur �nie. On dit que le motif L ap-parâ�t dans le texte T 2M? si le texte ontient omme sous-s�equene un �el�ement ` = (`1; `2; : : : ; `r)de L. Dans e as, T est de la formeT = w0`1w1`2 : : : wi`iwi+1 : : : wr`rwr+1 ave wi 2M? et `i 2 Li:Cette notion de motif g�en�eralis�e reouvre beauoup de probl�emes de reherhe de motifs, toutpartiuli�erement les motifs ah�es, qui apparaissent naturellement dans des ontextes divers (bio-informatique, d�etetion d'intrusions) et a d�ej�a �et�e �etudi�ee dans le ontexte des soures sans m�emoire[26℄.L'ensemble de toutes les ourrenes du motif g�en�eralis�e L est alors la olletion �(L) (aver�ep�etitions) donn�ee par onat�enation,(4.4) �(L) =M? �L1 �M? �L2 � � � � �M? �Lr �M?:Cette op�eration � transforme une suite �nie de langages en une olletion de mots (par opposition�a un langage qui est un ensemble de mots, une olletion est un multi-ensemble de mots), et dansla olletion �(L), un texte T est pr�esent autant de fois qu'il ontient d'ourrenes de L. Pour untexte T de longueur n, on d�esigne par 
n(L; T ) le nombre d'ourrenes de L dans T , et la remarque



18pr�e�edente permet de montrer que la s�erie g�en�eratrie des esp�eranes o��nide exatement ave las�erie g�en�eratrie L(z) de la olletion �(L),L(z) := Xw2�(L) pwzjwj =Xn�1E�
n(L; T )� zn:Grâe aux r�egles de transfert it�ees pr�e�edemment, l'op�erateur g�en�erateur L(z) de la olletion �(L)s'�erit failement en fontion des op�erateurs g�en�erateurs Li(z) des langages et de l'op�erateur(1� zH)�1 assoi�e au langage M?,(4.5) L(z) = (I � zH)�1 Æ Lr(z) Æ (I � zH)�1 Æ � � � Æ L1(z) Æ (I � zH)�1:Cet op�erateur ontient r + 1 ourrenes du quasi-inverse (I � zH)�1, qui < apportent > hauneun pôle en z = 1. Elles sont < m�elang�ees > ave les op�erateurs Li(z) des langages Li qui sont despolynômes en z (et n'apportent pas de pôles). Via la relation (4.3), on arat�erise alors ais�ementles singularit�es de la s�erie L(z) et on obtient ainsi le r�esultat suivant :Proposition. Le nombre moyen E�
n(L; T )� d'ourrenes du motif g�en�eralis�e L dans un textede longueur n produit par une soure dynamique de type 2 ou 3 v�eri�e :E�
n(L; T )� = �n+ rr ��(L) +�n+ r � 1r � 1 ��(L)�C(L)�N(L)�+O(nr�2):Ii, �(L) est le poids total du motif �(L) := rYi=1 p(Li)o�u, pour une olletion M, on pose p(M) := Xw2M pw;et N(L) est sa longueur moyenne. Le oeÆient C(L) d�erit la orr�elation entre deux omposantessuessives du motif et s'exprime en fontion de l'op�erateur R d�e�ni en (3.1).�A l'aide des mêmes tehniques, utilis�ees ette fois pour des olletions assoi�ees aux doublesourrenes, on peut avoir a�es �a la variane du nombre d'ourrenes. On d�emontre ainsi unph�enom�ene de onentration autour de la valeur moyenne [10℄.4.2. Les grandeurs fondamentales d'une soure (as d'une soure de type 1). Pour plusde pr�eisions, on peut onsulter [45℄. Les s�eries de Dirihlet des probabilit�es fondamentales fontintervenir les quantit�es psw et sont d�e�nies par(4.6) �k(s) := Xjwj=k psw; �(s) :=Xk�0�k(s) = Xw2M? psw:La plupart des grandeurs fondamentales assoi�ees �a la soure S s'expriment �a l'aide de es s�eries.Nous en donnons quatre exemples.Entropie. L'entropie h(S) de la soure satisfait �a la relationh(S) := limk!1 �1k Xjwj=k pw log pw = limk!1 �1k � dds�k(s)� ����s=1:



19Probabilit�e de o��nidene. La o��nidene C(x; y) entre les deux mots M(x) et M(y) pour deuxr�eels x et y tir�es ind�ependamment selon une même loi est la longueur du plus long pre�xe ommun.La probabilit�e pour que M(x) et M(y) aient le même pr�e�xe de longueur k est don la probabilit�ede l'�ev�enement �C(x; y℄ � k�. Cet �ev�enement se produit si (et seulement si) les deux r�eels x et yappartiennent �a un même intervalle fondamental Iw de profondeur k (voir Setion 2.2). On a ainsiP�C(x; y) � k� = Xjwj=k p2w;et la probabilit�e de o��nidene (S) v�eri�e la relation(S) := limk!1�Xjwj=k p2w�1=k = limk!1�k(2)1=k :�Equir�epartition des mots de longueur k. On herhe �a d�erire les probabilit�es possibles de tous lesmots de longueur k. Plus pr�eis�ement, on veut d�erire la distribution de l'ensemblePk := f pw j w 2Mk g:On d�e�nit surMk une variable al�eatoire `k par `k(w) := log pw, et on veut analyser la distributionde la variable `k. Un outil important pour l'analyse d'une variable al�eatoire X est la s�erie g�en�eratriedes moments, M(X)(s) := E�exp(sX)� =Xn�0 snn! E[Xn℄:Ii, la s�erie g�en�eratrie des moments de la variable `k, d�esign�ee par Mk(s), v�eri�e(4.7) Mk(s) := E[psw℄ = Xw2Mk pwpsw = �k(1 + s):Nombre de pr�e�xes assez probables. La quantit�e B(�) d�esigne le nombre de pr�e�xes w dont laprobabilit�e est au moins �egale �a � (�! 0). Un outil prinipal est ii une transformation int�egrale,la transform�ee de Mellin (voir [25℄), que nous utiliserons aussi en Setion 4.3. La transform�ee deMellin de la fontion B est reli�ee �a la fontion �(s), via la relation�(s) = sZ 10 B(x)xs�1 dx:Dans les quatre exemples, les grandeurs arat�eristiques h(S), (S) et les fontions B et Mk(s)s'expriment don en fontion des s�eries de Dirihlet �k(s) et �(s) d�e�nies en (4.6).Transription alg�ebrique. Dans le as des soures dynamiques ompl�etes (ou markoviennes), etgrâe �a la relation (2.11), les s�eries de Dirihlet (4.6) ont une autre expression en fontion del'op�erateur de transfert s�eant,(4.8) �k(s) = Hks [Ls℄(0; 1) et �(s) = (1� Hs)�1[Ls℄(0; 1)o�u L est aussi d�e�nie en (2.11).



20Traitement analytique. Dans le as des soures dynamiques de type 1, les bonnes propri�et�es spe-trales de l'op�erateur de transfert s�eant induisent un bon omportement des s�eries de Dirihlet, ettous les r�esultats vont s'exprimer en fontion de la valeur propre dominante s 7! �(s), omnipr�esentedans e adre. Remarquons que s 7! �(s) ne d�epend que du syst�eme dynamique et non pas de ladensit�e (analytique) initiale f hoisie. Au voisinage de l'axe r�eel, la s�erie �k(s) se omporte ommeune quasi-puissane : il existe a(s) tel que, sur un voisinage omplexe d'un point s0 r�eel, on ait�k(s) � a(s)�(s)kpour k !1 uniform�ement en s sur e voisinage. Par ailleurs, �(s) est analytique sur le demi-plan<(s) > 1, ave un pôle simple en s = 1, et pour s au voisinage de 1 sur e domaine,�(s) � a(s)1� �(s) � �1�0(1) 1s� 1 :Dans le as o�u la fontion s 7! �(s) est p�eriodique, il peut y avoir d'autres pôles r�eguli�erementespa�es sur la droite <(s) = 1. Ce ph�enom�ene de p�eriodiit�e se produit en partiulier pour ertaineslasses de soures simples, mais e sont essentiellement les seuls as o�u il se produit.On d�eduit d'abord ais�ement les deux relations(4.9) h(S) = ��0(1); (S) = �(2):Des tehniques lassiques d'analyse (transform�ee de Mellin, th�eor�eme taub�erien) permettentd'obtenir le omportement de la fontion B au voisinage de 0. Par exemple, si la fontion s 7! �(s)n'est pas p�eriodique, on obtient B(�) � �1�0(1)� pour �! 0:En�n, la s�erie g�en�eratrie des moments (4.7) se omporte presque exatement omme la fontiona(s)�(1 + s)k, e omportement �etant uniforme en s sur un voisinage de 0. Alors des r�esultats las-siques, dûs en partiulier �a Hwang [33℄, montrent que la variable al�eatoire `k suit asymptotiquement(quand k !1) une loi gaussienne, ave(4.10) E[`k℄ � �0(1)k; Var[`k℄ � ��00(1)� �0(1)2�k;la onvergene vers la loi normale �etant en O�1=pk �. (L�a enore, il y a quelques exeptions,essentiellement li�ees �a des soures simples.) Ce r�esultat est une version forte d'un th�eor�eme �el�ebreen Th�eorie de l'Information, dû �a Shannon{Mamillan{Breiman qui montre que pour de < bonnessoures >, l'ensemble Mk des mots de longueur k se r�epartit en deux sous-ensembles : les motsprobables, qui ont �a peu pr�es tous la même probabilit�e, �egale �a exp��kh(S)� et un ensemble demots tr�es peu probables. Le r�esultat obtenu ii d�emontre en plus un ph�enom�ene de onentrationautour de la valeur moyenne.4.3. Comportement des arbres ditionnaires (as des soures de type 1). Pour plus depr�eisions, on peut onsulter [7, 9, 15, 16, 23℄.Une struture de donn�ees essentielle dans les algorithmes de traitement du texte est l'arbredigital, ou trie (le mot < trie > est obtenu par ontration des deux mots < tree > et < retrieval >),et ses variations (le patriia-trie et le suÆx-trie). Un trie est tout simplement un arbre qui implanteun ditionnaire : un dessin suÆt �a omprendre omment il fontionne (voir Figure 11). Les n�udsinternes servent �a diriger la reherhe, et e sont les feuilles qui ontiennent les mots du ditionnaire.Il y a en partiulier (et par d�e�nition) autant de feuilles que de mots dans le trie. Un n�ud du trie(interne ou feuille) peut être �etiquet�e par le hemin qui le lie �a la raine. Pour obtenir le patriia-trie
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Fig. 11. Un exemple de trie et du patriia-trie assoi�eassoi�e, on supprime simplement les noeuds internes qui ne sont pas des points de branhement(voir Figure 11).Les atouts du trie sont sa failit�e d'implantation et son dynamisme : il est faile �a modi�er(insertion, suppression, et.). L'eÆait�e de la struture de donn�ees assoi�ee est li�ee �a la ompait�ede la forme de l'arbre, qu'on peut quanti�er par les param�etres usuels d'un arbre : longueur deheminement externe, nombre de n�uds (internes) | enore appel�e taille |, hauteur, . . . Ii, lamesure de la donn�ee est le nombre n de mots pr�esents dans le ditionnaire.L'analyse de la struture de trie et des arbres de sa desendane a �et�e largement �etudi�ee dansle adre des soures lassiques. On peut onsulter �a e sujet le livre de W. Szpankowski [42℄. Ii,nous herhons �a faire l'analyse dans le adre < dynamique >. Il y a une tr�es grande aÆnit�e entreles propri�et�es du trie et elles de la soure dynamique. Un trie onstruit sur un ensemble de n motsest d�e�ni par l'ensemble X := fx1; x2; : : : ; xng des n r�eels qui ont donn�e naissane aux n mots. Onle d�esigne par la suite par T (X). Un tel trie est ompl�etement d�etermin�e par les n�uds internesqui sont e�etivement pr�esents. Or es n�uds-l�a sont �etiquet�es par les pr�e�xes w pour lesquelsl'intervalle fondamental Iw ontient au moins deux �el�ements de X. Pour que les ontributions del'ensemble X dans deux intervalles fondamentaux disjoints Iw et Iw0 soient ind�ependants, on estalors onduit �a travailler dans un mod�ele de Poisson : on tire la ardinalit�e N de l'ensemble Xsuivant une loi de Poisson de param�etre z,P[N = n℄ = e�z znn! ;puis on tire les n r�eels de l'ensemble X ind�ependamment suivant une loi de densit�e f . Alors lavariable al�eatoire Nw qui mesure la ardinalit�e de l'ensemble Iw \ X suit une loi de Poisson deparam�etre pwz : et, ra, voil�a la probabilit�e fondamentale pw qui intervient de nouveau ! La proba-bilit�e d'existene du n�ud interne nw d'�etiquette w est �egale �a P[Nw � 2℄, tandis que la ontributionde e noeud nw �a la longueur moyenne de heminement externe est E[Nw j Nw � 2 ℄.On obtient ainsi l'expression des valeurs moyennes des deux variables taille, S, et longueur deheminement externe, P . L'indie z fait r�ef�erene au param�etre du mod�ele de Poisson.E[Pz ℄ = Xw2M? pwz(1� e�pwz); E[Sz℄ = Xw2M? �1� e�pwz(1 + pwz)� :



22Ces deux expressions sont des sommes harmoniques, et l'instrument pour �etudier le omportementasymptotique de telles expressions (pour z !1) est la transform�ee de Mellin [25℄Â(s) := Z 10 A(x)xs�1 dxar la transform�ee d'une somme harmonique A(z) se fatorise en un produit de deux fateurs : siA(z) = Xw2M? g(pwz);alors Â(s) = ĝ(s) Xw2M? p�sw :En partiulier, les transform�ees de Mellin des esp�eranes de la taille et de la longueur de hemi-nement externe font intervenir la s�erie de Dirihlet �(s) d�e�nie en (4.6), et, tout partiuli�erementson omportement singulier autour de son pôle dominant s = 1 (qui s'exprime �a l'aide de l'entro-pie ��0(1)).Par ailleurs, la hauteur de T (X) est au plus �egale �a k pourvu qu'il n'existe pas de noeudsinternes nw assoi�es �a des pr�e�xes de longueur k. Compte tenu du ph�enom�ene d'ind�ependaneinduit par le mod�ele de Poisson, on a don :P[Hz � k℄ = Yw2MkP[Nw � 1℄ = Yw2Mk e�pwz(1 + pwz)de sorte que(4.11) logP[Hz � k℄ = �z + Xw2Mk log(1 + pwz):Supposons dans un premier temps que l'on puisse utiliser dans (4.11), pour tous les ouples (w; z)et suessivement, les deux approximations suivantes�pwz + log(1 + pwz) � �p2wz22 puis Xw2Mk p2w = �k(2) � a�(2)k:Alors, la valeur moyenne de la hauteur s'�eritE[Hz℄ �Xk�0�1� exp��az22 �k(2)��et 'est enore une somme harmonique ! La s�erie de Dirihlet assoi�ee,Xk�0 �(2)�ks = 11� �(2)�sa un pôle simple en s = 0, ave un r�esidu qui fait intervenir ��log �(2)��.On peut d'abord rendre rigoureux tout e qui est dit pr�e�edemment. Ensuite, il faut revenir aumod�ele dit de Bernoulli o�u le nombre des mots est �x�e �egal �a n. Dans e as les param�etres �etudi�esse notent S[n℄; P [n℄;H [n℄. On obtient �nalement :Th�eor�eme. Dans une soure dynamique de type 1, les trois param�etres de forme du trie (taille, lon-gueur de heminement, hauteur) onstruit sur n mots de la soure tir�es ind�ependamment ont pour



23valeur moyenne asymptotique (pour n ! 1) les quantit�es suivantes qui font intervenir l'entropieet la probabilit�e de o��nidene,E hS[n℄i � nh(S) ; E hP [n℄i � n lognh(S) ; E hH [n℄i � log n2��log (S)�� :Dans le as de soures p�eriodiques, le terme prinipal de E �S[n℄� fait intervenir un fateur suppl�e-mentaire, qui ontient une fontion de n osillante, ave de faibles amplitudes.Cette approhe est suÆsamment robuste pour s'adapter �a l'analyse des tries plus ompliqu�es(patriia-tries, tries hybrides) ou pour �etudier d'autres param�etres de tries simples (par exemple,la hauteur de pile, qui fait intervenir une soure induite au sens du paragraphe 3.4). Le suÆx-trieest d'un abord plus omplexe : 'est par d�e�nition un trie onstruit sur l'ensemble des suÆxes d'unmot, et la propri�et�e d'ind�ependane entre les mots du ditionnaire n'est plus pr�eserv�ee.5. Analyse dynamique des algorithmes arithm�etiquesL'objet de ette setion est d'illustrer sur un exemple simple l'utilisation des op�erateurs de trans-fert pour l'analyse d'algorithmes arithm�etiques. Nous ommen�ons par traiter le as de l'algorithmed'Eulide standard du alul du p. g. . d. de deux entiers. Le r�esultat que nous exposons ii n'est pasoriginal, puisque le nombre moyen d'it�erations de l'algorithme d'Eulide lassique a �et�e d�etermin�eautour de 1970 ind�ependamment par Heilbronn [30℄ et Dixon [22℄. La m�ethode d�erite est, elle,typique de l'analyse dynamique et peut être failement g�en�eralis�ee dans de multiples diretions(voir paragraphes 5.5 et 5.6).�A partir d'une entr�ee (v1; v0) form�ee de deux entiers positifs v�eri�ant v1 � v0 l'algorithme e�etueune suite de divisions eulidiennes,(5.1) v0 = a1v1 + v2; v1 = a2v2 + v3; : : : vk�1 = akvk + 0:L'algorithme s'arrête d�es qu'apparâ�t un reste nul. Le oût �etudi�e ii est le nombre k de divisionssuessives e�etu�ees.5.1. Le syst�eme dynamique sous-jaent �a l'algorithme. Une �etape de l'algorithme remplaeune paire (v1; v0) par la paire (v2; v1) avev2v1 = v0v1 � a1:Si, �a la plae des paires d'entiers (v1; v0), on onsid�ere les rationnels de la forme v1=v0, la transfor-mation T d�e�nie par T (x) = �1x� := 1x � �1x�o�u bx d�esigne la partie enti�ere de x, exprime (v2=v1) en fontion de (v1=v0). Le syst�eme sous-jaent(voir Figure 12) est omplet et l'ensemble des branhes inverses de la transformation T estH = �h : z 7! 1z +m ���� m 2 N; m 6= 0�:
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Fig. 12. Le syst�eme dynamique eulidien standard5.2. Les s�eries g�en�eratries des oûts. L'ensemble des entr�ees possibles de l'algorithme est~
 = � (u; v) �� 0 � u � v 	;et l'ensemble des entr�ees de taille N est~
N := � (u; v) �� 0 � u � v � N 	:Pour simpli�er l'�etude, nous travaillons sur des ensembles d'entr�ees possibles plus restreints,
 = � (u; v) 2 ~
 �� pgd(u; v) = 1	; 
N := � (u; v) 2 ~
N �� pgd(u; v) = 1	;form�es des entr�ees pour lesquelles la r�eponse de l'algorithme est onnue �a l'avane . . ., mais nousreviendrons ensuite aux ensembles ~
, ~
N plus < naturels >.D�esignons par C(u; v) la fontion de oût orrespondant au nombre de divisions e�etu�ees parl'algorithme d'Eulide sur l'entr�ee (u; v) 2 
. L'analyse en moyenne du oût C est l'�etude duomportement asymptotique de la valeur moyenne du oût C sur 
N ou sur ~
NEN [C℄ = P(u;v)2
N C(u; v)P(u;v)2
N 1 ; ~EN [C℄ = P(u;v)2~
N C(u; v)P(u;v)2~
N 1 ;lorsque N tend vers 1. Les s�eries g�en�eratries de DirihletG1(s) := X(u;v)2
 1v2s =Xv�1 avv2s ; GC(s) := X(u;v)2
 C(u; v)v2s =Xv�1 vv2set leurs homologues < tild�ees >~G1(s) := X(u;v)2~
 1v2s =Xv�1 ~avv2s ; ~GC(s) := X(u;v)2~
 C(u; v)v2s =Xv�1 ~vv2ssont relatives aux oûts intervenant au numerateur et au d�enominateur. Les relations~GC(s) = �(s)GC(s); ~G1(s) = �(s)G1(s)(o�u �(s) est la s�erie zeta de Riemann) montrent qu'il suÆt de travailler sur 
, omme il �etaitannon�e. Ii, av d�esigne le nombre d'�el�ements de 
 ayant un d�enominateur �egal �a v et v d�esigne



25la somme des oûts assoi�es aux �el�ements de 
 ayant un d�enominateur �egal �a v. Remarquons queEN [C℄ s'exprime en fontion des sommes partielles des oeÆients des s�eries pr�e�edentes :EN [C℄ = Pv�N vPv�N av :Le omportement asymptotique des sommes partielles est li�e au omportement des fontions G1et GC via le th�eor�eme taub�erien suivant [21, 43℄.Th�eor�eme taub�erien. Soit une s�erie de Dirihlet F (s) �a oeÆients positifs ou nulsF (s) =Xn�1 ann2stelle que :1. F (s) onverge dans un demi-plan <(s) > � > 0 et est analytique sur <(s) = �, s 6= �,2. il existe  � 0 tel que F (s) = A(s)(s � �)��1 + C(s) o�u A et C sont analytiques en � etA(�) 6= 0.Alors, lorsque N �! 1,Xn�N an = 2A(�)��( + 1)N2� log N �1 + �(N)�; ave �(N) �! 0:Pour appliquer le th�eor�eme pr�e�edent, il faut exprimer les deux s�eries de Dirihlet en fontionde l'op�erateur de transfert assoi�e au syst�eme dynamique. Ce seront alors les propri�et�es spetralesde et op�erateur qui permettront d'�etudier le omportement de G1 et GC au voisinage de � = 1.5.3. Lien entre la fontion de oût et les op�erateurs de transfert. Les ouples (u; v) de 
sur lesquels l'algorithme e�etue exatement k divisions sont eux qui s'�eriventuv = h(0) ave h = h1 Æ � � � Æ hk 2 Hk:Puisque toutes les branhes inverses h 2 H? sont des homographies de d�eterminant 1, la d�eriv�ee h0(z)s'exprime simplement en fontion du arr�e de son d�enominateur : pour (u; v) 2 
 tel que u=v = h(0)ave h 2 H?, on a 1=v2 = ��h0(0)��.Cei permet d'exprimer di��eremment les s�eries de Dirihlet(5.2) G1(s) =Xk Xh2Hk��h0(0)��s; GC(s) =Xk k Xh2Hk��h0(0)��s:Et 'est maintenant que l'op�erateur de transfert Hs assoi�e au syst�eme dynamique intervient. Ii,il est appel�e op�erateur de Ruelle{Mayer et prend la forme bien onnue suivanteHs[f ℄(x) = Xm�1� 1m+ x�2s f � 1m+ x� :La omparaison des relations (2.8) et (5.2) montre queG1(s) =Xk�0Hks [1℄(0) = (1�Hs)�1[1℄(0);GC(s) =Xk�1 kHks [1℄(0) = Hs(1�Hs)�2[1℄(0):Les s�eries de Dirihlet des oûts s'expriment don �a l'aide du quasi-inverse de l'op�erateur de trans-fert.



265.4. Analyse spetrale. Comme le syst�eme dynamique assoi�e est de type 1, l'espae fontionnelad�equat est l'espae A1(V) et l'op�erateurHs est ompat et v�eri�e les propri�et�es (P1), (P2) et (P3)de la Setion 3.2. La quantit�e (1 �Hs)�1[1℄(0) poss�ede un pôle d'ordre 1 en s = 1 dont le r�esiduest �1=�0(1). Comme on l'a vu en (4.9), la valeur ��0(1) est l'entropie du syst�eme dynamique T .Ii, ette entropie fait intervenir des onstantes lassiques et vauth = �26 log 2 � 2:3731:Le th�eor�eme taub�erien s'applique en � = 1, ave  = 0 pour G1 et  = 1 pour GC . Il permetd'obtenir le omportement asymptotique de EN [C℄ et ~EN [C℄,EN [C℄ � ~EN [C℄ � �2�0(1) logN = 12 log 2�2 logN:Cet exemple montre, dans un as simple, la d�emarhe suivie lors de l'analyse dynamique d'al-gorithmes arithm�etiques, tout �a fait onforme au sh�ema d�erit en Figure 1. De fait, l'analysedynamique a permis d'obtenir de nombreux autres r�esultats sur les algorithmes eulidiens (autresoûts, autres algorithmes).5.5. D'autres oûts. On peut d'abord s'int�eresser �a d'autres param�etres, plus pr�eis. L'un d'entreeux est la omplexit�e en bits, d�esign�ee par B, qui ompte le nombre d'op�erations binaires e�etu�eespar l'algorithme. Des m�ethodes similaires �a elles d�erites ii (mais plus subtiles . . .) permettentd'�evaluer la omplexit�e moyenne en bits EN [B℄EN [B℄ � 6 log2 2�2  2 + log2 1Yk=0�1 + 12k�! log22N:On utilise (voir [1, 49℄) �a la fois des op�erateurs pond�er�es (voir 2.5) et les d�eriv�es des op�erateurs parrapport �a la variable s.On peut aussi se poser beauoup d'autres questions sur les rationnels, analogues �a elles qu'on sepose lassiquement sur le d�eveloppement en fration ontinue des nombres r�eels. Par exemple : quelleest la fr�equene d'un hi�re donn�e dans le d�eveloppement en fration ontinue d'un rationnel ? Pourles r�eels, on r�epond �a ette question �a l'aide des th�eor�emes ergodiques. Ii, on remplae l'utilisationdes th�eor�emes ergodiques par les th�eor�emes taub�eriens, et on peut montrer que vis-�a-vis d'unelasse tr�es large de param�etres, les rationnels se omportent < en moyenne > omme les r�eels lefont presque sûrement [49℄.5.6. La lasse des algorithmes eulidiens. Il existe toute une lasse d'algorithmes d'Eulide,ar il y a autant d'algorithmes d'Eulide que de divisions possibles : on peut e�etuer des divisionsarat�eris�ees par la lasse des quotients (quelonques, pairs, impairs), par la position du reste (di-vision par d�efaut, par ex�es, entr�ee, ou plus g�en�eralement �-division), par la parit�e du reste (onpeut vouloir un reste impair, qu'on obtient en enlevant les puissanes de 2 du reste lassique, equi se justi�e tout partiuli�erement quand on veut aluler le symbole de Jaobi �a l'aide de la loide r�eiproit�e quadratique). On peut aussi �eviter les divisions et les remplaer par des op�erationsplus simples (soustrations et d�ealages binaires) : 'est le as de l'algorithme binaire, de l'algo-rithme Plus-Moins et des algorithmes binaires g�en�eralis�es. On peut aussi �eviter les divisions entregrands entiers, et les remplaer par des divisions entre des entiers plus petits : 'est le prinipe del'algorithme de Lehmer{Eulide.�A e jour, les m�ethodes d'analyse dynamique ont permis d'�etablir un adre tr�es g�en�eral o�u l'ona pu analyser (presque) tous les algorithmes it�es. La d�emarhe d�erite dans les paragraphes 5.2



27et 5.3 se g�en�eralise ais�ement, ar, bien que les syst�emes dynamiques < eulidiens > puissent êtreextrêmement divers, ils ont un point ommun important : toutes leurs branhes sont des homogra-phies. Comme la d�eriv�ee d'une homographie s'exprime en fontion du arr�e de son d�enominateur(ave une intervention possible du d�eterminant qui n'est plus toujours �egal �a 1), on peut relier less�eries de Dirihlet des oûts et les op�erateurs de transfert.Mais la g�eom�etrie des branhes et les propri�et�es d'expansion peuvent vraiment varier d'un algo-rithme �a l'autre, et ette lasse dite eulidienne regroupe (presque) toute la diversit�e possible dessyst�emes dynamiques. En partiulier, les algorithmes pseudo-eulidiens (i. e. eux o�u l'on < enl�eve >du reste les �eventuelles puissanes de 2) obligent �a travailler ave des syst�emes dynamiques pro-babilistes, o�u l'on prolonge la valuation dyadique, bien d�e�nie sur les rationnels, en une variableal�eatoire sur les r�eels. Les < bons > espaes fontionnels ne sont pas alors toujours failes �a trouver,et ils peuvent être autres que eux qui sont d�erits en 3.4. L'analyse fontionnelle devient alorsassez d�eliate, et moins standard. En partiulier, dans [46℄, en utilisant un espae fontionnel bienadapt�e �a l'algorithme binaire, qui est alors un espae de Hardy, on a pu analyser et algorithme etr�epondre ainsi �a une onjeture de Brent [5℄. L'espae fontionnel adapt�e �a l'algorithme Plus-Moins[18℄, lui, reste enore �a trouver !Même pour les syst�emes li�es �a des algorithmes eulidiens plus simples, la pr�esene d'un pointindi��erent omplique aussi l'analyse : il faut alors travailler ave le syst�eme dynamique induit (voirparagraphe 3.4), en utilisant des id�ees de Prellberg et Slawny [39℄. C'est le as des syst�emes li�es auxalgorithmes Par Ex�es, Pair ou Soustratif. On obtient alors des algorithmes lents ave un nombred'it�erations quadratique (en log2N) [48℄. Par exemple, la Figure 13 represente six syst�emes dyna-miques eulidiens ; selon les olonnes, on obtient deux omportements bien di��erents ; la premi�ereolonne (qui ontient les syst�emes Standard, Impair et Centr�e) donne lieu �a des algorithmes ra-pides ; la seonde olonne ontient les syst�emes Par Ex�es, Pair, et Soustratif qui ont haun unpoint indi��erent ; elle donne lieu �a des algorithmes lents (omme annon�e en 1.4).La famille des algorithmes japonais est li�ee �a une �-division de la forme a = bq+ r ave un rester 2℄ b(�� 1); b� ℄. Elle est repr�esent�ee Figure 14. Le arr�e total est le arr�e [�1; 1 ℄� [�1; 1 ℄. Pourobtenir la repr�esentation du syst�eme japonais li�e au param�etre � 2 [ 0; 1 ℄, on se limite �a la fenêtred�elimit�ee par le arr�e [��1; � ℄� [��1; � ℄. Les syst�emes dynamiques japonais sont le plus souventnon omplets, en g�en�eral non markoviens (sauf pour des as tr�es partiuliers du param�etre �) etsont assoi�es �a des syst�emes de type 3 [8℄.On peut aussi herher �a analyser des extensions des algorithmes eulidiens en dimension sup�e-rieure : l'algorithme de Gauss qui r�eduit les r�eseaux en dimension 2 [20℄, l'algorithme qui alule lesigne d'un d�eterminant en utilisant deux d�eveloppements < parall�eles > en fration ontinue [47℄.De mani�ere un peu inattendue, l'analyse de es deux algorithmes se r�ev�ele prohe et fait intervenirla grandeur �(2). L'analyse dynamique de l'algorithme LLL, si utilis�e en th�eorie algorithmique desnombres et en ryptographie, reste aussi un probl�eme ouvert �a e jour . . .5.7. Les onstantes eulidiennes. Un ertain nombre de onstantes qui apparaissent dans l'ana-lyse des algorithmes d'Eulide sont li�es �a des objets spetraux des op�erateurs de transfert, et s'ex-priment en fontion de la valeur propre dominante s 7! �(s). Il s'agit tout partiuli�erement del'entropie ��0(1), omnipr�esente, de la valeur �00(1) qui intervient dans les moments d'ordre 2, et dela valeur �(2) qui intervient dans la o��nidene (voir 4.2). Dans l'algorithme d'Eulide standard, lafontion propre dominante est expliite, et don, l'entropie l'est aussi. Mais, même dans e as-l�a,les deux autres valeurs ne sont pas expliites. Il s'agit de pr�eiser le statut de la alulabilit�e de esonstantes, pour les algorithmes d'Eulide g�en�eraux (o�u même l'entropie n'est plus expliite), et deles aluler, si leur statut le permet. Il s'agit aussi de aluler de mani�ere exate la dimension de
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Fig. 13. Les six syst�emes eulidiens lassiques ; �a gauhe, les < rapides > : Standard,Impair, Centr�e ; �a droite, les < lents > : Par Ex�es, Pair, SoustratifHausdor� de r�eels dont les frations ontinues sont < ontraintes >. On pourra onsulter pour plusde d�etails [28, 29, 37, 44℄.6. Un probl�eme enore ouvert : l'analyse en distributionIi, nous avons d�erit prinipalement des analyses en moyenne, o�u l'on herhe �a d�eterminerprinipalement les valeurs moyennes de ertains param�etres, ou plus g�en�eralement leurs momentsd'ordre sup�erieur. C'est alors le omportement de l'op�erateur de transfert (ou de ses g�en�eralis�es)autour de la valeur s = 1 qui joue un rôle essentiel. Mais le rêve de l'algorithmiien onsiste �ae�etuer une analyse en distribution de es param�etres (i. e. herher la distribution limite de esparam�etres quand la taille du probl�eme devient grande). Ce sont alors les propri�et�es de l'op�erateur



29
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