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h 18 and 19, 2002Summary by Fr�ed�eri
 Chazalz, V�eronique Maume-Des
hampsx, and Brigitte Vall�ee{L'analyse en moyenne d'algorithmes vise �a d�eterminer le 
omportement < moyen > des algo-rithmes. Par opposition �a la 
omplexit�e dans le pire des 
as, la 
omplexit�e moyenne d'un algorithmepermet d'appr�ehender les performan
es de l'algorithme de mani�ere < r�ealiste >. Il est maintenant
lassique, en analyse d'algorithmes, de travailler ave
 un outil essentiel, 
elui des s�eries g�en�eratri
es.Les prin
ipales op�erations alg�ebriques sur les stru
tures de donn�ees ou les algorithmes se traduisenten op�erations formelles sur les s�eries g�en�eratri
es. Quand les s�eries g�en�eratri
es sont vues 
ommedes fon
tions de variable 
omplexe, leur singularit�e dominante permet d'obtenir des renseignementspr�e
ieux sur le 
omportement asymptotique moyen de l'algorithme. Cette m�ethodologie est d�e
ritepar exemple dans les livres de Flajolet et Sedgewi
k[24, 27℄.Cependant, quand les algorithmes sont trop < 
orr�el�es >, 
ette m�ethodologie ne peut plus s'ap-pliquer, 
ar les op�erations sur les algorithmes ne se traduisent plus ais�ement en op�erations sur less�eries g�en�eratri
es. C'est alors une id�ee tout �a fait naturelle que de 
onsid�erer un algorithme etl'ensemble de ses donn�ees 
omme un syst�eme dynamique. Les donn�ees sont alors les parti
ules dusyst�eme qui sont soumises au < 
hamp > 
r�e�e par les op�erations que leur font subir l'algorithme.�A un syst�eme dynamique, on asso
ie 
lassiquement, depuis Ruelle, un op�erateur appel�e op�erateurde transfert, ou op�erateur de Ruelle, [40, 41℄ qui permet de d�e
rire l'�evolution du syst�eme. Cetop�erateur d�epend d'un param�etre s, est d�esign�e par Hs, et agit sur un espa
e de fon
tions d'unevariable.Op�erateur de transfert = op�erateur g�en�erateur. L'id�ee originale 
onsiste �a d�etourner l'op�erateurde transfert de son usage habituel et �a le 
onsid�erer 
omme un op�erateur < super-g�en�erateur >, en
e sens qu'il engendre lui-même les s�eries g�en�eratri
es asso
i�ees �a l'algorithme. Les op�erations surles algorithmes 
ontinuent �a se traduire en op�erations sur 
es op�erateurs g�en�erateurs. Par ailleurs,aussitôt que le syst�eme dynamique poss�ede de < bonnes propri�et�es >, 
et op�erateur a des propri�et�esspe
trales dominantes : il existe une valeur propre dominante �(s) positive qui est s�epar�ee du restedu spe
tre par un saut spe
tral. Cette valeur propre dominante joue ainsi un rôle essentiel 
ar
'est elle qui 
on
entre les propri�et�es essentielles du syst�eme. C'est elle qui va jouer le même rôleque la singularit�e dominante dans le 
adre 
lassique des s�eries g�en�eratri
es, et va ainsi permettred'appr�ehender le 
omportement asymptotique moyen de l'algorithme, même quand 
elui-
i est< 
orr�el�e >. C'est la philosophie g�en�erale (voir Figure 1). De fait, l'op�erateur de transfert ne peutyNotes de 
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2pas vraiment être utilis�e < tel que > en analyse d'algorithmes, il a souvent besoin d'être g�en�eralis�e,a�n d'op�erer sur des fon
tions de plusieurs variables. Cet op�erateur g�en�eralis�e, d�esign�e par Hs, �etendd'ailleurs dans un sens fort l'op�erateur 
lassique Hs, puisqu'il a la même valeur propre dominante.
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Fig. 1. Analyse 
lassique, analyse dynamiqueLes domaines d'appli
ation. Cette m�ethodologie, qu'on appelle < analyse dynamique des algo-rithmes > s'est install�ee relativement r�e
emment en analyse d'algorithmes (1995). Elle peut d�ej�as'appliquer �a deux domaines algorithmiques larges, l'algorithmique arithm�etique et l'algorithmiquedu texte. Dans 
ha
un de 
es domaines, la m�ethode prouve son eÆ
a
it�e en permettant de r�esoudredes probl�emes ina

essibles �a la m�ethode 
lassique. La d�emar
he est di��erente dans les deux do-maines : en algorithmique arithm�etique, on 
her
he �a analyser des algorithmes existants et utilis�es.En algorithmique du texte, il y a une double volont�e : on 
her
he �a mod�eliser le 
on
ept de sour
e,qui est le m�e
anisme sous-ja
ent �a tous les algorithmes de texte, puisque 
'est lui qui produit letexte ; on 
her
he ensuite �a analyser les algorithmes quand les textes sont produits sous 
e mod�ele.Bien que les deux domaines soient a priori disjoints, il y a de fait un transfert de m�ethodes de l'undes domaines �a l'autre : en algorithmique arithm�etique, le 
on
ept a �et�e utilis�e pour des syst�emesdynamiques de plus en plus 
omplexes qui se sont < spontan�ement > pr�esent�es, lors de l'analysed'algorithmes 
lassiques existant. Ces syst�emes qui apparaissent naturellement en algorithmique,apparaissent souvent 
omme non 
lassiques aux dynami
iens. Il �etait alors tentant d'utiliser 
etteexp�erien
e pour �elargir la possible mod�elisation dans le 
ontexte de l'algorithmique du texte, etpour g�en�eraliser progressivement la d�e�nition des sour
es dynamiques.Plan. On 
ommen
e par rappeler, dans la Se
tion 1, les propri�et�es de base des syst�emes dyna-miques. Puis, la Se
tion 2 pr�esente les op�erateurs qui seront utilis�es dans les analyses et qui sesituent dans la lign�ee des op�erateurs de transferts des dynami
iens. La Se
tion 3 d�e
rit le 
adred'analyse fon
tionnelle n�e
essaire �a l'obtention des propri�et�es spe
trales. Alors, tout est prêt pourd�e
rire l'analyse dynamique, et 
e, �a travers deux 
hamps d'appli
ation : le texte dans la Se
tion 4et l'arithm�etique dans la Se
tion 5.Ces notes visent �a introduire le sujet de l'analyse dynamique des algorithmes, et �a donner quelquesexemples 
l�es. Elles sont 
ompl�et�ees par une bibliographie assez exhaustive. On pourra aussi 
onsul-ter la page du groupe d'Analyse dynamique �a l'adressehttp://users.info.uni
aen.fr/~daireaux/ANADY/index.html .



3Ces notes 
orrespondent �a un 
ours donn�e par Viviane Baladi et Brigitte Vall�ee lors des journ�eesannuelles du groupe de travail AL�EA en mars 2002. Les Se
tions 1 et 3 r�esument plutôt le 
oursdonn�e par Viviane, tandis que les Se
tions 2, 4, 5 sont relatives au 
ours de Brigitte. Ces notesr�esument en quelque sorte l'a
tivit�e du groupe d'Analyse dynamique entre 1995 et 
e jour. BrigitteVall�ee tient �a remer
ier tous 
eux qui ont 
ontribu�e �a 
e travail : en tout premier lieu, PhilippeFlajolet, mais aussi tous 
eux qui font partie ou ont, �a un moment ou un autre, fait partie dugroupe 
aennais : (par ordre alphab�etique) Ali Akhavi, J�er�emie Bourdon, Julien Cl�ement, BenoitDaireaux, Herv�e Daud�e, Julien Fayolle, Charlie Lem�ee, Loi
k Lhote. Un grand mer
i �a J�er�emieBourdon pour le prêt des �gures tir�ees de son m�emoire de th�ese . . ., aux rele
teurs attentifs de 
etexte et tout parti
uli�erement �a l'�editeur de 
e volume.1. Syst�emes dynamiquesI
i, on donne la d�e�nition des syst�emes dynamiques et on insiste sur leurs prin
ipales 
a-ra
t�eristiques. Le le
teur int�eress�e �a la probl�ematique g�en�erale des syst�emes dynamiques pourra
onsulter le livre [4℄. Les livres [12, 36℄ 
onstituent une tr�es bonne introdu
tion �el�ementaire auxsyst�emes dynamiques de l'intervalle.1.1. Syst�eme dynamique. Un syst�eme dynamique (de l'intervalle) est d�e�ni par les �el�ementssuivants (voir un exemple Figure 2) :1. un alphabet M in
lus dans N, �ni ou d�enombrable.2. une partition topologique de I :=℄ 0; 1 [ en intervalles ouverts disjoints Im, pour m 2M, i. e.�I = Sm2M �Im.3. une appli
ation de 
odage �, 
onstante et �egale �a m sur 
haque Im.4. une appli
ation de d�e
alage T : I ! I inversible et de 
lasse C2 sur 
haque Im. On d�esignepar Jm = TIm l'image par T de l'intervalle Im, par hm : Jm ! Im l'inverse lo
al (appel�een
ore bran
he inverse) de T restreint �a Im, et par H l'ensemble H := fhm j m 2 Mg desbran
hes inverses de T .

Fig. 2. Exemple de sour
e dynamique ave
 un alphabet M de 
ardinal 3



4 Il y a plusieurs 
ara
t�eristiques importantes d'un syst�eme dynamique, li�ees en parti
ulier �a lar�egularit�e des bran
hes hm, �a leur g�eom�etrie (
'est-�a-dire �a la position des intervalles Jm par rapportaux intervalles Im), au nombre de bran
hes, �ni ou in�ni, aux propri�et�es d'expansion du syst�eme(le d�e
alage T sera dit expansif s'il existe � > 1 pour lequel ��T 0(x)�� � � > 1).La traje
toire (ou l'orbite) d'un �el�ement x 2 I est la suite :T (x) := (x; Tx; : : : ; T kx; : : : ):Si on utilise l'appli
ation de 
odage �, on peut asso
ier au r�eel x le mot in�ni M(x) 
onstruit surl'alphabet M, M(x) = ��(x); �(Tx); : : : ; �(T kx); : : :�:On pourra se reporter �a la Figure 3 pour un exemple de 
es deux notions.

xT xT x2 T x3Fig. 3. Une orbite 
r�e�ee par une sour
e dynamique et le mot �emis asso
i�e 
ba
 : : :1.2. Utilisation en algorithmique. En algorithmique, les syst�emes dynamiques interviennentnaturellement dans deux types de 
ontextes : les algorithmes arithm�etiques et les algorithmes dutexte.Les algorithmes arithm�etiques. Un 
ertain nombre d'algorithmes de type < algorithmes d'Eu
lide >suivent le s
h�ema suivant.Entr�ee : x 2 ITant que x 62 F faire x := T (x)Renvoyer xI
i, F d�esigne l'ensemble des �etats �naux de l'algorithme. La tra
e d'une ex�e
ution de l'algo-rithme sur l'entr�ee x est alors la traje
toire tronqu�ee ~T (x) qui s'arrête d�es que x entre dans F .Le syst�eme asso
i�e �a la transformation T (qu'on appelle le syst�eme sous-ja
ent �a l'algorithme) peutêtre tr�es vari�e. Pour 
ette 
lasse d'algorithmes, le syst�eme dynamique de r�ef�eren
e est asso
i�e �a latransformation T d�e�ni par T (x) := 1x � �1x�
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Fig. 4. Les deux syst�emes dynamiques de r�ef�eren
e(voir Figure 4 gau
he), mais la Se
tion 5 donnera des exemples d'algorithmes < naturels > qui fontintervenir des syst�emes dynamiques assez 
omplexes.Les algorithmes du texte. Le syst�eme dynamique intervient i
i fortement 
ar 
'est lui qui produitle texte. Plus pr�e
is�ement, on 
onsid�ere le mod�ele probabiliste suivant : on se donne une densit�esur I et on �etudie l'ensemble des mots de MN de la formeM(x) = ��(x); �(Tx); : : : ; �(T kx); : : :�lorsque x 2 I est 
hoisi suivant la densit�e f . Le syst�eme dynamique de r�ef�eren
e (voir Figure 4droite) est alors asso
i�e �a la transformation T d�e�nie parT (x) := 2x� b2x
qui donne lieu aux suites de 
hi�res binaires ind�ependants et �equiprobables. La Se
tion 4 donnerades exemples d'analyse d'agorithme de texte, quand le texte est produit par une sour
e dynamique.1.3. Premi�ere 
ara
t�eristique des syst�emes dynamiques : la g�eom�etrie des bran
hes. Lag�eom�etrie du syst�eme d�e
rit la position des intervalles Jm := TIm par rapport aux intervalles Im.Elle permet de 
ara
t�eriser l'ensemble Sm su

esseur du symbole m, form�e de tous les symboles quipeuvent être �emis apr�es le symbole m. La g�eom�etrie du syst�eme donne ainsi un premier a

�es �a la
orr�elation entre les symboles su

essifs �emis.Syst�eme 
omplet. On dira que le syst�eme est 
omplet si pour tout m 2 M, l'intervalle Jm estl'intervalle I tout entier. Tous les symboles de l'alphabet M sont possiblement �emis apr�es toutsymbole m et don
 Sm =M pour tout symbole m. Ces syst�emes-l�a sont (dans un sens �a pr�e
iser)les moins 
orr�el�es.Syst�eme markovien. Pour 
es syst�emes, l'ensemble Sm des symboles �emis apr�es un symbole m ned�epend que dem, et non de 
e qui s'est pass�e avant. Par d�e�nition, et dans le 
as d'un alphabet �ni,on dit qu'un syst�eme est markovien si tout intervalle Jm := TIm est r�eunion �nie d'intervalles I`.Plus pr�e
is�ement, pour tout m 2M, il existe un sous ensemble Lm �M tel queJm = [`2Lm I`;



6et dans 
e 
as, on a Sm = Lm. La Figure 5 donne un exemple o�uJ1 = I1 [ I2; J2 = I2 [ I3; J3 = I:

Fig. 5. Une sour
e dynamique markovienneDans le 
as d'un alphabet in�ni, il faut être un peu plus pr�e
is. On dit qu'un syst�eme estmarkovien s'il existe une partition �nie de I en intervalles K` (` 2 L et L �nie) telle que1. tout intervalle Jm est r�eunion (n�e
essairement �nie) d'intervalles K`, pour ` 2 Lm ;2. tout intervalle K` est r�eunion (en g�en�eral non �nie) d'intervalles Im, pour m 2M`.Un �el�ement ` de L joue un rôle similaire �a 
elui d'un �etat dans une 
hâ�ne de Markov. Pour deux�etats k et `, on d�esigne parMkj` l'ensemble des symboles deM qui permettent de passer de l'�etat `�a l'�etat k,Mkj` := fm 2M j Im � K` et Kk � Jm g = fm 2M j m 2M` et k 2 Lm g:La matri
e sous-ja
ente au syst�eme dynamique est la matri
e bool�eenne P dont le 
oeÆ
ient pk;`est d�e�ni par(1.1) pk;` = 1 si et seulement si Mkj` 6= ;:Elle d�e
rit les transitions possibles entre symboles, et le 
as parti
ulier o�u P est une matri
eirr�edu
tible est important, puisqu'il traduit une propri�et�e de m�elange entre les symboles. (Unematri
e irr�edu
tible est une matri
e dont tous les 
oeÆ
ients sont positifs et qui poss�ede unepuissan
e dont tous les 
oeÆ
ients sont stri
tement positifs.)Parfois, la partition de d�epart (Im)m2M ne donne pas lieu �a un syst�eme markovien, mais ilse peut qu'un raÆnement de la partition y donne lieu. La d�e�nition plus g�en�erale d'un syst�ememarkovien est �nalement la suivante : on 
onstruit, �a partir de l'ensemble S des extr�emit�es desintervalles Im de la partition initiale, les ensembles(1.2) S [p℄ := p[i=1T i(S) ;le syst�eme est markovien si la suite des S [p℄ d�ebute par un premier terme S [1℄ �ni et est stationnaire.
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Fig. 6. �A gau
he, orbite 
haotique ; �a droite, orbite ave
 intermitten
eSyst�eme non markovien. Dans 
e 
as, les symboles qui peuvent être �emis �a un moment donn�e nepeuvent être 
ara
t�eris�es en ne 
onsid�erant qu'une partie born�ee de l'histoire pr�e
�edente : 
e sontles syst�emes les plus 
omplexes.1.4. Importan
e du 
ara
t�ere expansif. Rappelons qu'un syst�eme est expansif si le nombre� := inf ��T 0(x)�� est stri
tement plus grand que 1. La grandeur Æ := 1=� est le 
oeÆ
ient de
ontra
tion des bran
hes inverses, et toute bran
he inverse h de T v�eri�e ��h0(x)�� � Æ. �A premi�ere vue,le 
ara
t�ere expansif du d�e
alage (ou, de mani�ere �equivalente, le 
ara
t�ere 
ontra
tant des bran
hesinverses) n'apparâ�t pas essentiel. Pour se persuader de l'importan
e de 
e fa
teur, il suÆt de
omparer le 
omportement des orbites de deux syst�emes : l'un est asso
i�e �a un d�e
alage T pour lequelT 2 est expansif ; l'autre est < presque > expansif, puisqu'il existe un point �xe indi��erent x0 (i. e. unpoint x0 pour lequel T (x0) = x0, ��T 0(x0)�� = 1), alors que tous les autres points v�eri�ent ��T 0(x)�� > 1(voir Figure 6). Dans le premier 
as, la traje
toire est 
haotique ; dans l'autre, elle pr�esente desph�enom�enes d'intermitten
e, et quand la traje
toire s'appro
he de 
e point �xe indi��erent, elles'en �eloigne �a grand peine . . . Ces deux syst�emes 
r�eeront une algorithmique vraiment di��erente,le premier donnant lieu �a un algorithme rapide, et le se
ond, qui perd beau
oup de temps pr�esde son point �xe, donnant lieu �a un algorithme lent. Nous reviendrons �a 
ette situation dans lesparagraphes 3.4 et 5.6.2. Le prin
ipal outil de l'analyse dynamique : l'op�erateur de transfert et sades
endan
eI
i, on d�e�nit les prin
ipaux op�erateurs qui sont les outils privil�egi�es de l'analyse dynamique. Ilsproviennent tous de l'op�erateur transformateur de densit�e, qui est leur an
être 
ommun.2.1. Op�erateur transformateur de densit�e. Nous venons de d�e
rire 
omment la possibilit�ed'�emettre �a un instant donn�e tel ou tel symbole �etait li�ee �a la g�eom�etrie du syst�eme. Maintenant,nous nous posons une question plus �ne : ave
 quelle probabilit�e un symbole | s'il peut être�emis | va-t-il être �emis ? Cette question est tr�es li�ee �a la mani�ere dont le d�e
alage T d�eforme lesmesures sur l'intervalle I. Plus pr�e
is�ement, la densit�e de probabilit�e sur I �evolue lorsqu'on it�erela transformation de d�e
alage T , et 
'est l'op�erateur transformateur de densit�e, d�esign�e par H,qui quanti�e 
e ph�enom�ene. Pour une densit�e initiale f , on d�esigne par H[f ℄ la densit�e apr�es uneit�eration de T . On a ainsi :(2.1) H[f ℄(x) = Xm2M��h0m(x)�� f Æ hm(x) 1Jm(x);o�u 1A repr�esente la fon
tion indi
atri
e de l'ensemble A. Informellement, si f est la densit�e initiale,la densit�e en un point x, apr�es une it�eration, est apport�ee par tous les ant�e
�edents possibles de x.
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dy

dx dx dxa b cFig. 7. L'�evolution de la densit�eL'ant�e
�edent de x provenant de la bran
he d'indi
e m existe si x appartient �a Jm, et dans 
e 
as,il apporte la densit�e f Æ hm(x) distordue par le terme ��h0m(x)�� (li�e �a la formule de 
hangement devariable). La 
omposante H[m℄ de l'op�erateur relative au symbole mH[m℄[f ℄(t) := ��h0m(t)�� f Æ hm(t) 1Jm(t)d�esigne ainsi la 
ontribution apport�ee par la bran
he d'indi
e m (voir Figure 7).C'est 
ette distorsion possible par le fa
teur ��h0m(x)�� qui va 
onstituer le deuxi�eme fa
teur de
orr�elation. Si les bran
hes sont aÆnes, ave
 don
 une d�eriv�ee 
onstante, 
ette distorsion n'existerapas. Pour une g�eom�etrie de bran
hes �x�ee, 
e sont don
 les syst�emes dynamiques �a bran
hes aÆnesqui seront les moins 
orr�el�es. �A l'oppos�e, 
eux dont les bran
hes ont une d�eriv�ee se
onde grande(en valeur absolue) donneront lieu �a des sour
es fortement 
orr�el�ees. En parti
ulier, 
'est plutôt lad�eriv�ee de x 7! log��h0(x)�� qui va intervenir, et la 
ondition de distorsion born�ee,(2.2) 9
 > 0; 8x 2 I; 8h 2 H; ��h00(x)�� � 
��h0(x)��;toujours v�eri��ee lorsque le nombre de bran
hes est �ni, intervient de mani�ere fr�equente.Le k-i�eme it�er�e de l'op�erateur H a aussi une forme tr�es simple ; grâ
e �a la propri�et�e de multi-pli
ativit�e des d�eriv�ees de fon
tions 
ompos�ees, il s'exprime 
omme une somme qui fait intervenirtous les mots w de Mk,(2.3) Hk[f ℄(x) = Xw2Mk jh0w(x)j f Æ hw(x) 1Jw (x):I
i, pour un mot w deMk de la forme w := m1m2 : : : mk, la notation hw d�esigne la bran
he inversede T k de la forme hw := hm1 Æ� � �Æhmk 2 Hk et Jw d�esigne l'intervalle de d�e�nition de la bran
he hw.Cas parti
ulier des syst�emes 
omplets et markoviens. Comme nous le verrons plus loin, la pr�esen
edes fon
tions indi
atri
es apporte un 
ertain nombre de 
ompli
ations. Le 
as le plus simple estdon
 
elui des syst�emes 
omplets o�u 
es fon
tions indi
atri
es n'existent pas.Dans le 
as d'un syst�eme markovien, quitte �a travailler ave
 une matri
e d'op�erateurs, on peutfaire < disparâ�tre > 
es fon
tions indi
atri
es, en pro
�edant 
omme suit : �a une fon
tion f d�e�nie



9sur I, on asso
ie la suite (�nie) des fon
tions f`, o�u f` est la restri
tion de f �a l'intervalle K`.Au lieu de faire agir l'op�erateur H sur f , et de 
onsid�erer le transform�e g := H[f ℄, on 
onsid�erequ'il agit sur la suite ~f des f` et on d�esigne par gk la k-i�eme 
omposante de ~g (i. e. la restri
tionde g �a Kk) On a 
lairement gk = X̀2L Xm2Mkj`H[m℄[f`℄;de sorte que H est maintenant (�a 
onjugaison pr�es) une matri
e d'op�erateurs, d�esign�ee par ~H, dedimension jLj � jLj dont le 
oeÆ
ient situ�e en position (k; `) est l'op�erateur~Hk;` := H[kj`℄ = Xm2Mkj`H[m℄ ;En rempla�
ant ainsi l'�egalit�e g := H[f ℄ par l'�egalit�e ~g := ~H[ ~f ℄, on a supprim�e toutes les fon
tionsindi
atri
es . . .2.2. Op�erateur transformateur de densit�e, intervalles fondamentaux et probabilit�esfondamentales. Si w est un mot �ni, on d�esigne par pw la probabilit�e qu'un mot produit par lasour
e 
ommen
e par w.Asso
ions �a un mot w de longueur �nie k la bran
he inverse hw ; l'intervalle hw(I) est alorsl'ensemble des r�eels x pour lesquels le mot M(x) d�ebute par le pr�e�xe w : 
'est 
e que nousappelons l'intervalle fondamental asso
i�e au mot w, et que nous d�esignons par Iw ; pour un motr�eduit �a un symbole m, 
'est exa
tement l'intervalle Im de la partition initiale. Consid�erons unedensit�e de probabilit�e f sur l'intervalle I. La mesure de l'intervalle Iw = hw(I) est exa
tement laprobabilit�e pw et pw := Zhw(I) f(t) dt = ZI jh0w(t)j f Æ hw(t) 1Jw (t) dt:La 
omposante de l'op�erateur Hk relatif �a la bran
he hw, d�esign�ee par H[w℄ et d�e�nie par(2.4) H[w℄[f ℄(t) := ��h0w(t)�� f Æ hw(t) 1Jw (t)permet don
 d'exprimer la probabilit�e pw, via la relation(2.5) pw = ZI H[w℄[f ℄(t) dt;de sorte que 
et op�erateur H[w℄ peut être 
onsid�er�e 
omme l'op�erateur < g�en�erateur > de la proba-bilit�e pw. De plus, la 
on
at�enation ww0 entre deux mots se traduit par la propri�et�e de 
omposition(2.6) H[ww0℄ =H[w0℄ ÆH[w℄;qui est essentielle 
ar elle permet de g�en�eraliser la propri�et�e multipli
ativepww0 = pwpw0qui n'est v�eri��ee que par les sour
es sans m�emoire.2.3. Sour
es 
lassiques simples : sour
es sans m�emoire, 
hâ�nes de Markov. Pour uneg�eom�etrie donn�ee, les syst�emes dynamiques les plus simples sont 
eux dont les bran
hes sont aÆnes.Une sour
e sans m�emoire est mod�elis�ee par un syst�eme dynamique 
omplet �a bran
hes aÆnes,initialis�e ave
 la densit�e uniforme. La Figure 8 donne un exemple de mod�elisation possible d'unesour
e sans m�emoire qui produit trois symboles suivant les probabilit�es 1=2; 1=6; 1=3.
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Fig. 8. Une sour
e sans m�emoire, une 
hâ�ne de MarkovUne 
hâ�ne de Markov est mod�elis�ee par un syst�eme dynamique markovien �a bran
hes aÆnes,initialis�e ave
 une densit�e 
onstante sur 
haque K`. La Figure 8 montre un exemple de mod�elisationd'une 
hâ�ne de Markov d'ordre 1.Une 
hâ�ne de Markov d'ordre k s'obtient en 
assant en mor
eaux les bran
hes (aÆnes) d'une
hâ�ne de Markov d'ordre k � 1. La Figure 8 montre 
omment on peut passer du 
as k = 0 au
as k = 1. C'est pour 
ela, que, informellement du moins, un syst�eme g�en�eral markovien peut être
onsid�er�e 
omme une limite de 
hâ�nes de Markov d'ordre de plus en plus �elev�e.2.4. L'op�erateur de transfert. Dans l'�etude des syst�emes dynamiques, il est tr�es utile de g�en�e-raliser l'op�erateur transformateur de densit�e H (d�e�ni en (2.1) en lui adjoignant un param�etre s.On obtient alors l'op�erateur de transfert, d�esign�e par Hs et d�e�ni par(2.7) Hs[f ℄(x) = Xm2M��h0m(x)��s f Æ hm(x) 1Jm(x):I
i, l'ajout du param�etre s permettra de relier 
et op�erateur �a des s�eries g�en�eratri
es et pluspr�e
is�ement �a des s�eries g�en�eratri
es de Diri
hlet.Comme en (2.3), le k-i�eme it�er�e de l'op�erateur Hs a aussi une forme tr�es simple, et s'exprime
omme une somme qui fait intervenir tous les mots w de Mk,(2.8) Hks [f ℄(x) = Xw2Mk��h0w(x)��s f Æ hw(x) 1Jw (x):Nous aurons besoin des 
omposantes de tels op�erateurs, et nous d�esignerons parHs;[w℄ l'op�erateurasso
i�e �a la bran
he hw et d�e�ni parHs;[w℄[f ℄(t) := ��h0w(t)��s f Æ hw(t) 1Jw(t):Remarquons 
ependant que 
et op�erateur, qui v�eri�e une propri�et�e de 
omposition analogue �a (2.6),(2.9) Hs;[ww0℄ = Hs;[w0℄ ÆHs;[w℄ne permet pas d'exprimer simplement la quantit�e psw.L'op�erateur qui fait intervenir l'ensemble M? de tous les mots (�nis) produits par la sour
e estalors la somme de tous les it�er�es k-i�eme de l'op�erateur d�e�nis en (2.8) : 
'est 
e que nous appelonsle quasi-inverse ou l'�etoile,(2.10) (1�Hs)�1 :=Xk�0Hks ;



11et qui jouera un rôle si important dans la suite . . .2.5. Pond�eration de l'op�erateur de transfert. Dans les appli
ations aux algorithmes (et toutparti
uli�erement aux algorithmes arithm�etiques), on d�esire souvent pond�erer 
haque bran
he dud�e
alage par une quantit�e qui mesure le 
oût de l'algorithme asso
i�e quand l'ex�e
ution < passepar > la bran
he. Ce 
oût peut d�ependre de mani�ere assez vari�ee de la bran
he, mais, tr�es souvent,
omme nous le verrons dans les appli
ations, 
e 
oût est < additif >, et le 
oût total d'une ex�e
utionest la somme des 
oûts dûs �a l'emprunt de 
haque bran
he. On rempla
e alors 
haque op�erateur
omposant Hs;[w℄ par un op�erateur pond�er�e par un 
oût 
,H[
℄s;u;[w℄ := u
(hw)Hs;[w℄;et l'additivit�e des 
oûts montre que la propri�et�e de 
omposition se prolonge aux op�erateurs pond�er�es.2.6. Op�erateur de transfert g�en�eralis�e. Il est n�e
essaire i
i de 
onsid�erer des sour
es dyna-miques 
ompl�etes ou markoviennes. Commen�
ons par le 
as 
omplet. Les quantit�es psw s'exprimentalors en fon
tion de l'op�erateur de transfert g�en�eralis�e, appel�e en
ore op�erateur s�e
ant. Si F d�esignela fon
tion de r�epartition de f , la quantit�e psw s'exprime 
ommepsw = ��F Æ hw(0)� F Æ hw(1)��s;et fait don
 intervenir la valeur de la fon
tion F Æ hw en les deux points x = 0 et x = 1. C'estpourquoi on introduit un op�erateur de transfert Hs;[w℄ qui agit sur des fon
tions de deux variablesen utilisant la < s�e
ante > de la bran
he hw (d'o�u son nom d'op�erateur s�e
ant)Hs;[w℄[�℄(u; v) := ����hw(u)� hw(v)u� v ����s��hw(u); hw(v)�;
e qui r�esout le probl�eme puisque(2.11) psw = Hs;[w℄[Ls℄(0; 1) ave
 L(x; y) = ����F (x)� F (y)x� y ���� :La multipli
ativit�e de la < s�e
ante > permet de prouver la propri�et�e de 
ompositionHs;[ww0℄ = Hs;[w0℄ Æ Hs;[w℄;qui, 
omme en (2.6) g�en�eralise la relation psww0 = pswpsw0 .Les op�erateurs qui g�en�eralisent respe
tivement Hs, ses it�er�es Hks et son quasi-inverse (1�Hs)�1sont alors les op�erateurs Hs, Hks et (1� Hs)�1 d�e�nis par(2.12) Hs := Xm2MHs;[m℄; Hks = Xw2Mk Hs;[w℄; (1� Hs)�1 = Xw2M?Hs;[w℄:Ce formalisme peut se transporter ais�ement dans le 
as d'une sour
e markovienne : la matri
e Hsa pour 
oeÆ
ient l'op�erateur Hs;[kj`℄.2.7. Probl�emes �a longueur �x�ee, ou �a longueur quel
onque. Comme le montrent les re-lations (2.8), (2.10) et (2.12), les k-i�eme it�er�es des op�erateurs font intervenir l'ensemble Mk desmots de longueur k et les quasi-inverses l'ensembleM? de tous les mots �nis. Si on travaille sur desprobl�emes �a taille �x�ee (longueur des textes �x�ee pour les algorithmes de texte, nombre d'it�erations�x�e pour les algorithmes arithm�etiques), 
'est don
 le 
omportement asymptotique de 
es k-i�emeit�er�es qu'on utilisera (pour k ! 1). Si le probl�eme fait intervenir toutes les tailles possibles, lesop�erateurs ad�equats seront les op�erateurs quasi-inverses, et on s'int�eressera �a leurs singularit�es.Pour une matri
e M , le 
omportement asymptotique de Mk ou les singularit�es de (Id �M)�1sont tr�es li�es aux propri�et�es spe
trales de la matri
e M , et en parti
ulier aux propri�et�es spe
trales



12dominantes (
orrespondant aux valeurs propres ayant le plus grand module). Nous sommes don

onduits �a �etudier l'analogue, mais en dimension in�nie.3. Analyse fon
tionnelle et propri�etes spe
tralesCette se
tion est d�edi�ee �a l'�etude des propri�et�es spe
trales des op�erateurs de transfert. Un livrede r�ef�eren
e est 
elui de V. Baladi [2℄.Pour un op�erateur L qui agit sur un espa
e de Bana
h F , le spe
tre SpL de L est l'ensembledes nombres 
omplexes z pour lesquels L� z1 : F ! F n'est pas inversible. Un �el�ement z de SpLest une valeur propre si L � z1 n'est pas inje
tive. En dimension �nie, le spe
tre d'une matri
eest l'ensemble de ses valeurs propres. L'espa
e sur lequel agit l'op�erateur est fondamental 
ar lespe
tre d'un op�erateur d�epend beau
oup de l'espa
e sur lequel il op�ere. (Plus l'espa
e est < gros >,plus il 
ontient de possibles fon
tions propres, et plus le spe
tre est lui-même < gros >.) Ainsi, unop�erateur peut avoir de < bonnes > propri�et�es spe
trales sur un espa
e et de moins bonnes sur unautre. Le 
hoix de 
et espa
e est fondamental et 
onstitue g�en�eralement un des points d�eli
ats del'analyse.3.1. Crit�eres de 
hoix pour l'espa
e fon
tionnel. Ce 
hoix r�esulte en g�en�eral d'un 
ompromis :On veut que l'espa
e fon
tionnel F soit suÆsamment < gros > pour que l'op�erateur de transfert Hsop�ere sur F (i. e. Hs[F ℄ � F). Mais on veut aussi qu'il ne soit pas trop gros pour que le spe
trereste dis
ret (form�e de points isol�es), ou du moins que la partie < sup�erieure > du spe
tre restedis
r�ete.Ce 
hoix va d�ependre des 
ara
t�eristiques du syst�eme dynamique. Il sera di
t�e en tout premierlieu par la g�eom�etrie du syst�eme, et modul�e par la r�egularit�e des bran
hes. Dans la formule (2.7),apparaissent les fon
tions 
ara
t�eristiques 1Jm . En fon
tion de la g�eom�etrie du syst�eme, 
es fon
tions
ara
t�eristiques peuvent introduire des dis
ontinuit�es, et Hs[f ℄ peut être dis
ontinue même si f esttr�es r�eguli�ere.1. Si le syst�eme est 
omplet, les op�erateurs Hs n'introduisent pas de dis
ontinuit�es et onpeut travailler sur des espa
es de fon
tions r�eguli�eres (fon
tions Cr sur I, fon
tions ana-lytiques, et
.) adapt�es �a la r�egularit�e des bran
hes hm.2. Si le syst�eme est markovien, les op�erateurs Hps introduisent des dis
ontinuit�es uniquementau bord des K` et on peut travailler sur des espa
es de fon
tions r�eguli�eres sur 
ha
un desK`, ayant don
 un nombre �ni de dis
ontinuit�es.3. En�n, si le syst�eme n'est pas markovien, on introduit �a 
haque it�eration de nouvelles dis
on-tinuit�es, de sorte que l'ensemble des dis
ontinuit�es introduites est d�enombrable et peut êtredense dans I. On est alors 
onduit �a travailler sur l'espa
e des fon
tions �a variation born�ee.3.2. Le bon 
omportement d�esir�e. On 
onsid�ere d'abord le 
as o�u s = 1. L'op�erateur �etudi�eest don
 le transformateur de densit�e H.Sur un espa
e fon
tionnel ad�equat F , les propri�et�es(P1) la valeur 1 est valeur propre simple dominante unique de H,(P2) il y a un saut spe
tral : le reste du spe
tre de H est 
ontenu dans un disque de rayonstri
tement inf�erieur �a 1,entrainent un 
ertain nombre de 
ons�equen
es. Tout d'abord, il existe alors un disque � du plan
omplexe, de fronti�ere 
, qui 
ontient 
omme seul point du spe
tre la valeur 1. De plus, l'op�erateur



13P d�e�ni par P := 12i� Z
(z1�H)�1 dzest le proje
teur sur le sous-espa
e propre dominant, et l'op�erateur H se d�e
ompose en H = P+No�u N est un op�erateur dont le spe
tre est le même que 
elui de H, ex
ept�e la valeur 1. Le rayonspe
tral de N est ainsi stri
tement inf�erieur �a 1. En�n, on a aussi Hk = P+Nk de sorte que(3.1) (1� zH)�1 = P1� z +R(z);ave
 une fon
tion reste R, R(z) := (1� zN)�1 �P =Xk�1 zk(Hk �P)qui d�e
rit les 
orr�elations du syst�eme dynamique. De plus, le proje
teur P s'exprime en fon
tionde la fon
tion propre dominante �, normalis�ee par RI �(u) du = 1, sous la forme :P[f ℄(t) = �(t)ZI f(u) du:Si, de plus, la 
ondition (P3) suivante est satisfaite,(P3) l'appli
ation s 7! Hs est analytique sur un voisinage de s = 1,la th�eorie de la perturbation s'applique alors [34℄ et montre l'existen
e de fon
tions s 7! �(s),s 7! Ps, s 7! Ns analytiques dans un voisinage de s = 1. I
i, �(s) est la valeur propre dominantede Hs, Ps est le proje
teur sur le sous-espa
e propre dominant et Ns est un op�erateur dont lerayon spe
tral est stri
tement inf�erieur �a ���(s)��. La d�e
omposition Hks = �(s)kPs +Nks perdure et�nalement, la d�e
omposition spe
trale(3.2) (1�Hs)�1 = Ps1� �(s) +Ns(1�Ns)�1montre que (1 � Hs)�1 poss�ede un pôle d'ordre 1 en s = 1, dont le r�esidu est ��0(1)P. Cettederni�ere valeur ��0(1) est l'entropie du syst�eme dynamique, 
omme nous le verrons plus loin.3.3. Compa
it�e et quasi-
ompa
it�e. La propri�et�e (P1) est une propri�et�e de type Perron{Frobenius : elle est li�ee �a des propri�etes de forte positivit�e. Rappelons que la propri�et�e (P1) estv�eri��ee pour une matri
e M sto
hastique qui a une puissan
e k-i�eme dont tous les 
oeÆ
ients sontstri
tement positifs.La propri�et�e (P2) est toujours vraie en dimension �nie, 
ar le spe
tre est alors �ni. Plus g�en�eralement,la validit�e de (P2) est assur�ee aussitôt que le spe
tre de H est dis
ret, ou, du moins, aussitôt quela partie < sup�erieure > du spe
tre est dis
ret.Les op�erateurs 
ompa
ts sont les op�erateurs qui, en dimension in�nie, ressemblent le plus auxop�erateurs de la dimension �nie. Leur spe
tre est dis
ret �a 
e
i pr�es qu'un point d'a

umulation estpossible en 0, et la validit�e de (P2) est alors assur�ee. Mais, on ne peut pas toujours trouver un espa
efon
tionnel F sur lequel l'op�erateur H soit 
ompa
t, et l'on ne peut don
 toujours assurer que latotalit�e du spe
tre soit dis
ret. On 
onsid�ere alors la propri�et�e de quasi-
ompa
it�e, plus g�en�erale. Lerayon spe
tral R(L) d'un op�erateur L est la borne sup�erieure des modules des �el�ements du spe
treSpL, de sorte que SpL � �� �� j�j � R(L)	. Le rayon spe
tral essentiel Re(L) d'un op�erateur Lest le plus petit r�eel r > 0 pour lequel tout �el�ement � de SpL ayant un module j�j > r est une valeurpropre isol�ee et de multipli
it�e �nie. Pour un op�erateur 
ompa
t, on a Re(L) = 0. Un op�erateur
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valeur propre dominante
saut spe
tral

Fig. 9. Saut spe
tralpour lequel Re(L) < R(L) est appel�e quasi-
ompa
t. Son spe
tre se d�e
ompose en deux parties,une partie sup�erieure dis
r�ete et une partie inf�erieure qui peut être quel
onque (voir Figure 9).3.4. Des espa
es fon
tionnels ad�equats. L'espa
e fon
tionnel o�u les propri�et�es (P1), (P2)et (P3) sont v�eri��ees d�epend des 
ara
t�eristiques du syst�eme. Nous donnons i
i quelques exemplesd'espa
es fon
tionnels adapt�es �a 
ertaines 
lasses de syst�emes dynamiques.Type 1 : Syst�emes 
omplets (ou markoviens) ave
 bran
hes uniform�ement holomorphes et 
ontra
-tantes. Ce sont d'abord les syst�emes 
omplets, bien d�e
rits dans [38℄, qui v�eri�ent 
e qui suit :Il existe un disque 
omplexe V sur lequel toutes les bran
hes inverses h 2 H se pro-longent en des fon
tions holomorphes sur V, envoyant V stri
tement dans lui-même,(i. e. h ��V� � V) et 
ontra
tantes (i. e. ��h0(z)�� � Æh < 1 ave
 la s�eriePh Æ�h 
onvergentepour un r�eel � < 1).Dans 
e 
as, l'op�erateur H agit sur l'espa
e A1(V) des fon
tions holomorphes d�e�nies sur V et
ontinues sur �V. Comme tous les op�erateurs 
omposants (qui sont des op�erateurs de < 
omposition >de la forme f 7! f Æ h) y sont 
ompa
ts, l'op�erateur H y est aussi 
ompa
t. Un th�eor�eme dû �aKrasnoselsky [35℄ g�en�eralise les r�esultats �a la Perron{Frobenius et prouve que (P1) est aussi v�eri��ee ;(P3) est �egalement v�eri��ee sans probl�eme, par perturbation analytique, d�es que <(s) > �, 
e pourun 
ertain � > 1.Si de plus, le syst�eme a une distorsion born�ee, les propri�et�es 
it�ees 
i-dessus se g�en�eralisent�a l'op�erateur Hs (voir [14, 45℄), �a 
ondition de le faire op�erer sur l'espa
e B1(V) des fon
tionsholomorphes d�e�nies sur V � V et 
ontinues sur �V � �V.On peut aussi 
onsid�erer la version < markovienne > du d�ebut de la 
ondition pr�e
�edente (onreprend les notations des paragraphes 1.3 et 2.1) :



15Pour tout k et tout ` de L, il existe un disque 
omplexe Vk, voisinage de Kk sur lequeltoutes les bran
hes inverses h 2 H[kj`℄ ont leurs restri
tions �a Kk qui se prolongent endes fon
tions holomorphes sur Vk, envoyant Vk stri
tement dans V`.Cette derni�ere 
ondition assure que 
haque op�erateur H[kj`℄ a de bonnes propri�et�es de 
ompa
it�eet de positivit�e. Si, de plus, la matri
e de transition P d�e�nie en (1.1) est irr�edu
tible et ap�eriodique,alors l'op�erateur matri
iel a toutes les bonnes propri�et�es souhait�ees.Type 2 : Syst�emes �a g�eom�etrie quel
onque, 
ontra
tants. Cas du nombre de bran
hes �ni. Dans
e 
as (voir [17℄), l'espa
e fon
tionnel adapt�e est l'espa
e BV (I) des fon
tions �a variation born�eesur l'intervalle I. Cet espa
e est un espa
e de Bana
h dense dans L1(I) dont la boule unit�e estpr�e
ompa
te dans L1(I). L'op�erateur H agit sur BV (I) et le th�eor�eme suivant [32℄ permet demontrer sa quasi-
ompa
it�e.Th�eor�eme. Soit L un op�erateur qui agit sur L1. Supposons qu'il existe deux suites (rn) et (tn) denombres positifs pour lesquelles, pour tout n � 1, et pour tout f 2 BV (I), on a(3.3) 

Ln[f ℄

BV � rnkfkBV + tnkfk1:Alors l'op�erateur L est born�e sur BV (I) et son rayon spe
tral essentiel v�eri�eRe(L) � r := lim infn!1 (rn)1=n:On applique le th�eor�eme en montrant que r peut être 
hoisi �egal au 
oeÆ
ient de 
ontra
tionÆ < 1 et que l'op�erateur H a une valeur propre �egale �a 1.Type 3 : Cas du nombre in�ni de bran
hes. Syst�emes �a g�eom�etrie pseudo-markovienne, 
ontra
tants,�a distorsion born�ee. Quand le nombre de bran
hes est in�ni, 
e qui arrive tr�es souvent dans lesappli
ations arithm�etiques, on peut aussi travailler sur BV (I), �a 
ondition d'exiger des propri�et�essuppl�ementaires pour le syst�eme dynamique. En parti
ulier (voir [8, 13℄), on exige que le syst�eme aitune distorsion born�ee, et aussi qu'il ne soit pas trop di��erent d'un syst�eme markovien. Dans le 
asd'un syst�eme markovien, l'ensemble S [p℄, d�e�ni en (1.2), et form�e des extr�emit�es des intervalles Jwasso
i�es �a l'ensemble fw j jwj � p g est �ni pour tout p. L�a, on lui laisse la possibilit�e d'être in�ni,mais on exige que les intervalles Jw, quand ils sont non vides, ne soient pas trop petits, i. e.`p := inf � jJwj �� Jw 6= ;; jwj � p	 > 0:C'est une 
ondition qui a �et�e donn�ee au d�epart par Ry
hli
k. Dans 
es 
onditions, les propri�et�es(P1), (P2) et (P3) sont v�eri��ees pour l'op�erateur Hs agissant sur BV (I).3.5. La m�ethode d'indu
tion. Dans tout le paragraphe pr�e
�edent, le syst�eme �etait suppos�e ex-pansif. On peut traiter relativement ais�ement des syst�emes 
omplets o�u la 
ondition d'expansion estseulement viol�ee en un point, et qui sont < presque expansifs > ave
 seulement un point indi��erent(voir paragraphe 1.4). Dans 
e 
as, il y a une seule < mauvaise > bran
he (i. e. non expansive), et onva la grouper ave
 des bonnes bran
hes, pour tenter d'am�eliorer son 
omportement. Supposons que
ette bran
he soit la bran
he 
orrespondant au symbole a, et 
orresponde don
 �a un intervalle Ia.Consid�erons le syst�eme dynamique (J; U) o�u l'intervalle J est J := I n Ia et le d�e
alage U estd�e�ni par le premier retour �a J : pour x 2 J , on d�esigne par n(x) le plus petit entier pour lequelT n(x) 2 J , et on pose U(x) := T n(x)(x). Ce syst�eme dynamique est appel�e le syst�eme induit.La partition fondamentale sur J est maintenant form�ee des intervalles fondamentaux de l'an
iensyst�eme de la forme Iw ave
 w 2 N := �Mn fag�fag?;
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Fig. 10. Un syst�eme dynamique et son syst�eme induitet le nouvel alphabet N est ainsi in�ni.Il y a une autre mani�ere d'induire, un peu di��erente, en restant dans l'intervalle I, et en rem-pla�
ant la partition initiale par la partition form�ee des an
iens intervalles fondamentaux de laforme Iw ave
 w 2 Q := fag?�Mn fag�:C'est 
elle-l�a qu'on utilisera plutôt en algorithmique, et qui rempla
e l'alphabet M initial parl'alphabet Q. La Figure 10 repr�esente un syst�eme dynamique (�a gau
he) et son syst�eme dynamiqueinduit asso
i�e (on induit i
i par rapport �a la premi�ere bran
he, 
ar 
'est elle qui poss�ede un pointindi��erent).Grâ
e aux propri�et�es de di
tionnaire dues �a la propri�et�e de 
omposition (2.9), l'op�erateur detransfert ~Hs du syst�eme dynamique induit fait intervenir l'op�erateur de transfert Hs et l'op�erateurAs := Hs;[a℄ relatif au symbole a sous la forme(3.4) ~Hs =Xk�0(Hs �As)Aks = (Hs �As)(1�As)�1:Puisque le nouveau d�e
alage regroupe une suite de < mauvaises > bran
hes ave
 une < bonne >bran
he, le nouveau syst�eme dynamique sera expansif, et le quasi-inverse (1 � ~Hs)�1 v�eri�erasouvent des propri�et�es de type (3.2). Alors, la relation M? = Q?fag?, qui se traduit par unerelation entre les deux quasi-inverses,(3.5) (1�Hs)�1 = (1�As)�1(1� ~Hs)�1permet de < revenir > au quasi-inverse initial, en y int�egrant les propri�et�es de la < mauvaise >bran
he. 4. Analyse dynamique des algorithmes du texteLe 
omportement de tout algorithme qui travaille sur du texte est tr�es in
uen
�e par la mani�eredont le texte est produit. Il y a d'abord un premier fait qui est vrai pour une sour
e S quel
onque :1. L'ensemble des probabilit�es f pw j w 2 M? g, ou plus g�en�eralement, pour un 
omplexe s,l'ensemble des quantit�es f psw j w 2M? g joue un rôle essentiel dans l'analyse des algorithmesdu texte, lorsque le texte est produit par une sour
e quel
onque S.L'int�erêt des sour
es dynamiques provient du 
ara
t�ere expli
ite de 
es probabilit�es, que nous avonsd�e
rit dans la Se
tion 2 :



172. Pour une sour
e dynamique, les probabilit�es pw s'expriment en fon
tion des 
omposantes del'op�erateur transformateur de densit�e (voir Se
tion 2.2).3. Pour une sour
e dynamique 
ompl�ete (ou markovienne), les quantit�es psw s'expriment enfon
tion de l'op�erateur de transfert g�en�eralis�e (voir l'op�erateur s�e
ant de la Se
tion 2.6).Nous allons maintenant d�e
rire quelques exemples d'appli
ation de 
es trois faits.4.1. Les probl�emes de mots qui font intervenir des langages. Un langage L d�e�ni surl'alphabet M est un sous-ensemble de M?. �A un langage L, on asso
ie 
lassiquement la s�erieg�en�eratri
e(4.1) L(z) := Xw2L pwzjwjo�u la variable z < marque > la taille jwj du mot w. Cette s�erie g�en�eratri
e s'av�ere essentielle dansl'analyse des prori�et�es du langage L.Pour une sour
e sans m�emoire, la propri�et�e de multipli
ativit�e des probabilit�es permet de traduireles op�erations sur les langages en op�erations sur les s�eries g�en�eratri
es asso
i�ees. Ce n'est pluspossible d�es que la sour
e garde < de la m�emoire >. On rempla
e alors, dans la s�erie g�en�eratri
edu langage d�e�nie en (4.1), la probabilit�e pw par l'op�erateur g�en�erateur H[w℄ d�e�ni en (2.4), et onobtient 
e qu'on appelle l'op�erateur g�en�erateur du langage L d�e�ni par(4.2) L(z) := Xw2LH[w℄zjwj:La propri�et�e de 
omposition (2.6) sur les op�erateurs permet de traduire les op�erations sur leslangages en op�erations sur les op�erateurs g�en�erateurs asso
i�es. Grâ
e �a (2.5), on peut alors revenir�a la s�erie g�en�eratri
e par la relation(4.3) L(z) = ZI L(z)[f ℄(t) dt:Exemple d'appli
ation : les motifs g�en�eralis�es. (Le 
adre est 
elui des sour
es de type 2 ou 3 de laSe
tion 3.4). On pourra se reporter �a [10℄ pour plus de pr�e
isions.Un motif g�en�eralis�e L est une suite �nie de langages 
onstruits sur le même alphabet M, de laforme L := (L1;L2; : : : ;Lr). Cha
un des langages Li est de longueur �nie. On dit que le motif L ap-parâ�t dans le texte T 2M? si le texte 
ontient 
omme sous-s�equen
e un �el�ement ` = (`1; `2; : : : ; `r)de L. Dans 
e 
as, T est de la formeT = w0`1w1`2 : : : wi`iwi+1 : : : wr`rwr+1 ave
 wi 2M? et `i 2 Li:Cette notion de motif g�en�eralis�e re
ouvre beau
oup de probl�emes de re
her
he de motifs, toutparti
uli�erement les motifs 
a
h�es, qui apparaissent naturellement dans des 
ontextes divers (bio-informatique, d�ete
tion d'intrusions) et a d�ej�a �et�e �etudi�ee dans le 
ontexte des sour
es sans m�emoire[26℄.L'ensemble de toutes les o

urren
es du motif g�en�eralis�e L est alors la 
olle
tion �(L) (ave
r�ep�etitions) donn�ee par 
on
at�enation,(4.4) �(L) =M? �L1 �M? �L2 � � � � �M? �Lr �M?:Cette op�eration � transforme une suite �nie de langages en une 
olle
tion de mots (par opposition�a un langage qui est un ensemble de mots, une 
olle
tion est un multi-ensemble de mots), et dansla 
olle
tion �(L), un texte T est pr�esent autant de fois qu'il 
ontient d'o

urren
es de L. Pour untexte T de longueur n, on d�esigne par 
n(L; T ) le nombre d'o

urren
es de L dans T , et la remarque



18pr�e
�edente permet de montrer que la s�erie g�en�eratri
e des esp�eran
es 
o��n
ide exa
tement ave
 las�erie g�en�eratri
e L(z) de la 
olle
tion �(L),L(z) := Xw2�(L) pwzjwj =Xn�1E�
n(L; T )� zn:Grâ
e aux r�egles de transfert 
it�ees pr�e
�edemment, l'op�erateur g�en�erateur L(z) de la 
olle
tion �(L)s'�e
rit fa
ilement en fon
tion des op�erateurs g�en�erateurs Li(z) des langages et de l'op�erateur(1� zH)�1 asso
i�e au langage M?,(4.5) L(z) = (I � zH)�1 Æ Lr(z) Æ (I � zH)�1 Æ � � � Æ L1(z) Æ (I � zH)�1:Cet op�erateur 
ontient r + 1 o

urren
es du quasi-inverse (I � zH)�1, qui < apportent > 
ha
uneun pôle en z = 1. Elles sont < m�elang�ees > ave
 les op�erateurs Li(z) des langages Li qui sont despolynômes en z (et n'apportent pas de pôles). Via la relation (4.3), on 
ara
t�erise alors ais�ementles singularit�es de la s�erie L(z) et on obtient ainsi le r�esultat suivant :Proposition. Le nombre moyen E�
n(L; T )� d'o

urren
es du motif g�en�eralis�e L dans un textede longueur n produit par une sour
e dynamique de type 2 ou 3 v�eri�e :E�
n(L; T )� = �n+ rr ��(L) +�n+ r � 1r � 1 ��(L)�C(L)�N(L)�+O(nr�2):I
i, �(L) est le poids total du motif �(L) := rYi=1 p(Li)o�u, pour une 
olle
tion M, on pose p(M) := Xw2M pw;et N(L) est sa longueur moyenne. Le 
oeÆ
ient C(L) d�e
rit la 
orr�elation entre deux 
omposantessu

essives du motif et s'exprime en fon
tion de l'op�erateur R d�e�ni en (3.1).�A l'aide des mêmes te
hniques, utilis�ees 
ette fois pour des 
olle
tions asso
i�ees aux doubleso

urren
es, on peut avoir a

�es �a la varian
e du nombre d'o

urren
es. On d�emontre ainsi unph�enom�ene de 
on
entration autour de la valeur moyenne [10℄.4.2. Les grandeurs fondamentales d'une sour
e (
as d'une sour
e de type 1). Pour plusde pr�e
isions, on peut 
onsulter [45℄. Les s�eries de Diri
hlet des probabilit�es fondamentales fontintervenir les quantit�es psw et sont d�e�nies par(4.6) �k(s) := Xjwj=k psw; �(s) :=Xk�0�k(s) = Xw2M? psw:La plupart des grandeurs fondamentales asso
i�ees �a la sour
e S s'expriment �a l'aide de 
es s�eries.Nous en donnons quatre exemples.Entropie. L'entropie h(S) de la sour
e satisfait �a la relationh(S) := limk!1 �1k Xjwj=k pw log pw = limk!1 �1k � dds�k(s)� ����s=1:



19Probabilit�e de 
o��n
iden
e. La 
o��n
iden
e C(x; y) entre les deux mots M(x) et M(y) pour deuxr�eels x et y tir�es ind�ependamment selon une même loi est la longueur du plus long pre�xe 
ommun.La probabilit�e pour que M(x) et M(y) aient le même pr�e�xe de longueur k est don
 la probabilit�ede l'�ev�enement �C(x; y℄ � k�. Cet �ev�enement se produit si (et seulement si) les deux r�eels x et yappartiennent �a un même intervalle fondamental Iw de profondeur k (voir Se
tion 2.2). On a ainsiP�C(x; y) � k� = Xjwj=k p2w;et la probabilit�e de 
o��n
iden
e 
(S) v�eri�e la relation
(S) := limk!1�Xjwj=k p2w�1=k = limk!1�k(2)1=k :�Equir�epartition des mots de longueur k. On 
her
he �a d�e
rire les probabilit�es possibles de tous lesmots de longueur k. Plus pr�e
is�ement, on veut d�e
rire la distribution de l'ensemblePk := f pw j w 2Mk g:On d�e�nit surMk une variable al�eatoire `k par `k(w) := log pw, et on veut analyser la distributionde la variable `k. Un outil important pour l'analyse d'une variable al�eatoire X est la s�erie g�en�eratri
edes moments, M(X)(s) := E�exp(sX)� =Xn�0 snn! E[Xn℄:I
i, la s�erie g�en�eratri
e des moments de la variable `k, d�esign�ee par Mk(s), v�eri�e(4.7) Mk(s) := E[psw℄ = Xw2Mk pwpsw = �k(1 + s):Nombre de pr�e�xes assez probables. La quantit�e B(�) d�esigne le nombre de pr�e�xes w dont laprobabilit�e est au moins �egale �a � (�! 0). Un outil prin
ipal est i
i une transformation int�egrale,la transform�ee de Mellin (voir [25℄), que nous utiliserons aussi en Se
tion 4.3. La transform�ee deMellin de la fon
tion B est reli�ee �a la fon
tion �(s), via la relation�(s) = sZ 10 B(x)xs�1 dx:Dans les quatre exemples, les grandeurs 
ara
t�eristiques h(S), 
(S) et les fon
tions B et Mk(s)s'expriment don
 en fon
tion des s�eries de Diri
hlet �k(s) et �(s) d�e�nies en (4.6).Trans
ription alg�ebrique. Dans le 
as des sour
es dynamiques 
ompl�etes (ou markoviennes), etgrâ
e �a la relation (2.11), les s�eries de Diri
hlet (4.6) ont une autre expression en fon
tion del'op�erateur de transfert s�e
ant,(4.8) �k(s) = Hks [Ls℄(0; 1) et �(s) = (1� Hs)�1[Ls℄(0; 1)o�u L est aussi d�e�nie en (2.11).



20Traitement analytique. Dans le 
as des sour
es dynamiques de type 1, les bonnes propri�et�es spe
-trales de l'op�erateur de transfert s�e
ant induisent un bon 
omportement des s�eries de Diri
hlet, ettous les r�esultats vont s'exprimer en fon
tion de la valeur propre dominante s 7! �(s), omnipr�esentedans 
e 
adre. Remarquons que s 7! �(s) ne d�epend que du syst�eme dynamique et non pas de ladensit�e (analytique) initiale f 
hoisie. Au voisinage de l'axe r�eel, la s�erie �k(s) se 
omporte 
ommeune quasi-puissan
e : il existe a(s) tel que, sur un voisinage 
omplexe d'un point s0 r�eel, on ait�k(s) � a(s)�(s)kpour k !1 uniform�ement en s sur 
e voisinage. Par ailleurs, �(s) est analytique sur le demi-plan<(s) > 1, ave
 un pôle simple en s = 1, et pour s au voisinage de 1 sur 
e domaine,�(s) � a(s)1� �(s) � �1�0(1) 1s� 1 :Dans le 
as o�u la fon
tion s 7! �(s) est p�eriodique, il peut y avoir d'autres pôles r�eguli�erementespa
�es sur la droite <(s) = 1. Ce ph�enom�ene de p�eriodi
it�e se produit en parti
ulier pour 
ertaines
lasses de sour
es simples, mais 
e sont essentiellement les seuls 
as o�u il se produit.On d�eduit d'abord ais�ement les deux relations(4.9) h(S) = ��0(1); 
(S) = �(2):Des te
hniques 
lassiques d'analyse (transform�ee de Mellin, th�eor�eme taub�erien) permettentd'obtenir le 
omportement de la fon
tion B au voisinage de 0. Par exemple, si la fon
tion s 7! �(s)n'est pas p�eriodique, on obtient B(�) � �1�0(1)� pour �! 0:En�n, la s�erie g�en�eratri
e des moments (4.7) se 
omporte presque exa
tement 
omme la fon
tiona(s)�(1 + s)k, 
e 
omportement �etant uniforme en s sur un voisinage de 0. Alors des r�esultats 
las-siques, dûs en parti
ulier �a Hwang [33℄, montrent que la variable al�eatoire `k suit asymptotiquement(quand k !1) une loi gaussienne, ave
(4.10) E[`k℄ � �0(1)k; Var[`k℄ � ��00(1)� �0(1)2�k;la 
onvergen
e vers la loi normale �etant en O�1=pk �. (L�a en
ore, il y a quelques ex
eptions,essentiellement li�ees �a des sour
es simples.) Ce r�esultat est une version forte d'un th�eor�eme 
�el�ebreen Th�eorie de l'Information, dû �a Shannon{Ma
millan{Breiman qui montre que pour de < bonnessour
es >, l'ensemble Mk des mots de longueur k se r�epartit en deux sous-ensembles : les motsprobables, qui ont �a peu pr�es tous la même probabilit�e, �egale �a exp��kh(S)� et un ensemble demots tr�es peu probables. Le r�esultat obtenu i
i d�emontre en plus un ph�enom�ene de 
on
entrationautour de la valeur moyenne.4.3. Comportement des arbres di
tionnaires (
as des sour
es de type 1). Pour plus depr�e
isions, on peut 
onsulter [7, 9, 15, 16, 23℄.Une stru
ture de donn�ees essentielle dans les algorithmes de traitement du texte est l'arbredigital, ou trie (le mot < trie > est obtenu par 
ontra
tion des deux mots < tree > et < retrieval >),et ses variations (le patri
ia-trie et le suÆx-trie). Un trie est tout simplement un arbre qui implanteun di
tionnaire : un dessin suÆt �a 
omprendre 
omment il fon
tionne (voir Figure 11). Les n�udsinternes servent �a diriger la re
her
he, et 
e sont les feuilles qui 
ontiennent les mots du di
tionnaire.Il y a en parti
ulier (et par d�e�nition) autant de feuilles que de mots dans le trie. Un n�ud du trie(interne ou feuille) peut être �etiquet�e par le 
hemin qui le lie �a la ra
ine. Pour obtenir le patri
ia-trie
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Fig. 11. Un exemple de trie et du patri
ia-trie asso
i�easso
i�e, on supprime simplement les noeuds internes qui ne sont pas des points de bran
hement(voir Figure 11).Les atouts du trie sont sa fa
ilit�e d'implantation et son dynamisme : il est fa
ile �a modi�er(insertion, suppression, et
.). L'eÆ
a
it�e de la stru
ture de donn�ees asso
i�ee est li�ee �a la 
ompa
it�ede la forme de l'arbre, qu'on peut quanti�er par les param�etres usuels d'un arbre : longueur de
heminement externe, nombre de n�uds (internes) | en
ore appel�e taille |, hauteur, . . . I
i, lamesure de la donn�ee est le nombre n de mots pr�esents dans le di
tionnaire.L'analyse de la stru
ture de trie et des arbres de sa des
endan
e a �et�e largement �etudi�ee dansle 
adre des sour
es 
lassiques. On peut 
onsulter �a 
e sujet le livre de W. Szpankowski [42℄. I
i,nous 
her
hons �a faire l'analyse dans le 
adre < dynamique >. Il y a une tr�es grande aÆnit�e entreles propri�et�es du trie et 
elles de la sour
e dynamique. Un trie 
onstruit sur un ensemble de n motsest d�e�ni par l'ensemble X := fx1; x2; : : : ; xng des n r�eels qui ont donn�e naissan
e aux n mots. Onle d�esigne par la suite par T (X). Un tel trie est 
ompl�etement d�etermin�e par les n�uds internesqui sont e�e
tivement pr�esents. Or 
es n�uds-l�a sont �etiquet�es par les pr�e�xes w pour lesquelsl'intervalle fondamental Iw 
ontient au moins deux �el�ements de X. Pour que les 
ontributions del'ensemble X dans deux intervalles fondamentaux disjoints Iw et Iw0 soient ind�ependants, on estalors 
onduit �a travailler dans un mod�ele de Poisson : on tire la 
ardinalit�e N de l'ensemble Xsuivant une loi de Poisson de param�etre z,P[N = n℄ = e�z znn! ;puis on tire les n r�eels de l'ensemble X ind�ependamment suivant une loi de densit�e f . Alors lavariable al�eatoire Nw qui mesure la 
ardinalit�e de l'ensemble Iw \ X suit une loi de Poisson deparam�etre pwz : et, 
ra
, voil�a la probabilit�e fondamentale pw qui intervient de nouveau ! La proba-bilit�e d'existen
e du n�ud interne nw d'�etiquette w est �egale �a P[Nw � 2℄, tandis que la 
ontributionde 
e noeud nw �a la longueur moyenne de 
heminement externe est E[Nw j Nw � 2 ℄.On obtient ainsi l'expression des valeurs moyennes des deux variables taille, S, et longueur de
heminement externe, P . L'indi
e z fait r�ef�eren
e au param�etre du mod�ele de Poisson.E[Pz ℄ = Xw2M? pwz(1� e�pwz); E[Sz℄ = Xw2M? �1� e�pwz(1 + pwz)� :



22Ces deux expressions sont des sommes harmoniques, et l'instrument pour �etudier le 
omportementasymptotique de telles expressions (pour z !1) est la transform�ee de Mellin [25℄Â(s) := Z 10 A(x)xs�1 dx
ar la transform�ee d'une somme harmonique A(z) se fa
torise en un produit de deux fa
teurs : siA(z) = Xw2M? g(pwz);alors Â(s) = ĝ(s) Xw2M? p�sw :En parti
ulier, les transform�ees de Mellin des esp�eran
es de la taille et de la longueur de 
hemi-nement externe font intervenir la s�erie de Diri
hlet �(s) d�e�nie en (4.6), et, tout parti
uli�erementson 
omportement singulier autour de son pôle dominant s = 1 (qui s'exprime �a l'aide de l'entro-pie ��0(1)).Par ailleurs, la hauteur de T (X) est au plus �egale �a k pourvu qu'il n'existe pas de noeudsinternes nw asso
i�es �a des pr�e�xes de longueur k. Compte tenu du ph�enom�ene d'ind�ependan
einduit par le mod�ele de Poisson, on a don
 :P[Hz � k℄ = Yw2MkP[Nw � 1℄ = Yw2Mk e�pwz(1 + pwz)de sorte que(4.11) logP[Hz � k℄ = �z + Xw2Mk log(1 + pwz):Supposons dans un premier temps que l'on puisse utiliser dans (4.11), pour tous les 
ouples (w; z)et su

essivement, les deux approximations suivantes�pwz + log(1 + pwz) � �p2wz22 puis Xw2Mk p2w = �k(2) � a�(2)k:Alors, la valeur moyenne de la hauteur s'�e
ritE[Hz℄ �Xk�0�1� exp��az22 �k(2)��et 
'est en
ore une somme harmonique ! La s�erie de Diri
hlet asso
i�ee,Xk�0 �(2)�ks = 11� �(2)�sa un pôle simple en s = 0, ave
 un r�esidu qui fait intervenir ��log �(2)��.On peut d'abord rendre rigoureux tout 
e qui est dit pr�e
�edemment. Ensuite, il faut revenir aumod�ele dit de Bernoulli o�u le nombre des mots est �x�e �egal �a n. Dans 
e 
as les param�etres �etudi�esse notent S[n℄; P [n℄;H [n℄. On obtient �nalement :Th�eor�eme. Dans une sour
e dynamique de type 1, les trois param�etres de forme du trie (taille, lon-gueur de 
heminement, hauteur) 
onstruit sur n mots de la sour
e tir�es ind�ependamment ont pour



23valeur moyenne asymptotique (pour n ! 1) les quantit�es suivantes qui font intervenir l'entropieet la probabilit�e de 
o��n
iden
e,E hS[n℄i � nh(S) ; E hP [n℄i � n lognh(S) ; E hH [n℄i � log n2��log 
(S)�� :Dans le 
as de sour
es p�eriodiques, le terme prin
ipal de E �S[n℄� fait intervenir un fa
teur suppl�e-mentaire, qui 
ontient une fon
tion de n os
illante, ave
 de faibles amplitudes.Cette appro
he est suÆsamment robuste pour s'adapter �a l'analyse des tries plus 
ompliqu�es(patri
ia-tries, tries hybrides) ou pour �etudier d'autres param�etres de tries simples (par exemple,la hauteur de pile, qui fait intervenir une sour
e induite au sens du paragraphe 3.4). Le suÆx-trieest d'un abord plus 
omplexe : 
'est par d�e�nition un trie 
onstruit sur l'ensemble des suÆxes d'unmot, et la propri�et�e d'ind�ependan
e entre les mots du di
tionnaire n'est plus pr�eserv�ee.5. Analyse dynamique des algorithmes arithm�etiquesL'objet de 
ette se
tion est d'illustrer sur un exemple simple l'utilisation des op�erateurs de trans-fert pour l'analyse d'algorithmes arithm�etiques. Nous 
ommen�
ons par traiter le 
as de l'algorithmed'Eu
lide standard du 
al
ul du p. g. 
. d. de deux entiers. Le r�esultat que nous exposons i
i n'est pasoriginal, puisque le nombre moyen d'it�erations de l'algorithme d'Eu
lide 
lassique a �et�e d�etermin�eautour de 1970 ind�ependamment par Heilbronn [30℄ et Dixon [22℄. La m�ethode d�e
rite est, elle,typique de l'analyse dynamique et peut être fa
ilement g�en�eralis�ee dans de multiples dire
tions(voir paragraphes 5.5 et 5.6).�A partir d'une entr�ee (v1; v0) form�ee de deux entiers positifs v�eri�ant v1 � v0 l'algorithme e�e
tueune suite de divisions eu
lidiennes,(5.1) v0 = a1v1 + v2; v1 = a2v2 + v3; : : : vk�1 = akvk + 0:L'algorithme s'arrête d�es qu'apparâ�t un reste nul. Le 
oût �etudi�e i
i est le nombre k de divisionssu

essives e�e
tu�ees.5.1. Le syst�eme dynamique sous-ja
ent �a l'algorithme. Une �etape de l'algorithme rempla
eune paire (v1; v0) par la paire (v2; v1) ave
v2v1 = v0v1 � a1:Si, �a la pla
e des paires d'entiers (v1; v0), on 
onsid�ere les rationnels de la forme v1=v0, la transfor-mation T d�e�nie par T (x) = �1x� := 1x � �1x�o�u bx
 d�esigne la partie enti�ere de x, exprime (v2=v1) en fon
tion de (v1=v0). Le syst�eme sous-ja
ent(voir Figure 12) est 
omplet et l'ensemble des bran
hes inverses de la transformation T estH = �h : z 7! 1z +m ���� m 2 N; m 6= 0�:
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Fig. 12. Le syst�eme dynamique eu
lidien standard5.2. Les s�eries g�en�eratri
es des 
oûts. L'ensemble des entr�ees possibles de l'algorithme est~
 = � (u; v) �� 0 � u � v 	;et l'ensemble des entr�ees de taille N est~
N := � (u; v) �� 0 � u � v � N 	:Pour simpli�er l'�etude, nous travaillons sur des ensembles d'entr�ees possibles plus restreints,
 = � (u; v) 2 ~
 �� pg
d(u; v) = 1	; 
N := � (u; v) 2 ~
N �� pg
d(u; v) = 1	;form�es des entr�ees pour lesquelles la r�eponse de l'algorithme est 
onnue �a l'avan
e . . ., mais nousreviendrons ensuite aux ensembles ~
, ~
N plus < naturels >.D�esignons par C(u; v) la fon
tion de 
oût 
orrespondant au nombre de divisions e�e
tu�ees parl'algorithme d'Eu
lide sur l'entr�ee (u; v) 2 
. L'analyse en moyenne du 
oût C est l'�etude du
omportement asymptotique de la valeur moyenne du 
oût C sur 
N ou sur ~
NEN [C℄ = P(u;v)2
N C(u; v)P(u;v)2
N 1 ; ~EN [C℄ = P(u;v)2~
N C(u; v)P(u;v)2~
N 1 ;lorsque N tend vers 1. Les s�eries g�en�eratri
es de Diri
hletG1(s) := X(u;v)2
 1v2s =Xv�1 avv2s ; GC(s) := X(u;v)2
 C(u; v)v2s =Xv�1 
vv2set leurs homologues < tild�ees >~G1(s) := X(u;v)2~
 1v2s =Xv�1 ~avv2s ; ~GC(s) := X(u;v)2~
 C(u; v)v2s =Xv�1 ~
vv2ssont relatives aux 
oûts intervenant au numerateur et au d�enominateur. Les relations~GC(s) = �(s)GC(s); ~G1(s) = �(s)G1(s)(o�u �(s) est la s�erie zeta de Riemann) montrent qu'il suÆt de travailler sur 
, 
omme il �etaitannon
�e. I
i, av d�esigne le nombre d'�el�ements de 
 ayant un d�enominateur �egal �a v et 
v d�esigne
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oûts asso
i�es aux �el�ements de 
 ayant un d�enominateur �egal �a v. Remarquons queEN [C℄ s'exprime en fon
tion des sommes partielles des 
oeÆ
ients des s�eries pr�e
�edentes :EN [C℄ = Pv�N 
vPv�N av :Le 
omportement asymptotique des sommes partielles est li�e au 
omportement des fon
tions G1et GC via le th�eor�eme taub�erien suivant [21, 43℄.Th�eor�eme taub�erien. Soit une s�erie de Diri
hlet F (s) �a 
oeÆ
ients positifs ou nulsF (s) =Xn�1 ann2stelle que :1. F (s) 
onverge dans un demi-plan <(s) > � > 0 et est analytique sur <(s) = �, s 6= �,2. il existe 
 � 0 tel que F (s) = A(s)(s � �)�
�1 + C(s) o�u A et C sont analytiques en � etA(�) 6= 0.Alors, lorsque N �! 1,Xn�N an = 2
A(�)��(
 + 1)N2� log
 N �1 + �(N)�; ave
 �(N) �! 0:Pour appliquer le th�eor�eme pr�e
�edent, il faut exprimer les deux s�eries de Diri
hlet en fon
tionde l'op�erateur de transfert asso
i�e au syst�eme dynamique. Ce seront alors les propri�et�es spe
tralesde 
et op�erateur qui permettront d'�etudier le 
omportement de G1 et GC au voisinage de � = 1.5.3. Lien entre la fon
tion de 
oût et les op�erateurs de transfert. Les 
ouples (u; v) de 
sur lesquels l'algorithme e�e
tue exa
tement k divisions sont 
eux qui s'�e
riventuv = h(0) ave
 h = h1 Æ � � � Æ hk 2 Hk:Puisque toutes les bran
hes inverses h 2 H? sont des homographies de d�eterminant 1, la d�eriv�ee h0(z)s'exprime simplement en fon
tion du 
arr�e de son d�enominateur : pour (u; v) 2 
 tel que u=v = h(0)ave
 h 2 H?, on a 1=v2 = ��h0(0)��.Ce
i permet d'exprimer di��eremment les s�eries de Diri
hlet(5.2) G1(s) =Xk Xh2Hk��h0(0)��s; GC(s) =Xk k Xh2Hk��h0(0)��s:Et 
'est maintenant que l'op�erateur de transfert Hs asso
i�e au syst�eme dynamique intervient. I
i,il est appel�e op�erateur de Ruelle{Mayer et prend la forme bien 
onnue suivanteHs[f ℄(x) = Xm�1� 1m+ x�2s f � 1m+ x� :La 
omparaison des relations (2.8) et (5.2) montre queG1(s) =Xk�0Hks [1℄(0) = (1�Hs)�1[1℄(0);GC(s) =Xk�1 kHks [1℄(0) = Hs(1�Hs)�2[1℄(0):Les s�eries de Diri
hlet des 
oûts s'expriment don
 �a l'aide du quasi-inverse de l'op�erateur de trans-fert.
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trale. Comme le syst�eme dynamique asso
i�e est de type 1, l'espa
e fon
tionnelad�equat est l'espa
e A1(V) et l'op�erateurHs est 
ompa
t et v�eri�e les propri�et�es (P1), (P2) et (P3)de la Se
tion 3.2. La quantit�e (1 �Hs)�1[1℄(0) poss�ede un pôle d'ordre 1 en s = 1 dont le r�esiduest �1=�0(1). Comme on l'a vu en (4.9), la valeur ��0(1) est l'entropie du syst�eme dynamique T .I
i, 
ette entropie fait intervenir des 
onstantes 
lassiques et vauth = �26 log 2 � 2:3731:Le th�eor�eme taub�erien s'applique en � = 1, ave
 
 = 0 pour G1 et 
 = 1 pour GC . Il permetd'obtenir le 
omportement asymptotique de EN [C℄ et ~EN [C℄,EN [C℄ � ~EN [C℄ � �2�0(1) logN = 12 log 2�2 logN:Cet exemple montre, dans un 
as simple, la d�emar
he suivie lors de l'analyse dynamique d'al-gorithmes arithm�etiques, tout �a fait 
onforme au s
h�ema d�e
rit en Figure 1. De fait, l'analysedynamique a permis d'obtenir de nombreux autres r�esultats sur les algorithmes eu
lidiens (autres
oûts, autres algorithmes).5.5. D'autres 
oûts. On peut d'abord s'int�eresser �a d'autres param�etres, plus pr�e
is. L'un d'entreeux est la 
omplexit�e en bits, d�esign�ee par B, qui 
ompte le nombre d'op�erations binaires e�e
tu�eespar l'algorithme. Des m�ethodes similaires �a 
elles d�e
rites i
i (mais plus subtiles . . .) permettentd'�evaluer la 
omplexit�e moyenne en bits EN [B℄EN [B℄ � 6 log2 2�2  2 + log2 1Yk=0�1 + 12k�! log22N:On utilise (voir [1, 49℄) �a la fois des op�erateurs pond�er�es (voir 2.5) et les d�eriv�es des op�erateurs parrapport �a la variable s.On peut aussi se poser beau
oup d'autres questions sur les rationnels, analogues �a 
elles qu'on sepose 
lassiquement sur le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue des nombres r�eels. Par exemple : quelleest la fr�equen
e d'un 
hi�re donn�e dans le d�eveloppement en fra
tion 
ontinue d'un rationnel ? Pourles r�eels, on r�epond �a 
ette question �a l'aide des th�eor�emes ergodiques. I
i, on rempla
e l'utilisationdes th�eor�emes ergodiques par les th�eor�emes taub�eriens, et on peut montrer que vis-�a-vis d'une
lasse tr�es large de param�etres, les rationnels se 
omportent < en moyenne > 
omme les r�eels lefont presque sûrement [49℄.5.6. La 
lasse des algorithmes eu
lidiens. Il existe toute une 
lasse d'algorithmes d'Eu
lide,
ar il y a autant d'algorithmes d'Eu
lide que de divisions possibles : on peut e�e
tuer des divisions
ara
t�eris�ees par la 
lasse des quotients (quel
onques, pairs, impairs), par la position du reste (di-vision par d�efaut, par ex
�es, 
entr�ee, ou plus g�en�eralement �-division), par la parit�e du reste (onpeut vouloir un reste impair, qu'on obtient en enlevant les puissan
es de 2 du reste 
lassique, 
equi se justi�e tout parti
uli�erement quand on veut 
al
uler le symbole de Ja
obi �a l'aide de la loide r�e
ipro
it�e quadratique). On peut aussi �eviter les divisions et les rempla
er par des op�erationsplus simples (soustra
tions et d�e
alages binaires) : 
'est le 
as de l'algorithme binaire, de l'algo-rithme Plus-Moins et des algorithmes binaires g�en�eralis�es. On peut aussi �eviter les divisions entregrands entiers, et les rempla
er par des divisions entre des entiers plus petits : 
'est le prin
ipe del'algorithme de Lehmer{Eu
lide.�A 
e jour, les m�ethodes d'analyse dynamique ont permis d'�etablir un 
adre tr�es g�en�eral o�u l'ona pu analyser (presque) tous les algorithmes 
it�es. La d�emar
he d�e
rite dans les paragraphes 5.2



27et 5.3 se g�en�eralise ais�ement, 
ar, bien que les syst�emes dynamiques < eu
lidiens > puissent êtreextrêmement divers, ils ont un point 
ommun important : toutes leurs bran
hes sont des homogra-phies. Comme la d�eriv�ee d'une homographie s'exprime en fon
tion du 
arr�e de son d�enominateur(ave
 une intervention possible du d�eterminant qui n'est plus toujours �egal �a 1), on peut relier less�eries de Diri
hlet des 
oûts et les op�erateurs de transfert.Mais la g�eom�etrie des bran
hes et les propri�et�es d'expansion peuvent vraiment varier d'un algo-rithme �a l'autre, et 
ette 
lasse dite eu
lidienne regroupe (presque) toute la diversit�e possible dessyst�emes dynamiques. En parti
ulier, les algorithmes pseudo-eu
lidiens (i. e. 
eux o�u l'on < enl�eve >du reste les �eventuelles puissan
es de 2) obligent �a travailler ave
 des syst�emes dynamiques pro-babilistes, o�u l'on prolonge la valuation dyadique, bien d�e�nie sur les rationnels, en une variableal�eatoire sur les r�eels. Les < bons > espa
es fon
tionnels ne sont pas alors toujours fa
iles �a trouver,et ils peuvent être autres que 
eux qui sont d�e
rits en 3.4. L'analyse fon
tionnelle devient alorsassez d�eli
ate, et moins standard. En parti
ulier, dans [46℄, en utilisant un espa
e fon
tionnel bienadapt�e �a l'algorithme binaire, qui est alors un espa
e de Hardy, on a pu analyser 
et algorithme etr�epondre ainsi �a une 
onje
ture de Brent [5℄. L'espa
e fon
tionnel adapt�e �a l'algorithme Plus-Moins[18℄, lui, reste en
ore �a trouver !Même pour les syst�emes li�es �a des algorithmes eu
lidiens plus simples, la pr�esen
e d'un pointindi��erent 
omplique aussi l'analyse : il faut alors travailler ave
 le syst�eme dynamique induit (voirparagraphe 3.4), en utilisant des id�ees de Prellberg et Slawny [39℄. C'est le 
as des syst�emes li�es auxalgorithmes Par Ex
�es, Pair ou Soustra
tif. On obtient alors des algorithmes lents ave
 un nombred'it�erations quadratique (en log2N) [48℄. Par exemple, la Figure 13 represente six syst�emes dyna-miques eu
lidiens ; selon les 
olonnes, on obtient deux 
omportements bien di��erents ; la premi�ere
olonne (qui 
ontient les syst�emes Standard, Impair et Centr�e) donne lieu �a des algorithmes ra-pides ; la se
onde 
olonne 
ontient les syst�emes Par Ex
�es, Pair, et Soustra
tif qui ont 
ha
un unpoint indi��erent ; elle donne lieu �a des algorithmes lents (
omme annon
�e en 1.4).La famille des algorithmes japonais est li�ee �a une �-division de la forme a = bq+ r ave
 un rester 2℄ b(�� 1); b� ℄. Elle est repr�esent�ee Figure 14. Le 
arr�e total est le 
arr�e [�1; 1 ℄� [�1; 1 ℄. Pourobtenir la repr�esentation du syst�eme japonais li�e au param�etre � 2 [ 0; 1 ℄, on se limite �a la fenêtred�elimit�ee par le 
arr�e [��1; � ℄� [��1; � ℄. Les syst�emes dynamiques japonais sont le plus souventnon 
omplets, en g�en�eral non markoviens (sauf pour des 
as tr�es parti
uliers du param�etre �) etsont asso
i�es �a des syst�emes de type 3 [8℄.On peut aussi 
her
her �a analyser des extensions des algorithmes eu
lidiens en dimension sup�e-rieure : l'algorithme de Gauss qui r�eduit les r�eseaux en dimension 2 [20℄, l'algorithme qui 
al
ule lesigne d'un d�eterminant en utilisant deux d�eveloppements < parall�eles > en fra
tion 
ontinue [47℄.De mani�ere un peu inattendue, l'analyse de 
es deux algorithmes se r�ev�ele pro
he et fait intervenirla grandeur �(2). L'analyse dynamique de l'algorithme LLL, si utilis�e en th�eorie algorithmique desnombres et en 
ryptographie, reste aussi un probl�eme ouvert �a 
e jour . . .5.7. Les 
onstantes eu
lidiennes. Un 
ertain nombre de 
onstantes qui apparaissent dans l'ana-lyse des algorithmes d'Eu
lide sont li�es �a des objets spe
traux des op�erateurs de transfert, et s'ex-priment en fon
tion de la valeur propre dominante s 7! �(s). Il s'agit tout parti
uli�erement del'entropie ��0(1), omnipr�esente, de la valeur �00(1) qui intervient dans les moments d'ordre 2, et dela valeur �(2) qui intervient dans la 
o��n
iden
e (voir 4.2). Dans l'algorithme d'Eu
lide standard, lafon
tion propre dominante est expli
ite, et don
, l'entropie l'est aussi. Mais, même dans 
e 
as-l�a,les deux autres valeurs ne sont pas expli
ites. Il s'agit de pr�e
iser le statut de la 
al
ulabilit�e de 
es
onstantes, pour les algorithmes d'Eu
lide g�en�eraux (o�u même l'entropie n'est plus expli
ite), et deles 
al
uler, si leur statut le permet. Il s'agit aussi de 
al
uler de mani�ere exa
te la dimension de
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Fig. 13. Les six syst�emes eu
lidiens 
lassiques ; �a gau
he, les < rapides > : Standard,Impair, Centr�e ; �a droite, les < lents > : Par Ex
�es, Pair, Soustra
tifHausdor� de r�eels dont les fra
tions 
ontinues sont < 
ontraintes >. On pourra 
onsulter pour plusde d�etails [28, 29, 37, 44℄.6. Un probl�eme en
ore ouvert : l'analyse en distributionI
i, nous avons d�e
rit prin
ipalement des analyses en moyenne, o�u l'on 
her
he �a d�eterminerprin
ipalement les valeurs moyennes de 
ertains param�etres, ou plus g�en�eralement leurs momentsd'ordre sup�erieur. C'est alors le 
omportement de l'op�erateur de transfert (ou de ses g�en�eralis�es)autour de la valeur s = 1 qui joue un rôle essentiel. Mais le rêve de l'algorithmi
ien 
onsiste �ae�e
tuer une analyse en distribution de 
es param�etres (i. e. 
her
her la distribution limite de 
esparam�etres quand la taille du probl�eme devient grande). Ce sont alors les propri�et�es de l'op�erateur
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Fig. 14. La famille des syst�emes japonaisde transfert �a gau
he de la droite <(s) = 1 qui vont intervenir. Plus pr�e
is�ement, une situationfavorable est 
elle o�u le quasi-inverse (1�Hs)�1 poss�ede une r�egion sans pôle �a gau
he de la droite<(s) = 1. Dans 
e 
as, on peut esp�erer obtenir une distribution limite gaussienne pour une 
ertaine
lasse de param�etres li�es au syst�eme dynamique. Cela permettrait tout parti
uli�erement d'obtenirune nouvelle preuve, plus simple, du r�esultat d'Hensley [31℄ qui montre que le nombre d'it�erationsde l'algorithme d'Eu
lide suit une loi asymptotiquement gaussienne. C'est l'objet d'un travail en
ours [3℄. R�ef�eren
es[1℄ Akhavi, A., Vall�ee, B. Average bit{
omplexity of Eu
lidean Algorithms, Pro
eedings of ICALP'00, Le
tureNotes in Computer S
ien
e 1853, pp 373-387, Springer.[2℄ Baladi, V. Positive Transfer operators and de
ay of 
orrelations, Advan
ed Series in non linear dynami
s,vol 16, World S
ienti�
 (2000).[3℄ Baladi, V., Vall�ee, B. Analyse dynamique en distribution, In preparation.[4℄ Bedford, T., Keane, M., and Series, C., Eds. Ergodi
 Theory, Symboli
 Dynami
s and Hyperboli
 Spa
es,Oxford University Press, 1991.[5℄ Brent, R.P. Analysis of the Binary Eu
lidean algorithm, Algorithms and Complexity, New Dire
tions andRe
ent Results, ed. by J.F. Traub, A
ademi
 Press 1976, pp 321{355.[6℄ Bourdon, J. Size and Path-Length of Patri
ia Tries : Dynami
al Sour
es Context., Random Stru
tures andAlgorithms (2001), pp 289{315.[7℄ Bourdon, J. Analyse dynamique des algorithmes : exemples en algorithmique du texte et en algorithmiquearithm�etique, Th�ese de l'universit�e de Caen (2002).[8℄ Bourdon, J., Daireaux, B., Vall�ee, B. Dynami
al analysis of �-Eu
lidean Algorithms, Journal of Algo-rithms 44 (2002) pp 246{285.[9℄ Bourdon, J., Nebel, M., Vall�ee, B. On the sta
k-size of general tries, Theoreti
al Informati
s andAppli
ations 35 (2001) pp 163{185.[10℄ Bourdon, J., Vall�ee, B. Generalized Pattern-Mat
hing statisti
s Colloquium on Mathemati
s and Com-puter S
ien
e : Algorithms, Trees, Combinatori
s and Probability, B. Chauvin et al., ed., Birkhauser Verlag,Trends in Mathemati
s, 2002, pp 249{265.[11℄ Bowen, R. Invariant measures for Markov maps of the interval, Commun. Math. Phys. 69 (1979) 1{17.[12℄ Boyarsky, A. and Gora, P. Laws of Chaos, Invariant measures and dynami
al systems in one dimension,Probability and its appli
ations, Birkhauser (1997).[13℄ Broise, A. Transformations dilatantes de l'intervalle et th�eor�emes limites, Asterisque 238, pp 5{109, So
i�et�eMath�ematique de Fran
e (1996).



30 [14℄ Chazal, F., Maume-Des
hamps, V., Vall�ee, B. Erratum to "Dynami
al sour
es in Information Theory :Fundamentals Intervals and Word Pre�xes" by B. Vall�ee, Les 
ahiers du GREYC 2002 et les Pr�epubli
ationsdu Laboratoire de Topologie de Dijon (299).[15℄ Cl�ement, J. Arbres digitaux et sour
es dynamiques, Th�ese de l'universit�e de Caen (2000).[16℄ Cl�ement, J., Flajolet, P., Vall�ee, B. Dynami
al sour
es in information theory : A general analysis oftrie stru
tures, Algorithmi
a (2001), vol 29 (1/2) pp 307{369.[17℄ Collet, P. Some ergodi
 properties of maps of the interval, Dynami
al systems, Pro
eedings of the �rstUNESCO CIMPA S
hool on Dynami
al and Disordered Systems (Temu
o, Chile, 1991), Hermann (1996).[18℄ Daireaux, B. Analyse d'algorithmes du PGCD, M�emoire de DEA, Universit�e de Caen, 2001.[19℄ Daireaux, B., Vall�ee, B. Dynami
al analysis of the Lehmer-Eu
lid Algorithm, Les 
ahiers du GREYC2003.[20℄ Daud�e, H., Flajolet, P., Vall�ee, B. An average-
ase analysis of the Gaussian algorithm for latti
eRedu
tion, Combinatori
s, Probability and Computing (1997) 6, pp 397{433.[21℄ Delange, H. G�en�eralisation du Th�eor�eme d'Ikehara, Ann. S
. ENS, (1954) 71, pp 213{242.[22℄ Dixon, J. D. The number of steps in the Eu
lidean algorithm, Journal of Number Theory 2 (1970), 414{422.[23℄ Fayolle, J. Param�etres des arbres suÆxes dans le 
as des sour
es simples, M�emoire de DEA, Universit�e deParis VI, 2002.[24℄ Flajolet, P. Analyti
 analysis of algorithms, In Pro
eedings of the 19th International Colloquium \Au-tomata, Languages and Programming", Vienna, July 1992, W. Kui
h, editor,Le
ture Notes in ComputerS
ien
e 623, pp 186{210.[25℄ Flajolet, P., Gourdon, X., Dumas, P. Mellin transforms and asymptoti
s : harmoni
 sums, Theoreti
alComputer S
ien
e 144 (1-2), 1995, pp 3-58.[26℄ Flajolet, P., Guivar
'h, Y., Szpankowski, W., Vall�ee, B. Hidden pattern Statisti
s, Comptes-rendusde ICALP'01, Le
ture Notes in Computer S
ien
e 2076, pp 152{165.[27℄ Flajolet, P. and Sedgewi
k, R. Analyti
 Combinatori
s, Book in preparation, voir aussi les Rapportsde Re
her
he INRIA 1888, 2026, 2376, 2956.[28℄ Flajolet, P., and Vall�ee, B. Continued fra
tion Algorithms, Fun
tional operators and Stru
ture
onstants, Theoreti
al Computer S
ien
e 194 (1998), 1{34.[29℄ Flajolet, P., and Vall�ee, B. Continued Fra
tions, Comparison Algorithms, and Fine Stru
ture Constants,Constru
tive, Experimental et Non-Linear Analysis, Mi
hel Thera, Editor, Pro
eedings of Canadian Mathe-mati
al So
iety, Vol 27 (2000), pages 53-82.[30℄ Heilbronn, H. On the average length of a 
lass of 
ontinued fra
tions, Number Theory and Analysis, ed.by P. Turan, New-York, Plenum, 1969, pp 87-96.[31℄ Hensley, D. The number of steps in the Eu
lidean algorithm, Journal of Number Theory 49, 2 (1994),142{182.[32℄ Hennion H. Sur un th�eor�eme spe
tral et son appli
ation aux noyaux lips
hitziens, Pro
. Amer. Math. So
.118 (1993) pp 627{634.[33℄ Hwang, H-K. Th�eor�emes limite pour les stru
tures 
ombinatoires et les fon
tions arithm�etiques, PhD thesis,E
ole Polyte
hnique, De
. 1994.[34℄ Kato, T. Perturbation Theory for Linear Operators, Springer-Verlag (1980).[35℄ Krasnoselsky, M. Positive Solutions of Operator Equations, P. Noordho�, Groningen, 1964.[36℄ Lasota, A. and Ma
key, M. Chaos, Fra
tals and Noise ; Sto
hasti
 Aspe
ts of Dynami
s, Applied Mathe-mati
al S
ien
e 97, Springer (1994).[37℄ Lhote, L.Mod�elisation et approximation de sour
es 
omplexes, M�emoire de DEA, Universit�e of Caen, 2002.[38℄ Mayer, D. H. Continued fra
tions and related transformations, In Ergodi
 Theory, Symboli
 Dynami
s andHyperboli
 Spa
es, T. Bedford, M. Keane, and C. Series, Eds. Oxford University Press, 1991, pp. 175{222.[39℄ Prellberg, T. and Slawny, J. Maps of intervals with indi�erent �xed points : Thermodynami
 formalismand Phase transitions. Journal of Statisti
al Physi
s 66 (1992) pp 503{514.[40℄ Ruelle, D. Thermodynami
 formalism, Addison Wesley (1978).



31[41℄ Ruelle, D. Dynami
al Zeta Fun
tions for Pie
ewise Monotone Maps of the Interval, vol. 4 of CRM Mono-graph Series, Ameri
an Mathemati
al So
iety, Providen
e (1994).[42℄ Szpankowski, W. Average Case Analysis of Algorithms on Sequen
es, John Wiley and Sons, New York,2001.[43℄ Tenenbaum, G. Introdu
tion �a la th�eorie analytique des nombres, vol. 13. Institut �Elie Cartan, Nan
y,Fran
e, 1990.[44℄ Vall�ee, B. Fra
tions 
ontinues �a 
ontraintes p�eriodiques, Journal of Number Theory 72 (1998) pp 183{235.[45℄ Vall�ee, B. Dynami
al sour
es in information theory : fundamental intervals and word pre�xes, Algorithmi
a(2001) vol. 29, pp 262{306.[46℄ Vall�ee, B. Dynami
s of the Binary Eu
lidean Algorithm : Fun
tional Analysis and Operators, Algorithmi
a(1998) vol 22 (4) pp 660{685.[47℄ Vall�ee, B. Algorithms for 
omputing signs of 2 � 2 determinants : dynami
s and average{
ase analysis,Congr�es ESA'97 (5th Annual European Symposium on Algorithms) (Graz, Septembre 97), Le
ture Notes inComputer S
ien
e 1284, pp 486{499.[48℄ Vall�ee, B. Dynami
al Analysis of a Class of Eu
lidean Algorithms, to appear in Theoreti
al ComputerS
ien
e (2003).[49℄ Vall�ee, B. Digits and Continuants in Eu
lidean Algorithms. Ergodi
 Versus Tauberian Theorems, Journalde Th�eorie des Nombres de Bordeaux 12 (2000) pp 531-570.


