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L’analyse en moyenne d’algorithmes vise & déterminer le comportement « moyen » des algo-
rithmes. Par opposition a la complexité dans le pire des cas, la complexité moyenne d’un algorithme
permet d’appréhender les performances de I'algorithme de maniére « réaliste ». Il est maintenant
classique, en analyse d’algorithmes, de travailler avec un outil essentiel, celui des séries génératrices.
Les principales opérations algébriques sur les structures de données ou les algorithmes se traduisent
en opérations formelles sur les séries génératrices. Quand les séries génératrices sont vues comme
des fonctions de variable complexe, leur singularité dominante permet d’obtenir des renseignements
précieux sur le comportement asymptotique moyen de ’algorithme. Cette méthodologie est décrite
par exemple dans les livres de Flajolet et Sedgewick[24, 27].

Cependant, quand les algorithmes sont trop « corrélés », cette méthodologie ne peut plus s’ap-
pliquer, car les opérations sur les algorithmes ne se traduisent plus aisément en opérations sur les
séries génératrices. C’est alors une idée tout a fait naturelle que de considérer un algorithme et
I’ensemble de ses données comme un systéme dynamique. Les données sont alors les particules du
systéme qui sont soumises au « champ » créé par les opérations que leur font subir ’algorithme.
A un systeme dynamique, on associe classiquement, depuis Ruelle, un opérateur appelé opérateur
de transfert, ou opérateur de Ruelle, [40, 41] qui permet de décrire 1’évolution du systeme. Cet
opérateur dépend d’un parametre s, est désigné par Hy, et agit sur un espace de fonctions d’une
variable.

Opérateur de transfert = opérateur générateur. L’idée originale consiste & détourner I'opérateur
de transfert de son usage habituel et & le considérer comme un opérateur « super-générateur », en
ce sens qu’il engendre lui-méme les séries génératrices associées a ’algorithme. Les opérations sur
les algorithmes continuent a se traduire en opérations sur ces opérateurs générateurs. Par ailleurs,
aussitot que le systeme dynamique possede de « bonnes propriétés », cet opérateur a des propriétés
spectrales dominantes : il existe une valeur propre dominante A(s) positive qui est séparée du reste
du spectre par un saut spectral. Cette valeur propre dominante joue ainsi un role essentiel car
c’est elle qui concentre les propriétés essentielles du systéme. C’est elle qui va jouer le méme role
que la singularité dominante dans le cadre classique des séries génératrices, et va ainsi permettre
d’appréhender le comportement asymptotique moyen de l'algorithme, méme quand celui-ci est
« corrélé ». C’est la philosophie générale (voir Figure 1). De fait, 'opérateur de transfert ne peut
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pas vraiment étre utilisé « tel que » en analyse d’algorithmes, il a souvent besoin d’étre généralisé,
afin d’opérer sur des fonctions de plusieurs variables. Cet opérateur généralisé, désigné par )., étend
d’ailleurs dans un sens fort I'opérateur classique H;, puisqu’il a la méme valeur propre dominante.

Algorithmes (ou Comportement asymptotique
Structure de données) —P (en moyenne)

N\

Séries Analyse des
génératrices singularités
Opérateurs de transfert Propriétés
« générateurs » spectrales

F1c. 1. Analyse classique, analyse dynamique

Les domaines d’application. Cette méthodologie, qu’on appelle « analyse dynamique des algo-
rithmes » s’est installée relativement récemment en analyse d’algorithmes (1995). Elle peut déja
s’appliquer & deux domaines algorithmiques larges, 'algorithmique arithmétique et I'algorithmique
du texte. Dans chacun de ces domaines, la méthode prouve son efficacité en permettant de résoudre
des problemes inaccessibles a la méthode classique. La démarche est différente dans les deux do-
maines : en algorithmique arithmétique, on cherche & analyser des algorithmes existants et utilisés.
En algorithmique du texte, il y a une double volonté : on cherche & modéliser le concept de source,
qui est le mécanisme sous-jacent & tous les algorithmes de texte, puisque c’est lui qui produit le
texte ; on cherche ensuite & analyser les algorithmes quand les textes sont produits sous ce modeéle.
Bien que les deux domaines soient a priori disjoints, il y a de fait un transfert de méthodes de I'un
des domaines & l'autre : en algorithmique arithmétique, le concept a été utilisé pour des systémes
dynamiques de plus en plus complexes qui se sont « spontanément » présentés, lors de ’analyse
d’algorithmes classiques existant. Ces systemes qui apparaissent naturellement en algorithmique,
apparaissent souvent comme non classiques aux dynamiciens. Il était alors tentant d’utiliser cette
expérience pour élargir la possible modélisation dans le contexte de l'algorithmique du texte, et
pour généraliser progressivement la définition des sources dynamiques.

Plan. On commence par rappeler, dans la Section 1, les propriétés de base des systémes dyna-
miques. Puis, la Section 2 présente les opérateurs qui seront utilisés dans les analyses et qui se
situent dans la lignée des opérateurs de transferts des dynamiciens. La Section 3 décrit le cadre
d’analyse fonctionnelle nécessaire & 1’obtention des propriétés spectrales. Alors, tout est prét pour
décrire ’analyse dynamique, et ce, a travers deux champs d’application : le texte dans la Section 4
et 'arithmétique dans la Section 5.

Ces notes visent & introduire le sujet de ’analyse dynamique des algorithmes, et & donner quelques
exemples clés. Elles sont complétées par une bibliographie assez exhaustive. On pourra aussi consul-
ter la page du groupe d’Analyse dynamique & ’adresse

http://users.info.unicaen.fr/“daireaux/ANADY/index.html .
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Ces notes correspondent & un cours donné par Viviane Baladi et Brigitte Vallée lors des journées
annuelles du groupe de travail ALEA en mars 2002. Les Sections 1 et 3 résument plutdt le cours
donné par Viviane, tandis que les Sections 2, 4, 5 sont relatives au cours de Brigitte. Ces notes
résument en quelque sorte l'activité du groupe d’Analyse dynamique entre 1995 et ce jour. Brigitte
Vallée tient & remercier tous ceux qui ont contribué a ce travail : en tout premier lieu, Philippe
Flajolet, mais aussi tous ceux qui font partie ou ont, & un moment ou un autre, fait partie du
groupe caennais : (par ordre alphabétique) Ali Akhavi, Jérémie Bourdon, Julien Clément, Benoit
Daireaux, Hervé Daudé, Julien Fayolle, Charlie Lemée, Loick Lhote. Un grand merci & Jérémie
Bourdon pour le prét des figures tirées de son mémoire de these ..., aux relecteurs attentifs de ce
texte et tout particulierement & 1’éditeur de ce volume.

1. Systemes dynamiques

Ici, on donne la définition des systémes dynamiques et on insiste sur leurs principales ca-
ractéristiques. Le lecteur intéressé & la problématique générale des systémes dynamiques pourra
consulter le livre [4]. Les livres [12, 36] constituent une trés bonne introduction élémentaire aux
systemes dynamiques de I'intervalle.

1.1. Systéme dynamique. Un systéme dynamique (de l'intervalle) est défini par les éléments
suivants (voir un exemple Figure 2) :

1. un alphabet M inclus dans N, fini ou dénombrable.

2. une partition topologique de I :=]0,1] en intervalles ouverts disjoints I,,,, pour m € M, i. e.
I'=Uent Inm-

3. une application de codage o, constante et égale & m sur chaque I,,.

4. une application de décalage T : I — I inversible et de classe C? sur chaque I,,. On désigne
par J,, = TI,, I'image par T de lintervalle I,,,, par h,, : J,, — I, Pinverse local (appelé
encore branche inverse) de T restreint a I, et par H Pensemble H := { h;, | m € M} des
branches inverses de T'.

Fi1a. 2. Exemple de source dynamique avec un alphabet M de cardinal 3



Il y a plusieurs caractéristiques importantes d’un systéeme dynamique, liées en particulier & la
régularité des branches h,,, & leur géométrie (c’est-a-dire & la position des intervalles J,,, par rapport
aux intervalles I,), au nombre de branches, fini ou infini, aux propriétés d’expansion du systéme
(le décalage T sera dit expansif 8'il existe A > 1 pour lequel |T'(z)| > A > 1).

La trajectoire (ou lorbite) d’un élément x € I est la suite :

T(x) == (#,Tz,...,TFz,...).

Si on utilise 'application de codage o, on peut associer au réel x le mot infini M (x) construit sur
Palphabet M,

M(z) = (o(z),0(T2),...,0(T*z),...).
On pourra se reporter a la Figure 3 pour un exemple de ces deux notions.
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Fi1c. 3. Une orbite créée par une source dynamique et le mot émis associé cbac. ..

1.2. Utilisation en algorithmique. En algorithmique, les systémes dynamiques interviennent
naturellement dans deux types de contextes : les algorithmes arithmétiques et les algorithmes du
texte.

Les algorithmes arithmétiques. Un certain nombre d’algorithmes de type « algorithmes d’Euclide »
suivent le schéma suivant.

Entrée : x € 1
Tant que z ¢ F faire z := T'(z)
Renvoyer
Ici, F désigne 'ensemble des états finaux de 'algorithme. La trace d’une exécution de l'algo-
rithme sur Pentrée x est alors la trajectoire tronquée 7 (z) qui s’arréte dés que z entre dans F.
Le systéme associé & la transformation T' (qu’on appelle le systéme sous-jacent & I’algorithme) peut
étre tres varié. Pour cette classe d’algorithmes, le systéme dynamique de référence est associé a la
transformation 7' défini par
1 1
T(z):=——|—
0=~ 5]



F1G. 4. Les deux systémes dynamiques de référence

(voir Figure 4 gauche), mais la Section 5 donnera des exemples d’algorithmes « naturels » qui font
intervenir des systemes dynamiques assez complexes.

Les algorithmes du texte. Le systeme dynamique intervient ici fortement car c’est lui qui produit
le texte. Plus précisément, on considére le modele probabiliste suivant : on se donne une densité
sur I et on étudie 'ensemble des mots de MN de la forme

M(z) = (o(z),0(Tz),... Jo(TFz), .. )

lorsque = € I est choisi suivant la densité f. Le systéme dynamique de référence (voir Figure 4
droite) est alors associé & la transformation 7' définie par

T(z) := 2z — | 2x]

qui donne lieu aux suites de chiffres binaires indépendants et équiprobables. La Section 4 donnera
des exemples d’analyse d’agorithme de texte, quand le texte est produit par une source dynamique.

1.3. Premiere caractéristique des systémes dynamiques : la géométrie des branches. La
géométrie du systeme décrit la position des intervalles J,,, := T'I,, par rapport aux intervalles I,,.
Elle permet de caractériser I’ensemble S, successeur du symbole m, formé de tous les symboles qui
peuvent étre émis aprés le symbole m. La géométrie du systeme donne ainsi un premier acces a la
corrélation entre les symboles successifs émis.

Systéme complet. On dira que le systeme est complet si pour tout m € M, Uintervalle J,, est
Iintervalle I tout entier. Tous les symboles de 'alphabet M sont possiblement émis aprés tout
symbole m et donc S,,, = M pour tout symbole m. Ces systémes-14 sont (dans un sens & préciser)
les moins corrélés.

Systéme markovien. Pour ces systéemes, 'ensemble S,,, des symboles émis apres un symbole m ne
dépend que de m, et non de ce qui s’est passé avant. Par définition, et dans le cas d’un alphabet fini,
on dit qu'un systéme est markovien si tout intervalle J,,, := T'I,,, est réunion finie d’intervalles I,.
Plus précisément, pour tout m € M, il existe un sous ensemble L,, C M tel que

Im = U Iy,

LEL
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et dans ce cas, on a S,, = L,,,. La Figure 5 donne un exemple ou
J =1L Uls, Jo = I, U I3, J3=1.

Fic. 5. Une source dynamique markovienne

Dans le cas d’un alphabet infini, il faut étre un peu plus précis. On dit qu’'un systéme est
markovien s’il existe une partition finie de I en intervalles K, (¢ € L et L finie) telle que

1. tout intervalle .J,,, est réunion (nécessairement finie) d’intervalles Ky, pour £ € L, ;
2. tout intervalle K; est réunion (en général non finie) d’intervalles I,,,, pour m € M,.

Un élément ¢ de L joue un role similaire & celui d’un état dans une chaine de Markov. Pour deux
états k et £, on désigne par My, 'ensemble des symboles de M qui permettent de passer de I'état £
a létat k,

Mpp={meM|I,CK, et KpCJnt={meM|meM, et keLly}
La matrice sous-jacente au systeme dynamique est la matrice booléenne P dont le coefficient py »
est défini par

(1.1) Pre =1 si et seulement si Mo # 0.

Elle décrit les transitions possibles entre symboles, et le cas particulier ou P est une matrice
irréductible est important, puisqu’il traduit une propriété de mélange entre les symboles. (Une
matrice irréductible est une matrice dont tous les coefficients sont positifs et qui possede une
puissance dont tous les coefficients sont strictement positifs.)

Parfois, la partition de départ (I,,)meam ne donne pas lieu & un systéme markovien, mais il
se peut qu'un raffinement de la partition y donne lieu. La définition plus générale d’un systéme
markovien est finalement la suivante : on construit, a partir de I’ensemble S des extrémités des
intervalles I,,, de la partition initiale, les ensembles

(1.2) Sl .= CJTi(S) ;
i=1

le systéme est markovien si la suite des SPP! débute par un premier terme S fini et est stationnaire.



Fig. 6. A gauche, orbite chaotique; & droite, orbite avec intermittence

Systéme non markovien. Dans ce cas, les symboles qui peuvent étre émis & un moment donné ne
peuvent étre caractérisés en ne considérant qu’une partie bornée de I'histoire précédente : ce sont
les systemes les plus complexes.

1.4. Importance du caractére expansif. Rappelons qu’un systéme est expansif si le nombre
A := inf ‘T’ (zp)‘ est strictement plus grand que 1. La grandeur 6 := 1/A est le coefficient de

contraction des branches inverses, et toute branche inverse h de T vérifie ‘h’ (33)‘ <6 A premieére vue,
le caractere expansif du décalage (ou, de maniére équivalente, le caractére contractant des branches
inverses) n’apparait pas essentiel. Pour se persuader de l'importance de ce facteur, il suffit de
comparer le comportement des orbites de deux systemes : I'un est associé & un décalage T' pour lequel
T? est expansif; Pautre est « presque » expansif, puisqu’il existe un point fixe indifférent zq (i. e. un
point zy pour lequel T(z) = zo, |T'(zo)| = 1), alors que tous les autres points vérifient |T"(z)| > 1
(voir Figure 6). Dans le premier cas, la trajectoire est chaotique; dans I'autre, elle présente des
phénomenes d’intermittence, et quand la trajectoire s’approche de ce point fixe indifférent, elle
s’en éloigne a grand peine ... Ces deux systémes créeront une algorithmique vraiment différente,
le premier donnant lieu & un algorithme rapide, et le second, qui perd beaucoup de temps pres
de son point fixe, donnant lieu & un algorithme lent. Nous reviendrons a cette situation dans les
paragraphes 3.4 et 5.6.

2. Le principal outil de 1’analyse dynamique : ’opérateur de transfert et sa
descendance

Ici, on définit les principaux opérateurs qui sont les outils privilégiés de ’analyse dynamique. Ils
proviennent tous de I'opérateur transformateur de densité, qui est leur ancétre commun.

2.1. Opérateur transformateur de densité. Nous venons de décrire comment la possibilité
d’émettre & un instant donné tel ou tel symbole était liée & la géométrie du systéme. Maintenant,
nous nous posons une question plus fine : avec quelle probabilité un symbole — s’il peut étre
émis — va-t-il étre émis ? Cette question est tres liée & la maniere dont le décalage T déforme les
mesures sur 'intervalle 7. Plus précisément, la densité de probabilité sur I évolue lorsqu’on itére
la transformation de décalage T, et c’est 'opérateur transformateur de densité, désigné par H,
qui quantifie ce phénomeéne. Pour une densité initiale f, on désigne par H[f] la densité aprés une
itération de T'. On a ainsi :

(2.1) H[f|(2) = Y |hp(2)] f 0 hin(@) L, (2),
meM

ou 14 représente la fonction indicatrice de ’ensemble A. Informellement, si f est la densité initiale,
la densité en un point z, aprés une itération, est apportée par tous les antécédents possibles de x.



dy

dxy dx, dxc
Fi1c. 7. L’évolution de la densité

L’antécédent de = provenant de la branche d’indice m existe si z appartient & J,,, et dans ce cas,
il apporte la densité f o hy,(z) distordue par le terme ‘h;n(gz)‘ (lié & la formule de changement de
variable). La composante H;,,) de Uopérateur relative au symbole m

Hiy [f1(8) 2= [hin (D] f © hn(8) 11, ()
désigne ainsi la contribution apportée par la branche d’indice m (voir Figure 7).

C’est cette distorsion possible par le facteur ‘h;n(gz)‘ qui va constituer le deuxieme facteur de
corrélation. Si les branches sont affines, avec donc une dérivée constante, cette distorsion n’existera
pas. Pour une géométrie de branches fixée, ce sont donc les systémes dynamiques & branches affines
qui seront les moins corrélés. A I'opposé, ceux dont les branches ont une dérivée seconde grande
(en valeur absolue) donneront lieu & des sources fortement corrélées. En particulier, ¢’est plutot la
dérivée de x — log‘h’(az)‘ qui va intervenir, et la condition de distorsion bornée,

(2.2) dec>0, Ve el, YVheH, ‘h"(m)‘ < c‘h'(x)‘,

toujours vérifiée lorsque le nombre de branches est fini, intervient de maniére fréquente.

Le k-iéme itéré de D'opérateur H a aussi une forme tres simple; grace a la propriété de multi-
plicativité des dérivées de fonctions composées, il s’exprime comme une somme qui fait intervenir
tous les mots w de MF,

(2.3) HY[f](@) = Y [hy(@)] f o hu(z) Ly, (2).

weMFk

Ici, pour un mot w de MF¥ de la forme w := mims ... my, la notation h,, désigne la branche inverse
de T* de la forme h,, := hpn, 0+ -0hy,, € HE et T, désigne l'intervalle de définition de la branche h,,.

Cas particulier des systémes complets et markoviens. Comme nous le verrons plus loin, la présence
des fonctions indicatrices apporte un certain nombre de complications. Le cas le plus simple est
donc celui des systemes complets ou ces fonctions indicatrices n’existent pas.

Dans le cas d’un systéme markovien, quitte & travailler avec une matrice d’opérateurs, on peut
faire « disparaitre » ces fonctions indicatrices, en procédant comme suit : & une fonction f définie
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sur I, on associe la suite (finie) des fonctions fy, o f; est la restriction de f & lintervalle Kj.
Au lieu de faire agir 'opérateur H sur f, et de considérer le transformé g := HJ[f], on considére
qu’il agit sur la suite f des f; et on désigne par g; la k-iéme composante de g (i. e. la restriction

de g & Kj) On a clairement
ge=Y_ > Hylfl
LeL meMy,

de sorte que H est maintenant (4 conjugaison pres) une matrice d’opérateurs, désignée par I:I, de
dimension |£| x |£| dont le coefficient situé en position (k,¢) est 'opérateur

Hyo=Hyy= Y Hpyy;
mEM}c\l

En remplacant ainsi I'égalité g := H[f] par I'égalité § := H[f], on a supprimé toutes les fonctions
indicatrices ...

2.2. Opérateur transformateur de densité, intervalles fondamentaux et probabilités
fondamentales. Si w est un mot fini, on désigne par p,, la probabilité qu'un mot produit par la
source commence par w.

Associons & un mot w de longueur finie k£ la branche inverse h,, ; 'intervalle h,,(I) est alors
Iensemble des réels = pour lesquels le mot M (xz) débute par le préfixe w : c’est ce que nous
appelons [’intervalle fondamental associé au mot w, et que nous désignons par I,,; pour un mot
réduit & un symbole m, c’est exactement l'intervalle I,,, de la partition initiale. Considérons une
densité de probabilité f sur lintervalle I. La mesure de l'intervalle I,, = h,,(I) est exactement la
probabilité p,, et

poi= [ = [ o1 o e 1, 0.

La composante de I'opérateur H” relatif & la branche h,,, désignée par H;,; et définie par

(2.4) Hp, [f1(8) := |, (8)| f o hu(2) L, (£)
permet donc d’exprimer la probabilité p,,, via la relation
(25) po= [ B0

de sorte que cet opérateur Hy,) peut étre considéré comme l'opérateur « générateur » de la proba-
bilité p,,. De plus, la concaténation ww' entre deux mots se traduit par la propriété de composition

(26) H[wwl] = H[u}’] o H[u}]a
qui est essentielle car elle permet de généraliser la propriété multiplicative

Pww’ = PwPuw’

qui n’est vérifiée que par les sources sans mémoire.

2.3. Sources classiques simples : sources sans mémoire, chaines de Markov. Pour une
géométrie donnée, les systemes dynamiques les plus simples sont ceux dont les branches sont affines.

Une source sans mémoire est modélisée par un systéme dynamique complet & branches affines,
initialisé avec la densité uniforme. La Figure 8 donne un exemple de modélisation possible d’une
source sans mémoire qui produit trois symboles suivant les probabilités 1/2,1/6,1/3.



10

F1c. 8. Une source sans mémoire, une chaine de Markov

Une chaine de Markov est modélisée par un systéme dynamique markovien & branches affines,
initialisé avec une densité constante sur chaque Ky. La Figure 8 montre un exemple de modélisation
d’une chaine de Markov d’ordre 1.

Une chaine de Markov d’ordre k s’obtient en cassant en morceaux les branches (affines) d’une
chaine de Markov d’ordre k£ — 1. La Figure 8 montre comment on peut passer du cas k£ = 0 au
cas k = 1. C’est pour cela, que, informellement du moins, un systéme général markovien peut étre
considéré comme une limite de chaines de Markov d’ordre de plus en plus élevé.

2.4. L’opérateur de transfert. Dans I’étude des systémes dynamiques, il est tres utile de géné-
raliser 'opérateur transformateur de densité H (défini en (2.1) en lui adjoignant un parameétre s.
On obtient alors 'opérateur de transfert, désigné par Hy et défini par

(2.7) H[f](@) = Y [hn(@)| f 0 hin(2) 1, ().
meM

Ici, 'ajout du parametre s permettra de relier cet opérateur a des séries génératrices et plus
précisément & des séries génératrices de Dirichlet.

Comme en (2.3), le k-iéme itéré de 'opérateur Hy a aussi une forme treés simple, et s’exprime
comme une somme qui fait intervenir tous les mots w de M¥*,

(2.8) HY[f(z) = Y |h (@) f o hu(x) 15, ().
weMk

Nous aurons besoin des composantes de tels opérateurs, et nous désignerons par H [, 'opérateur
associé a la branche h,, et défini par

H, 1) [1(t) := [h, (D] f 0 ho(2) 1, (2).
Remarquons cependant que cet opérateur, qui vérifie une propriété de composition analogue a (2.6),
(2.9) H 1) = Hg ] © Hg ]

ne permet pas d’exprimer simplement la quantité p;, .

L’opérateur qui fait intervenir 'ensemble M* de tous les mots (finis) produits par la source est
alors la somme de tous les itérés k-ieme de I'opérateur définis en (2.8) : c’est ce que nous appelons
le quasi-inverse ou 1’étoile,

(2.10) (1-H,) ':=> HE,
k>0
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et qui jouera un role si important dans la suite ...

2.5. Pondération de I'opérateur de transfert. Dans les applications aux algorithmes (et tout
particulierement aux algorithmes arithmétiques), on désire souvent pondérer chaque branche du
décalage par une quantité qui mesure le coiit de l'algorithme associé quand l'exécution « passe
par » la branche. Ce colit peut dépendre de maniere assez variée de la branche, mais, trés souvent,
comme nous le verrons dans les applications, ce coiit est « additif », et le coiit total d’une exécution
est la somme des coiits dis a 'emprunt de chaque branche. On remplace alors chaque opérateur
composant Hg ;) par un opérateur pondéré par un coit c,
H[sc,]u,[w] = u) H gy,

et 'additivité des cotlits montre que la propriété de composition se prolonge aux opérateurs pondérés.

2.6. Opérateur de transfert généralisé. Tl est nécessaire ici de considérer des sources dyna-
miques completes ou markoviennes. Commengons par le cas complet. Les quantités p; s’expriment
alors en fonction de 'opérateur de transfert généralisé, appelé encore opérateur sécant. Si F' désigne
la fonction de répartition de f, la quantité p;, s’exprime comme

Do = ‘F 0 hy(0) = Fo hw(l)‘s’
et fait donc intervenir la valeur de la fonction F o hy en les deux points £ = 0 et z = 1. Clest
pourquoi on introduit un opérateur de transfert ), ,, qui agit sur des fonctions de deux variables
en utilisant la « sécante » de la branche h,, (d’ou son nom d’opérateur sécant)
hw (U) B hw (’U)

S

95,w][®] (u,v) := ‘ — D (o (1), hey (v)),
ce qui résout le probleme puisque
F(zx)—F
.11 Vo= 9ul0.1)  avee Loy = | FO=T),

La multiplicativité de la « sécante » permet de prouver la propriété de composition
s [ww) = Ds [w] © Ns,w);
qui, comme en (2.6) généralise la relation p? . = p;ps,.

Les opérateurs qui généralisent respectivement Hg, ses itérés H’; et son quasi-inverse (1 — H,) ™!
sont alors les opérateurs 9, H* et (1 — 9,)~" définis par

(2.12) Ds= > Domp =D S 1=9H)"= D Dy

memM weME wEM*

Ce formalisme peut se transporter aisément dans le cas d’une source markovienne : la matrice 9,
a pour coefficient 'opérateur $; x4

2.7. Problémes a longueur fixée, ou a longueur quelconque. Comme le montrent les re-
lations (2.8), (2.10) et (2.12), les k-itme itérés des opérateurs font intervenir ’ensemble M* des
mots de longueur £ et les quasi-inverses I’ensemble M* de tous les mots finis. Si on travaille sur des
problémes & taille fixée (longueur des textes fixée pour les algorithmes de texte, nombre d’itérations
fixé pour les algorithmes arithmétiques), c’est donc le comportement asymptotique de ces k-iéme
itérés qu’on utilisera (pour k& — o0). Si le probleme fait intervenir toutes les tailles possibles, les
opérateurs adéquats seront les opérateurs quasi-inverses, et on s’intéressera & leurs singularités.
Pour une matrice M, le comportement asymptotique de M* ou les singularités de (Id — M)~
sont tres liés aux propriétés spectrales de la matrice M, et en particulier aux propriétés spectrales
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dominantes (correspondant aux valeurs propres ayant le plus grand module). Nous sommes donc
conduits & étudier ’analogue, mais en dimension infinie.

3. Analyse fonctionnelle et propriétes spectrales

Cette section est dédiée a 1’étude des propriétés spectrales des opérateurs de transfert. Un livre
de référence est celui de V. Baladi [2].

Pour un opérateur L qui agit sur un espace de Banach F, le spectre SpL de L est I’ensemble
des nombres complexes z pour lesquels L — z1 : 7 — F n’est pas inversible. Un élément z de SpL
est une valeur propre si L — z1 n’est pas injective. En dimension finie, le spectre d’une matrice
est I’ensemble de ses valeurs propres. L’espace sur lequel agit 'opérateur est fondamental car le
spectre d’un opérateur dépend beaucoup de I'espace sur lequel il opére. (Plus Pespace est « gros »,
plus il contient de possibles fonctions propres, et plus le spectre est lui-méme « gros ».) Ainsi, un
opérateur peut avoir de « bonnes » propriétés spectrales sur un espace et de moins bonnes sur un
autre. Le choix de cet espace est fondamental et constitue généralement un des points délicats de
I’analyse.

3.1. Criteres de choix pour I’espace fonctionnel. Ce choix résulte en général d’un compromis :
On veut que 'espace fonctionnel F soit suffisamment « gros » pour que 'opérateur de transfert Hj
opere sur F (i. e. Hi[F] C F). Mais on veut aussi qu’il ne soit pas trop gros pour que le spectre
reste discret (formé de points isolés), ou du moins que la partie « supérieure » du spectre reste
discrete.

Ce choix va dépendre des caractéristiques du systéme dynamique. Il sera dicté en tout premier
lieu par la géométrie du systéme, et modulé par la régularité des branches. Dans la formule (2.7),
apparaissent les fonctions caractéristiques 1 . En fonction de la géométrie du systeme, ces fonctions
caractéristiques peuvent introduire des discontinuités, et Hy[f] peut étre discontinue méme si f est
tres réguliere.

1. Si le systeme est complet, les opérateurs H; n’introduisent pas de discontinuités et on
peut travailler sur des espaces de fonctions régulieres (fonctions C" sur I, fonctions ana-
lytiques, etc.) adaptés a la régularité des branches h,,.

2. Si le systeme est markovien, les opérateurs HY introduisent des discontinuités uniquement
au bord des K; et on peut travailler sur des espaces de fonctions réguliéres sur chacun des
Ky, ayant donc un nombre fini de discontinuités.

3. Enfin, si le systéme n’est pas markovien, on introduit & chaque itération de nouvelles discon-
tinuités, de sorte que I’ensemble des discontinuités introduites est dénombrable et peut étre
dense dans I. On est alors conduit a travailler sur I’espace des fonctions & variation bornée.

3.2. Le bon comportement désiré. On considere d’abord le cas ou s = 1. L’opérateur étudié
est donc le transformateur de densité H.
Sur un espace fonctionnel adéquat F, les propriétés

(P1) la valeur 1 est valeur propre simple dominante unique de H,
(P2) il y a un saut spectral : le reste du spectre de H est contenu dans un disque de rayon
strictement inférieur 4 1,

entrainent un certain nombre de conséquences. Tout d’abord, il existe alors un disque I' du plan
complexe, de frontiére v, qui contient comme seul point du spectre la valeur 1. De plus, 'opérateur
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P défini par
1
P:=— /(zl —H) ldz
2/,
est le projecteur sur le sous-espace propre dominant, et 'opérateur H se décompose en H =P + N
ou N est un opérateur dont le spectre est le méme que celui de H, excepté la valeur 1. Le rayon

spectral de N est ainsi strictement inférieur 4 1. Enfin, on a aussi H* = P + N¥ de sorte que

P

(3.1) (1-zH)!= T

+R(2),
avec une fonction reste R,

R(z):=(1-2N)"' -P =) FH'-P)
E>1

qui décrit les corrélations du systéme dynamique. De plus, le projecteur P s’exprime en fonction
de la fonction propre dominante ¢, normalisée par [; ¢(u)du = 1, sous la forme :

Plf](t) = (t) / £ () du.

Si, de plus, la condition (P3) suivante est satisfaite,
(P3) lapplication s — Hj est analytique sur un voisinage de s = 1,

la théorie de la perturbation s’applique alors [34] et montre P'existence de fonctions s — A(s),
s+— Py, s — Ny analytiques dans un voisinage de s = 1. Ici, A(s) est la valeur propre dominante
de H,, P, est le projecteur sur le sous-espace propre dominant et N est un opérateur dont le
rayon spectral est strictement inférieur & P\(s)‘ La décomposition HY = \(s)¥P, + N*¥ perdure et
finalement, la. décomposition spectrale

— P,
1 A(s)

montre que (1 — Hy)~! posséde un pole d’ordre 1 en s = 1, dont le résidu est —\'(1)P. Cette
derniére valeur —\'(1) est l’entropie du systéme dynamique, comme nous le verrons plus loin.

(3.2) (1-H,)! +N(1 - N,) ™!

3.3. Compacité et quasi-compacité. La propriété (P1) est une propriété de type Perron—
Frobenius : elle est liée & des propriétes de forte positivité. Rappelons que la propriété (P1) est
vérifiée pour une matrice M stochastique qui a une puissance k-iéme dont tous les coefficients sont
strictement positifs.

La propriété (P2) est toujours vraie en dimension finie, car le spectre est alors fini. Plus généralement,
la validité de (P2) est assurée aussitot que le spectre de H est discret, ou, du moins, aussitot que
la partie « supérieure » du spectre est discret.

Les opérateurs compacts sont les opérateurs qui, en dimension infinie, ressemblent le plus aux
opérateurs de la dimension finie. Leur spectre est discret & ceci pres qu’un point d’accumulation est
possible en 0, et la validité de (P2) est alors assurée. Mais, on ne peut pas toujours trouver un espace
fonctionnel F sur lequel 'opérateur H soit compact, et 'on ne peut donc toujours assurer que la
totalité du spectre soit discret. On considére alors la propriété de quasi-compacité, plus générale. Le
rayon spectral R(L) d’un opérateur L est la borne supérieure des modules des éléments du spectre
SpL, de sorte que SpL C { A ‘ |A| < R(L) } Le rayon spectral essentiel R,(L) d’un opérateur L
est le plus petit réel » > 0 pour lequel tout élément A de Sp L ayant un module |A\| > r est une valeur
propre isolée et de multiplicité finie. Pour un opérateur compact, on a R.(L) = 0. Un opérateur
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Fi1a. 9. Saut spectral

pour lequel R.(L) < R(L) est appelé quasi-compact. Son spectre se décompose en deux parties,
une partie supérieure discrete et une partie inférieure qui peut étre quelconque (voir Figure 9).

3.4. Des espaces fonctionnels adéquats. L’espace fonctionnel ou les propriétés (P1), (P2)
et (P3) sont vérifiées dépend des caractéristiques du systeme. Nous donnons ici quelques exemples
d’espaces fonctionnels adaptés a certaines classes de systémes dynamiques.

Type 1 : Systémes complets (ou markoviens) avec branches uniformément holomorphes et contrac-
tantes. Ce sont d’abord les systémes complets, bien décrits dans [38], qui vérifient ce qui suit :

Il existe un disque complexe V sur lequel toutes les branches inverses h € H se pro-
longent en des fonctions holomorphes sur V, envoyant V strictement dans lui-méme,
(i. e. h (V) C V) et contractantes (i. e. |h'(z)| < &), < 1 avec la série Y-, 05 convergente
pour un réel o < 1).

Dans ce cas, 'opérateur H agit sur 'espace A (V) des fonctions holomorphes définies sur V et
continues sur V. Comme tous les opérateurs composants (qui sont des opérateurs de « composition »
de la forme f — f o h) y sont compacts, 'opérateur H y est aussi compact. Un théoréeme di &
Krasnoselsky [35] généralise les résultats & la Perron-Frobenius et prouve que (P1) est aussi vérifiée ;
(P3) est également vérifiée sans probléme, par perturbation analytique, dés que R(s) > «a, ce pour
un certain o > 1.

Si de plus, le systéme a une distorsion bornée, les propriétés citées ci-dessus se généralisent
a Dopérateur 95 (voir [14, 45]), & condition de le faire opérer sur l'espace By (V) des fonctions
holomorphes définies sur V x V et continues sur V x V.

On peut aussi considérer la version « markovienne » du début de la condition précédente (on
reprend les notations des paragraphes 1.3 et 2.1) :
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Pour tout £ et tout £ de L, il existe un disque complexe Vy, voisinage de K} sur lequel
toutes les branches inverses h € H |y ont leurs restrictions a Ky, qui se prolongent en
des fonctions holomorphes sur Vi, envoyant V strictement dans V.

Cette derniere condition assure que chaque opérateur Hy; ) a de bonnes propriétés de compacité
et de positivité. Si, de plus, la matrice de transition P définie en (1.1) est irréductible et apériodique,
alors 'opérateur matriciel a toutes les bonnes propriétés souhaitées.

Type 2 : Systemes a géométrie quelconque, contractants. Cas du nombre de branches fini. Dans
ce cas (voir [17]), 'espace fonctionnel adapté est 'espace BV (I) des fonctions & variation bornée
sur l'intervalle I. Cet espace est un espace de Banach dense dans L£'(I) dont la boule unité est
précompacte dans L£'(I). L’opérateur H agit sur BV (I) et le théoréme suivant [32] permet de
montrer sa quasi-compacité.

Théoréme. Soit L un opérateur qui agit sur L'. Supposons qu’il existe deuz suites () et (t,) de
nombres positifs pour lesquelles, pour tout n > 1, et pour tout f € BV (I), on a

(3-3) L] gy < rull fllBy + tall £112-

Alors Uopérateur L est borné sur BV (I) et son rayon spectral essentiel vérifie

R.(L) <r:= lirginf(rn)l/".

On applique le théoréeme en montrant que r peut étre choisi égal au coefficient de contraction
0 < 1 et que l'opérateur H a une valeur propre égale a 1.

Type 8 : Cas du nombre infini de branches. Systémes a géométrie pseudo-markovienne, contractants,
a distorsion bornée. Quand le nombre de branches est infini, ce qui arrive trés souvent dans les
applications arithmétiques, on peut aussi travailler sur BV (I), & condition d’exiger des propriétés
supplémentaires pour le systéme dynamique. En particulier (voir [8, 13]), on exige que le systéme ait
une distorsion bornée, et aussi qu’il ne soit pas trop différent d’un systéme markovien. Dans le cas
d’un systéme markovien, I'ensemble SIP!, défini en (1.2), et formé des extrémités des intervalles J,
associés & l'ensemble { w | |lw| < p} est fini pour tout p. La, on lui laisse la possibilité d’étre infini,
mais on exige que les intervalles J,,, quand ils sont non vides, ne soient pas trop petits, 4. e.

by =inf{ |Jy| | Juw#0, lw|<p} >0

C’est une condition qui a été donnée au départ par Rychlick. Dans ces conditions, les propriétés
(P1), (P2) et (P3) sont vérifiées pour 'opérateur Hy agissant sur BV (I).

3.5. La méthode d’induction. Dans tout le paragraphe précédent, le systéme était supposé ex-
pansif. On peut traiter relativement aisément des systémes complets ou la condition d’expansion est
seulement violée en un point, et qui sont « presque expansifs » avec seulement un point indifférent
(voir paragraphe 1.4). Dans ce cas, il y a une seule « mauvaise » branche (i. e. non expansive), et on
va la grouper avec des bonnes branches, pour tenter d’améliorer son comportement. Supposons que
cette branche soit la branche correspondant au symbole a, et corresponde donc & un intervalle 1.

Considérons le systeme dynamique (J,U) ou lintervalle J est J := I'\ I, et le décalage U est
défini par le premier retour & J : pour z € J, on désigne par n(z) le plus petit entier pour lequel
T™*) € J, et on pose U(z) := T™®)(z). Ce systéeme dynamique est appelé le systéme induit.
La partition fondamentale sur .J est maintenant formée des intervalles fondamentaux de I’ancien
systeme de la forme

I, avec weN :=(M)\{a}){a}*,
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Fi1c. 10. Un systeme dynamique et son systeme induit

et le nouvel alphabet A est ainsi infini.

Il y a une autre maniere d’induire, un peu différente, en restant dans I'intervalle I, et en rem-
placant la partition initiale par la partition formée des anciens intervalles fondamentaux de la
forme

I, avec we€ Q:={a}*(M)\ {a}).
C’est celle-1a qu’on utilisera plutét en algorithmique, et qui remplace I'alphabet M initial par
lalphabet Q. La Figure 10 représente un systéme dynamique (4 gauche) et son systéme dynamique
induit associé (on induit ici par rapport & la premiére branche, car c’est elle qui posseéde un point
indifférent).

Grace aux propriétés de dictionnaire dues & la propriété de composition (2.9), I'opérateur de
transfert H, du systéme dynamique induit fait intervenir 'opérateur de transfert Hy et 'opérateur
A, :=Hy [, relatif au symbole a sous la forme

(3.4) H, =) (H, - A,)Al = (H, - A,)1-A,)" "

k>0
Puisque le nouveau décalage regroupe une suite de « mauvaises » branches avec une « bonne »
branche, le nouveau systéme dynamique sera expansif, et le quasi-inverse (1 — H,) ! vérifiera
souvent des propriétés de type (3.2). Alors, la relation M* = O*{a}*, qui se traduit par une
relation entre les deux quasi-inverses,
(3.5) 1-H)'=1-A)"'1-H,)™'

permet de « revenir » au quasi-inverse initial, en y intégrant les propriétés de la « mauvaise »
branche.

4. Analyse dynamique des algorithmes du texte

Le comportement de tout algorithme qui travaille sur du texte est tres influencé par la maniere
dont le texte est produit. Il y a d’abord un premier fait qui est vrai pour une source S quelconque :

1. L’ensemble des probabilités {p, | w € M*}, ou plus généralement, pour un complexe s,
I’ensemble des quantités { p, | w € M* } joue un role essentiel dans analyse des algorithmes
du texte, lorsque le texte est produit par une source quelconque S.

L’intérét des sources dynamiques provient du caractere explicite de ces probabilités, que nous avons
décrit dans la Section 2 :
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2. Pour une source dynamique, les probabilités p,, s’expriment en fonction des composantes de
Popérateur transformateur de densité (voir Section 2.2).

3. Pour une source dynamique complete (ou markovienne), les quantités p;, s’expriment en
fonction de 'opérateur de transfert généralisé (voir 'opérateur sécant de la Section 2.6).

Nous allons maintenant décrire quelques exemples d’application de ces trois faits.

4.1. Les probléemes de mots qui font intervenir des langages. Un langage £ défini sur
Palphabet M est un sous-ensemble de M*. A un langage L, on associe classiquement la série
génératrice

(4.1) L(z) =) pual"!

weL
ou la variable z « marque » la taille |w| du mot w. Cette série génératrice s’avere essentielle dans
I’analyse des proriétés du langage L.

Pour une source sans mémoire, la propriété de multiplicativité des probabilités permet de traduire
les opérations sur les langages en opérations sur les séries génératrices associées. Ce n’est plus
possible dés que la source garde « de la mémoire ». On remplace alors, dans la série génératrice
du langage définie en (4.1), la probabilité p,, par 'opérateur générateur Hj, défini en (2.4), et on
obtient ce qu’on appelle 'opérateur générateur du langage £ défini par

(4.2) L(z):= Y  Hp,z"l.

weL
La propriété de composition (2.6) sur les opérateurs permet de traduire les opérations sur les
langages en opérations sur les opérateurs générateurs associés. Grace & (2.5), on peut alors revenir
a la série génératrice par la relation

(4.3) L2) = [ L0

Ezemple d’application : les motifs généralisés. (Le cadre est celui des sources de type 2 ou 3 de la
Section 3.4). On pourra se reporter & [10] pour plus de précisions.

Un motif généralisé L est une suite finie de langages construits sur le méme alphabet M, de la
forme L := (L4, Ls,...,L;). Chacun des langages L; est de longueur finie. On dit que le motif £ ap-
parait dans le texte T' € M* si le texte contient comme sous-séquence un élément £ = (¢1,4s,...,¢,)
de L. Dans ce cas, T est de la forme

T = woliwrly ... wiliwiyy ... welpwy avec w; € M* et l; € L;.

Cette notion de motif généralisé recouvre beaucoup de probléemes de recherche de motifs, tout
particulierement les motifs cachés, qui apparaissent naturellement dans des contextes divers (bio-
informatique, détection d’intrusions) et a déja été étudiée dans le contexte des sources sans mémoire
[26].

L’ensemble de toutes les occurrences du motif généralisé L est alors la collection p(L) (avec
répétitions) donnée par concaténation,

(4.4) p(L) = M* X L1 X M* X Lg X -+ X M* X L, x M*.
Cette opération p transforme une suite finie de langages en une collection de mots (par opposition
4 un langage qui est un ensemble de mots, une collection est un multi-ensemble de mots), et dans

la collection p(L), un texte T' est présent autant de fois qu’il contient d’occurrences de £. Pour un
texte T' de longueur n, on désigne par 2, (L, T) le nombre d’occurrences de £ dans T', et la remarque
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précédente permet de montrer que la série génératrice des espérances coincide exactement avec la
série génératrice L(z) de la collection p(L),

L(z) := Z puzl?l = ZE[QH(E,T)] 2"
wep(L) n>1

Gréce aux régles de transfert citées précédemment, 'opérateur générateur L(z) de la collection p(L)
s’écrit facilement en fonction des opérateurs générateurs L;(z) des langages et de l'opérateur
(1 — zH) ! associé au langage M*,

(4.5) L(z)= (T —2zH) toL.(2) o (I —zH) to---oLy(2) o (I — zH) L.
Cet opérateur contient r + 1 occurrences du quasi-inverse (I — zH)™!, qui « apportent » chacune
un pdle en z = 1. Elles sont « mélangées » avec les opérateurs L;(z) des langages £; qui sont des

polynomes en z (et n’apportent pas de poles). Via la relation (4.3), on caractérise alors aisément
les singularités de la série L(z) et on obtient ainsi le résultat suivant :

Proposition. Le nombre moyen E[QH(L,T)] d’occurrences du motif généralisé L dans un texte
de longueur n produit par une source dynamique de type 2 ou 3 vérifie :

E[Q,(L,T)] = (" j 7”) m(L) + (" ji B 1) (L) (C(L) = N(L)) + O(n™2).
Ici, w(L) est le poids total du motif

(L) == [ o)
=1

otu, pour une collection M, on pose
p(M) =" pu,
weM

et N(L) est sa longueur moyenne. Le coefficient C(L) décrit la corrélation entre deux composantes
successives du motif et s’exprime en fonction de l'opérateur R défini en (3.1).

A T’aide des mémes techniques, utilisées cette fois pour des collections associées aux doubles
occurrences, on peut avoir acces a la variance du nombre d’occurrences. On démontre ainsi un
phénomene de concentration autour de la valeur moyenne [10].

4.2. Les grandeurs fondamentales d’une source (cas d’une source de type 1). Pour plus
de précisions, on peut consulter [45]. Les séries de Dirichlet des probabilités fondamentales font
intervenir les quantités p;, et sont définies par

(4.6) Ap(s) =D b, A(s) =) Ax(s) = D pi.
lw|=k k>0 weM*
La plupart des grandeurs fondamentales associées a la source S s’expriment & I'aide de ces séries.

Nous en donnons quatre exemples.

Entropie. T’entropie h(S) de la source satisfait & la relation

.o —1 . —1/d
h(S) := lim - Z Pw logpy = klggoT (%Ak(8)>

k— o0
lw|=k
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Probabilité de coincidence. La coincidence C'(z,y) entre les deux mots M(z) et M(y) pour deux
réels z et y tirés indépendamment selon une méme loi est la longueur du plus long prefixe commun.
La probabilité pour que M(z) et M(y) aient le méme préfixe de longueur & est donc la probabilité
de Iévénement [C(z,y] > k]. Cet événement se produit si (et seulement si) les deux réels z et y
appartiennent 4 un méme intervalle fondamental I, de profondeur & (voir Section 2.2). On a ainsi

P(Clz,y) 2 K] = ) pl,

lw|=k

et la probabilité de coincidence ¢(S) vérifie la relation

Equire’partitian des mots de longueur k. On cherche & décrire les probabilités possibles de tous les
mots de longueur k. Plus précisément, on veut décrire la distribution de I’ensemble

Pp = {pw | w e M*}.

On définit sur M* une variable aléatoire £}, par £;(w) := logp,, et on veut analyser la distribution
de la variable /5. Un outil important pour ’analyse d’une variable aléatoire X est la série génératrice
des moments,
Sn
M(X)(s) := E[exp(sX)] =) — E[X").
n>0

Ici, la série génératrice des moments de la variable /i, désignée par My(s), vérifie

(4.7) Mi(s) :=Epj]l = > pupl = Ar(1+5).
weMk

Nombre de préfizes assez probables. La quantité B(p) désigne le nombre de préfixes w dont la
probabilité est au moins égale & p (p — 0). Un outil principal est ici une transformation intégrale,
la transformée de Mellin (voir [25]), que nous utiliserons aussi en Section 4.3. La transformée de
Mellin de la fonction B est reliée a la fonction A(s), via la relation

A(s) = S/OOOB(QU):I:S_1 dz.

Dans les quatre exemples, les grandeurs caractéristiques h(S), ¢(S) et les fonctions B et My (s)
s’expriment donc en fonction des séries de Dirichlet Ag(s) et A(s) définies en (4.6).

Transcription algébrique. Dans le cas des sources dynamiques complétes (ou markoviennes), et
grace a la relation (2.11), les séries de Dirichlet (4.6) ont une autre expression en fonction de
Popérateur de transfert sécant,

(4-8) Ak(s) = 95IL°1(0,1) et A(s) = (1 —6,)"'[L*](0,1)

ou L est aussi définie en (2.11).
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Traitement analytique. Dans le cas des sources dynamiques de type 1, les bonnes propriétés spec-
trales de 'opérateur de transfert sécant induisent un bon comportement des séries de Dirichlet, et
tous les résultats vont s’exprimer en fonction de la valeur propre dominante s — A(s), omniprésente
dans ce cadre. Remarquons que s — A(s) ne dépend que du systéme dynamique et non pas de la
densité (analytique) initiale f choisie. Au voisinage de 'axe réel, la série Ax(s) se comporte comme
une quasi-puissance : il existe a(s) tel que, sur un voisinage complexe d’un point sy réel, on ait

Ax(s) ~ a(s)A(s)"

pour k — oo uniformément en s sur ce voisinage. Par ailleurs, A(s) est analytique sur le demi-plan
R(s) > 1, avec un pole simple en s = 1, et pour s au voisinage de 1 sur ce domaine,

a(s) -1 1
I—=Xs) MN(1)ys—1"
Dans le cas ou la fonction s — A(s) est périodique, il peut y avoir d’autres poles régulierement
espacés sur la droite R(s) = 1. Ce phénomene de périodicité se produit en particulier pour certaines

classes de sources simples, mais ce sont essentiellement les seuls cas ou il se produit.
On déduit d’abord aisément les deux relations

(4.9) h(S) = —N(1),  ¢(S) = A2).

Des techniques classiques d’analyse (transformée de Mellin, théoréme taubérien) permettent
d’obtenir le comportement de la fonction B au voisinage de 0. Par exemple, si la fonction s — A(s)
n’est pas périodique, on obtient

A(s)

-1
B(p) ~ ———
Enfin, la série génératrice des moments (4.7) se comporte presque exactement comme la fonction
a(s)A(1 + s)*, ce comportement étant uniforme en s sur un voisinage de 0. Alors des résultats clas-

siques, dis en particulier &4 Hwang [33], montrent que la variable aléatoire ¢, suit asymptotiquement
(quand k£ — 00) une loi gaussienne, avec

(4.10) E[t;] ~ Nk, Var[t] ~ (\'(1) = N(1)?)k,

pour p — 0.

la convergence vers la loi normale étant en O(l/ vk ) (L& encore, il y a quelques exceptions,
essentiellement liées & des sources simples.) Ce résultat est une version forte d’un théoreme célebre
en Théorie de I'Information, di & Shannon—-Macmillan-Breiman qui montre que pour de « bonnes
sources », ’ensemble M* des mots de longueur k se répartit en deux sous-ensembles : les mots
probables, qui ont & peu prés tous la méme probabilité, égale & exp(—kh(S)) et un ensemble de
mots trés peu probables. Le résultat obtenu ici démontre en plus un phénomeéne de concentration
autour de la valeur moyenne.

4.3. Comportement des arbres dictionnaires (cas des sources de type 1). Pour plus de
précisions, on peut consulter [7, 9, 15, 16, 23].

Une structure de données essentielle dans les algorithmes de traitement du texte est ’arbre
digital, ou trie (le mot « trie » est obtenu par contraction des deux mots « tree » et « retrieval »),
et ses variations (le patricia-trie et le suffix-trie). Un trie est tout simplement un arbre qui implante
un dictionnaire : un dessin suffit & comprendre comment il fonctionne (voir Figure 11). Les noeuds
internes servent a diriger la recherche, et ce sont les feuilles qui contiennent les mots du dictionnaire.
Il y a en particulier (et par définition) autant de feuilles que de mots dans le trie. Un noeud du trie
(interne ou feuille) peut étre étiqueté par le chemin qui le lie & la racine. Pour obtenir le patricia-trie
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Fi1c. 11. Un exemple de trie et du patricia-trie associé

associé, on supprime simplement les noeuds internes qui ne sont pas des points de branchement
(voir Figure 11).

Les atouts du trie sont sa facilité d’implantation et son dynamisme : il est facile & modifier
(insertion, suppression, etc.). L’efficacité de la structure de données associée est liée & la compacité
de la forme de l'arbre, qu’on peut quantifier par les parametres usuels d’un arbre : longueur de
cheminement externe, nombre de nceuds (internes) — encore appelé taille —, hauteur, ... Ici, la
mesure de la donnée est le nombre n de mots présents dans le dictionnaire.

L’analyse de la structure de trie et des arbres de sa descendance a été largement étudiée dans
le cadre des sources classiques. On peut consulter & ce sujet le livre de W. Szpankowski [42]. Ici,
nous cherchons & faire 'analyse dans le cadre « dynamique ». Il y a une trés grande affinité entre
les propriétés du trie et celles de la source dynamique. Un trie construit sur un ensemble de n mots
est défini par ’ensemble X := {z1,z9,...,2,} des n réels qui ont donné naissance aux n mots. On
le désigne par la suite par T'(X). Un tel trie est complétement déterminé par les nceuds internes
qui sont effectivement présents. Or ces nceuds-1a sont étiquetés par les préfixes w pour lesquels
I'intervalle fondamental I, contient au moins deux éléments de X. Pour que les contributions de
I’ensemble X dans deux intervalles fondamentaux disjoints I,, et I, soient indépendants, on est
alors conduit & travailler dans un modele de Poisson : on tire la cardinalité N de ’ensemble X
suivant une loi de Poisson de parametre z,

puis on tire les n réels de I’ensemble X indépendamment suivant une loi de densité f. Alors la
variable aléatoire IV,, qui mesure la cardinalité de ’ensemble I, N X suit une loi de Poisson de
parametre p,,z : et, crac, voila la probabilité fondamentale p,, qui intervient de nouveau! La proba-
bilité d’existence du nceud interne n,, d’étiquette w est égale & P[N,, > 2], tandis que la contribution
de ce noeud n,, a la longueur moyenne de cheminement externe est E[ N, | Ny, > 2].

On obtient ainsi I’expression des valeurs moyennes des deux variables taille, S, et longueur de
cheminement externe, P. L’indice z fait référence au parametre du modele de Poisson.

E[P,] = Z pwz(l —e %), E[S;] = Z (1 —e (1 +pwz)) .
weM* weM*
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Ces deux expressions sont des sommes harmoniques, et I'instrument pour étudier le comportement
asymptotique de telles expressions (pour z — 00) est la transformée de Mellin [25]

. o.¢]
A(s) == / Alz)z* ™" dx
0
car la transformée d’une somme harmonique A(z) se factorise en un produit de deux facteurs : si

Alz) = ) glpw2),

alors

En particulier, les transformées de Mellin des espérances de la taille et de la longueur de chemi-
nement externe font intervenir la série de Dirichlet A(s) définie en (4.6), et, tout particuliérement
son comportement singulier autour de son pole dominant s = 1 (qui s’exprime & 1’aide de Pentro-
pie —X'(1)).

Par ailleurs, la hauteur de T'(X) est au plus égale & k pourvu qu’il n’existe pas de noeuds
internes n,, associés a des préfixes de longueur k. Compte tenu du phénomene d’indépendance
induit par le modele de Poisson, on a donc :

PH, <k = [ PINo<1]= [] e (1 +pu2)
weMk weMk
de sorte que
(4.11) logP[H, <k|]=—2z+ Z log(1 + pwz).
weME

Supposons dans un premier temps que 1’on puisse utiliser dans (4.11), pour tous les couples (w, z)
et successivement, les deux approximations suivantes

2.2
w?

2

puis Z P2 = AL(2) ~ aX(2)F.
weME

—pwz +1og(1 + pyz) ~ —

Alors, la valeur moyenne de la hauteur s’écrit

k>0
et c’est encore une somme harmonique! La série de Dirichlet associée,
1
A2) M = ———
Z ( ) 1— )\(2)75
k>0

a un pole simple en s = 0, avec un résidu qui fait intervenir ‘log A(2) ‘

On peut d’abord rendre rigoureux tout ce qui est dit précédemment. Ensuite, il faut revenir au
modele dit de Bernoulli o1 le nombre des mots est fixé égal & n. Dans ce cas les parametres étudiés
se notent S, Pl "l On obtient finalement :

Théoréme. Dans une source dynamique de type 1, les trois paramétres de forme du trie (taille, lon-
gueur de cheminement, hauteur) construit sur n mots de la source tirés indépendamment ont pour



23

valeur moyenne asymptotique (pour n — oo) les quantités suivantes qui font intervenir l’entropie
et la probabilité de coincidence,

o5~ ity B[] B[]

Dans le cas de sources périodiques, le terme principal de E [S[”]] fait intervenir un facteur supplé-
mentaire, qui contient une fonction de n oscillante, avec de faibles amplitudes.

Cette approche est suffisamment robuste pour s’adapter & I'analyse des tries plus compliqués
(patricia-tries, tries hybrides) ou pour étudier d’autres parametres de tries simples (par exemple,
la hauteur de pile, qui fait intervenir une source induite au sens du paragraphe 3.4). Le suffix-trie
est d’un abord plus complexe : c’est par définition un trie construit sur I’ensemble des suffixes d’un
mot, et la propriété d'indépendance entre les mots du dictionnaire n’est plus préservée.

5. Analyse dynamique des algorithmes arithmétiques

L’objet de cette section est d’illustrer sur un exemple simple 1’'utilisation des opérateurs de trans-
fert pour 'analyse d’algorithmes arithmétiques. Nous commengons par traiter le cas de I’algorithme
d’Euclide standard du calcul du p. g. c. d. de deux entiers. Le résultat que nous exposons ici n’est pas
original, puisque le nombre moyen d’itérations de I’algorithme d’Euclide classique a été déterminé
autour de 1970 indépendamment par Heilbronn [30] et Dixon [22]. La méthode décrite est, elle,
typique de I'analyse dynamique et peut étre facilement généralisée dans de multiples directions
(voir paragraphes 5.5 et 5.6).

A partir d’une entrée (vy,vy) formée de deux entiers positifs vérifiant v; < vy 'algorithme effectue
une suite de divisions euclidiennes,

(5.1) V9 = a1V + V2, V1 = a9V + U3, . Vp_1 = apvg + 0.

L’algorithme s’arréte des qu’apparait un reste nul. Le cott étudié ici est le nombre k de divisions
successives effectuées.

5.1. Le systéeme dynamique sous-jacent a 1’algorithme. Une étape de I’algorithme remplace

une paire (v1,vg) par la paire (vg, v1) avec

= — —aj.
U1 U1

V2 Vo

Si, a la place des paires d’entiers (v, vg), on consideére les rationnels de la forme vy /vy, la transfor-

mation T définie par
1 1 1
Tx)y=9—p:i=——|—

ou |z] désigne la partie entiére de z, exprime (v2/v1) en fonction de (v1/vp). Le systéme sous-jacent
(voir Figure 12) est complet et ’ensemble des branches inverses de la transformation T' est

1
2z +

Hz{h:z»—) ‘mGN,m;éO}.
m
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Fi1a. 12. Le systéme dynamique euclidien standard

5.2. Les séries génératrices des coiits. L’ensemble des entrées possibles de I’algorithme est
Q= {(u,v) | 0<u<w},
et I’ensemble des entrées de taille N est
QN::{(u,v) ‘ OSUSUSN}.
Pour simplifier I’étude, nous travaillons sur des ensembles d’entrées possibles plus restreints,
Q={(u,v) € Q ‘ pged(u,v) =1}, Qn = { (u,v) € Qn ‘ pged(u,v) =1},

formés des entrées pour lesquelles la réponse de 'algorithme est connue & ’avance ..., mais nous
reviendrons ensuite aux ensembles Q, Qn plus « naturels ».

Désignons par C(u,v) la fonction de colt correspondant au nombre de divisions effectuées par
lalgorithme d’Euclide sur entrée (u,v) € €. L’analyse en moyenne du cott C est I’étude du
comportement asymptotique de la valeur moyenne du cotit C' sur Qy ou sur Qn

E(u,v)GQN C(U, U) ~ Z(u,v)GQN C(’LL, U)
En[C] = T EnlC]= —
Z(uaU)EQN Z(u,v)EQN
lorsque N tend vers oco. Les séries génératrices de Dirichlet
1 (y C(u,v) Co
Gils)i= D =D 5  Gols)i= o252 g2
(uw)eQ v>1 (u,v)EQ v>1

et leurs homologues « tildées »

G= Y =Y de= ¥ oy

(u,w)eR v>1 (u,w)eR v>1

sont relatives aux coiits intervenant au numerateur et au dénominateur. Les relations

Gels) =((s)Gels),  Gils) = ((s)Ga(s)

(out ((s) est la série zeta de Riemann) montrent qu’il suffit de travailler sur 2, comme il était
annoncé. Ici, a, désigne le nombre d’éléments de 2 ayant un dénominateur égal & v et ¢, désigne
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la somme des cotits associés aux éléments de €2 ayant un dénominateur égal & v. Remarquons que
En|[C] s’exprime en fonction des sommes partielles des coefficients des séries précédentes :

EUSN Cy
EUSN Gy

Le comportement asymptotique des sommes partielles est 1ié au comportement des fonctions G
et G¢ via le théoreme taubérien suivant [21, 43].

Ex[C] =

Théoréme taubérien. Soit une série de Dirichlet F(s) a coefficients positifs ou nuls
Gnp
F(s) = 7; s
telle que :
1. F(s) converge dans un demi-plan R(s) > o > 0 et est analytique sur R(s) = o, s # o,
2. il existe v > 0 tel que F(s) = A(s)(s — o)7L+ C(s) ot A et C sont analytiques en o et
A(o) #0.
Alors, lorsque N — 00,

27A
Z ap = ANQ(’log'yN (1+€(N)), avec e(N)— 0.
= ol(y+1)

Pour appliquer le théoréme précédent, il faut exprimer les deux séries de Dirichlet en fonction
de l'opérateur de transfert associé au systéme dynamique. Ce seront alors les propriétés spectrales
de cet opérateur qui permettront d’étudier le comportement de G et G¢ au voisinage de o = 1.

5.3. Lien entre la fonction de coiit et les opérateurs de transfert. Les couples (u,v) de
sur lesquels I'algorithme effectue exactement k divisions sont ceux qui s’écrivent

E=h(0) avec h=hjo---ohyeH
v

Puisque toutes les branches inverses h € H* sont des homographies de déterminant 1, la dérivée h'(2)
s’exprime simplement en fonction du carré de son dénominateur : pour (u,v) € Q tel que u/v = h(0)
avec h € H*, on a 1/v? = |I'(0)|.

Ceci permet d’exprimer différemment les séries de Dirichlet

(5.2) Gi(s) =) DY |,  Gels) =Dk D W)
k

k  hetk heHk
Et c’est maintenant que l'opérateur de transfert H, associé au systéeme dynamique intervient. Ici,
il est appelé opérateur de Ruelle-Mayer et prend la forme bien connue suivante

H.[f](@) = ) (mig)f (mi>

m>1

La comparaison des relations (2.8) et (5.2) montre que

Gi(s) = Y HI[1](0) = (1 - H,)'[1](0),

k>0
Ge(s) =Y KHY[1)(0) = Hy(1 — Hy)7*[1](0).
E>1
Les séries de Dirichlet des cotuits s’expriment donc & ’aide du quasi-inverse de 'opérateur de trans-
fert.
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5.4. Analyse spectrale. Comme le systéme dynamique associé est de type 1, I’espace fonctionnel
adéquat est 'espace A (V) et Popérateur Hy est compact et vérifie les propriétés (P1), (P2) et (P3)
de la Section 3.2. La quantité (1 — H) ![1](0) posséde un pole d’ordre 1 en s = 1 dont le résidu
est —1/M'(1). Comme on l'a vu en (4.9), la valeur —\'(1) est 'entropie du systéme dynamique 7.
Ici, cette entropie fait intervenir des constantes classiques et vaut

2

G log 2
Le théoréme taubérien s’applique en o = 1, avec v = 0 pour G et v = 1 pour G¢. Il permet
d’obtenir le comportement asymptotique de Ex[C] et Ex[C],

~ 2 121og 2
Ex[C] ~ Ex[C] ~ 7y log N = o8

Cet exemple montre, dans un cas simple, la démarche suivie lors de ’analyse dynamique d’al-
gorithmes arithmétiques, tout & fait conforme au schéma décrit en Figure 1. De fait, I'analyse
dynamique a permis d’obtenir de nombreux autres résultats sur les algorithmes euclidiens (autres
cotits, autres algorithmes).

~ 2.3731.

log N.

5.5. D’autres coiits. On peut d’abord s’intéresser & d’autres parametres, plus précis. L’un d’entre
eux est la complexité en bits, désignée par B, qui compte le nombre d’opérations binaires effectuées
par Palgorithme. Des méthodes similaires & celles décrites ici (mais plus subtiles ...) permettent
d’évaluer la complexité moyenne en bits Ey|[B]

6 log” 2 1
En[B] ~ Og (2 + log, H (1 + 2k>) loga N

On utilise (voir [1, 49]) & la fois des opérateurs ponderes (voir 2.5) et les dérivés des opérateurs par
rapport a la variable s.

On peut aussi se poser beaucoup d’autres questions sur les rationnels, analogues a celles qu’on se
pose classiquement sur le développement en fraction continue des nombres réels. Par exemple : quelle
est la fréquence d’un chiffre donné dans le développement en fraction continue d’un rationnel ? Pour
les réels, on répond & cette question a 1’aide des théoreémes ergodiques. Ici, on remplace 1'utilisation
des théoremes ergodiques par les théoremes taubériens, et on peut montrer que vis-a-vis d’une
classe tres large de parametres, les rationnels se comportent « en moyenne » comme les réels le
font presque strement [49].

5.6. La classe des algorithmes euclidiens. Il existe toute une classe d’algorithmes d’Euclide,
car il y a autant d’algorithmes d’Euclide que de divisions possibles : on peut effectuer des divisions
caractérisées par la classe des quotients (quelconques, pairs, impairs), par la position du reste (di-
vision par défaut, par exces, centrée, ou plus généralement «a-division), par la parité du reste (on
peut vouloir un reste impair, qu’on obtient en enlevant les puissances de 2 du reste classique, ce
qui se justifie tout particulierement quand on veut calculer le symbole de Jacobi a I’aide de la loi
de réciprocité quadratique). On peut aussi éviter les divisions et les remplacer par des opérations
plus simples (soustractions et décalages binaires) : c’est le cas de l'algorithme binaire, de 'algo-
rithme Plus-Moins et des algorithmes binaires généralisés. On peut aussi éviter les divisions entre
grands entiers, et les remplacer par des divisions entre des entiers plus petits : c’est le principe de
I’algorithme de Lehmer—Euclide.

A ce jour, les méthodes d’analyse dynamique ont permis d’établir un cadre trés général ou 'on
a pu analyser (presque) tous les algorithmes cités. La démarche décrite dans les paragraphes 5.2
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et 5.3 se généralise aisément, car, bien que les systemes dynamiques « euclidiens » puissent étre
extrémement divers, ils ont un point commun important : toutes leurs branches sont des homogra-
phies. Comme la dérivée d’une homographie s’exprime en fonction du carré de son dénominateur
(avec une intervention possible du déterminant qui n’est plus toujours égal & 1), on peut relier les
séries de Dirichlet des cotuts et les opérateurs de transfert.

Mais la géométrie des branches et les propriétés d’expansion peuvent vraiment varier d’un algo-
rithme & l'autre, et cette classe dite euclidienne regroupe (presque) toute la diversité possible des
systéemes dynamiques. En particulier, les algorithmes pseudo-euclidiens (i. e. ceux ot 'on « enléve »
du reste les éventuelles puissances de 2) obligent & travailler avec des systémes dynamiques pro-
babilistes, o1 'on prolonge la valuation dyadique, bien définie sur les rationnels, en une variable
aléatoire sur les réels. Les « bons » espaces fonctionnels ne sont pas alors toujours faciles a trouver,
et ils peuvent étre autres que ceux qui sont décrits en 3.4. L’analyse fonctionnelle devient alors
assez délicate, et moins standard. En particulier, dans [46], en utilisant un espace fonctionnel bien
adapté a l'algorithme binaire, qui est alors un espace de Hardy, on a pu analyser cet algorithme et
répondre ainsi & une conjecture de Brent [5]. L’espace fonctionnel adapté & 1’algorithme Plus-Moins
[18], lui, reste encore & trouver!

Meéme pour les systémes liés & des algorithmes euclidiens plus simples, la présence d’un point
indifférent complique aussi Panalyse : il faut alors travailler avec le systéme dynamique induit (voir
paragraphe 3.4), en utilisant des idées de Prellberg et Slawny [39]. C’est le cas des systémes liés aux
algorithmes Par Excés, Pair ou Soustractif. On obtient alors des algorithmes lents avec un nombre
d’itérations quadratique (en log? N) [48]. Par exemple, la Figure 13 represente six systémes dyna-
miques euclidiens; selon les colonnes, on obtient deux comportements bien différents ; la premiere
colonne (qui contient les systémes Standard, Impair et Centré) donne lieu & des algorithmes ra-
pides; la seconde colonne contient les systémes Par Exceés, Pair, et Soustractif qui ont chacun un
point indifférent ; elle donne lieu & des algorithmes lents (comme annoncé en 1.4).

La famille des algorithmes japonais est liée & une a-division de la forme a = bg + r avec un reste
r €]b(a — 1), ba]. Elle est représentée Figure 14. Le carré total est le carré [—1,1] x [—1,1]. Pour
obtenir la représentation du systéme japonais lié au parametre « € [0,1], on se limite & la fenétre
délimitée par le carré [ —1,a] X [ — 1, a]. Les systémes dynamiques japonais sont le plus souvent
non complets, en général non markoviens (sauf pour des cas tres particuliers du paramétre «) et
sont associés a des systémes de type 3 [8].

On peut aussi chercher & analyser des extensions des algorithmes euclidiens en dimension supé-
rieure : Palgorithme de Gauss qui réduit les réseaux en dimension 2 [20], 'algorithme qui calcule le
signe d’'un déterminant en utilisant deux développements « paralleles » en fraction continue [47].
De maniére un peu inattendue, I’analyse de ces deux algorithmes se révéle proche et fait intervenir
la grandeur A\(2). L’analyse dynamique de l'algorithme LLL, si utilisé en théorie algorithmique des
nombres et en cryptographie, reste aussi un probléme ouvert & ce jour ...

5.7. Les constantes euclidiennes. Un certain nombre de constantes qui apparaissent dans I’ana-
lyse des algorithmes d’Euclide sont liés & des objets spectraux des opérateurs de transfert, et s’ex-
priment en fonction de la valeur propre dominante s — A(s). Il s’agit tout particulierement de
I'entropie —\’(1), omniprésente, de la valeur A”(1) qui intervient dans les moments d’ordre 2, et de
la valeur A(2) qui intervient dans la coincidence (voir 4.2). Dans I’algorithme d’Euclide standard, la
fonction propre dominante est explicite, et donc, 'entropie ’est aussi. Mais, méme dans ce cas-1a,
les deux autres valeurs ne sont pas explicites. Il s’agit de préciser le statut de la calculabilité de ces
constantes, pour les algorithmes d’Euclide généraux (ot méme ’entropie n’est plus explicite), et de
les calculer, si leur statut le permet. Il s’agit aussi de calculer de maniere exacte la dimension de
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F1a. 13. Les six systemes euclidiens classiques; & gauche, les « rapides » : Standard,
Impair, Centré ; a droite, les « lents » : Par Exces, Pair, Soustractif

Hausdorff de réels dont les fractions continues sont « contraintes ». On pourra consulter pour plus
de détails [28, 29, 37, 44].

6. Un probleme encore ouvert : ’analyse en distribution

N

Ici, nous avons décrit principalement des analyses en moyenne, ou 'on cherche & déterminer
principalement les valeurs moyennes de certains parameétres, ou plus généralement leurs moments
d’ordre supérieur. C’est alors le comportement de l'opérateur de transfert (ou de ses généralisés)
autour de la valeur s = 1 qui joue un role essentiel. Mais le réve de ’algorithmicien consiste a
effectuer une analyse en distribution de ces parameétres (i. e. chercher la distribution limite de ces
parametres quand la taille du probléme devient grande). Ce sont alors les propriétés de 'opérateur
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de transfert a gauche de la droite R(s) = 1 qui vont intervenir. Plus précisément, une situation
favorable est celle o1 le quasi-inverse (1 — H,) ! posséde une région sans pole & gauche de la droite
R(s) = 1. Dans ce cas, on peut espérer obtenir une distribution limite gaussienne pour une certaine
classe de parametres liés au systeme dynamique. Cela permettrait tout particulierement d’obtenir
une nouvelle preuve, plus simple, du résultat d’Hensley [31] qui montre que le nombre d’itérations
de l'algorithme d’Euclide suit une loi asymptotiquement gaussienne. C’est 'objet d’un travail en
cours [3].
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