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Analyse d'algorithmes

Coauteurs
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Analyse d'algorithmes

Algorithmes arithmétiques : problématique.

But : Etudier des parameétres comme le nombre d'itérations, le codt en
bit.... d'algorithmes arithmétiques (calcul de pgcd).

Comportement asymptotique moyen et en distribution (analyse en
moyenne / en distribution).
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Analyse d'algorithmes

Algorithmes arithmétiques : problématique.

But : Etudier des parameétres comme le nombre d'itérations, le codt en
bit.... d'algorithmes arithmétiques (calcul de pgcd).

Comportement asymptotique moyen et en distribution (analyse en
moyenne / en distribution).

Mativation : Calcul factionnaire, cryptographie a clé publique, calcul
formel .... Intérét d’algorithmes rapides.

Euclide classique = complexité en bit moyenne O(n2) pour des
entrées de taille n.

Améliorer cette vitesse par des versions récursives de I'algorithme
d’Euclide. Estimer la complexité en bit moyenne des versions
récursives demande des estimations probabilistes fines sur le
déroulement de I'algorithme classique.
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Analyse d'algorithmes

Analyse d’algorithme : les questions

Notion de taille sur les entrées, Q,, : entrées de taille n muni de
I'équiprobabilité IP,.

Parameétres d’intérét C : nombre d'itérations, nombre d'opérations
élémentaires (complexité en bits) .... = variable aléatoire sur €2,.
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Analyse d'algorithmes

Analyse d’algorithme : les questions

Notion de taille sur les entrées, Q,, : entrées de taille n muni de
I'équiprobabilité IP,.

Parameétres d’intérét C : nombre d'itérations, nombre d'opérations
élémentaires (complexité en bits) .... = variable aléatoire sur €2,.
Analyse en moyenne = comportement asymptotique de E,(C).
Analyse en distribution : Cn = Cjq,, distribution asymptotique de C,.
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Analyse d'algorithmes

Analyse d’algorithme : méthodologie

séries génératrices : on veut étudier le comportement asymptotique
d’'une suite (an)nen, On considére les séries :

a
SD(s) = Z n—z (série de Dirichlet).
neN
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Analyse d’algorithme : méthodologie

séries génératrices : on veut étudier le comportement asymptotique
d’'une suite (an)nen, On considére les séries :

a
SD(s) = Z n—z (série de Dirichlet).
neN

Singularités de la série de Dirichlet —
comportement asymptotique des a,.
Analyse en distribution : série génératrice des moments

- comportement asymptotique de la série
génératrice des moments + termes de restes.
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Analyse d'algorithmes

Analyse d’algorithme : méthodologie

séries génératrices : on veut étudier le comportement asymptotique
d’'une suite (an)nen, On considére les séries :

a
SD(s) = Z n—z (série de Dirichlet).
neN

Singularités de la série de Dirichlet —
comportement asymptotique des a,.
Analyse en distribution : série génératrice des moments

- comportement asymptotique de la série
génératrice des moments + termes de restes.
B. Vallée : propriétés spectrales d’opérateurs associés a des systemes
dynamiques = singularités des séries génératrices. Analyse
dynamique d’algorithmes.
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Analyse d'algorithmes

Analyse dynamique d’algorithmes : résume

Combinatoire analytique classique

Analyse dynamique
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Lalgorithme d’Euclide

Calcul de pgcd

@ Entrée : Deux entiers (A1,Ag), A1 < Ao,

@ Calcul d'une suite de restes et de quotients :

A
A = Qk41Ak+1 + Ak 2 avec Qg = { J ,
Akt

@ Arrét quand Ap1 =0.

L'exécution de I'algorithme est décrite par un produit de matrices :

. . Ax+1 B 0 1
ﬂk—@+1ﬂk+1ﬂk—< " >q_<l Qk).

Ay = My A4 avec My = Q@ Q... Q.
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Lalgorithme d’Euclide
Analy.
Propri

Codlt de l'algorithme

Le co(t (en bit) de I'algorithme est le nombre d'itérations élémentaires
gu’il fait au cours de son exécution.

¢(a) désigne la taille (binaire) d’un entier a : £(a) = |log,(a)| + 1.

Le cot en bit d’une division de la forme v = mu +r est £(u) - £(m)
(division “a la main”). Finalement, le co(t en bit de I'algorithme
d’Euclide est :

¢(A) - £(Qp) ou P est le nombre d'itérations.

M-

On peut considérer des codts plus généraux de la forme :

c1(€(Ai))e2(4(Qi))

M
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L'algorithme
L'algorithme d’Euclide Ré térieurs

Quelgues résultats antérieurs |

Méthodes probabilistes en théorie des nombres (Hensley) :
comportement asymptotique moyen et en distribution du nombre
d’itérations de I'algorithme d’Euclide standard.

17/70



L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide térieurs

Quelgues résultats antérieurs |

Méthodes probabilistes en théorie des nombres (Hensley) :
comportement asymptotique moyen et en distribution du nombre
d’itérations de I'algorithme d’Euclide standard.

Analyse en moyenne et en distribution d’algorithmes type Euclide
Résultats de Brigitte Vallée + Ali Akhavi, Viviane Baladi, Benoit
Daireaux, Loick Lhotte .... pour diverses variantes, divers codQts.
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L'algorithme
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L'algorithme
L'algorithme d’Euclide Ré térieurs

Quelgues résultats antérieurs |

Méthodes probabilistes en théorie des nombres (Hensley) :
comportement asymptotique moyen et en distribution du nombre
d’itérations de I'algorithme d’Euclide standard.

Analyse en moyenne et en distribution d’algorithmes type Euclide
Résultats de Brigitte Vallée + Ali Akhavi, Viviane Baladi, Benoit
Daireaux, Loick Lhotte .... pour diverses variantes, divers codQts.

@ Comportement asymptotique moyen du colt moyen (nombre
d’itérations, nombre d’apparitions d’'un quotient donné ...).

@ Classification : algorithmes efficaces (nombre d'itérations O(n))
vs lents (nombre d'itération O(n?))

@ Distribution asymptotique du codt moyen (dont complexité en bit).

21/70



L'algorithme
L'algorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Quelgues résultats antérieurs I

Algorithme d’Euclide standard :
Analyse en moyenne : pour des colts de la forme

c(¢(A))

Mo

C(A1,A0) =
i=i

/c¢<oo.

+ condition de moment :

En(C) = O(n) avec informations précises sur la constante du O. En
particulier E,(P) = pn+py +0O(8").
Complexité en bits : Ey(B) = '(’%Zp(f)n2 +0O(n).
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L'algorithme
L'algorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Quelgues résultats antérieurs I

Algorithme d’Euclide standard :
Analyse en moyenne : pour des colts de la forme

c(¢(A))

Mo

C(A1,A0) =
i=i

/c¢<oo.

+ condition de moment :

En(C) = O(n) avec informations précises sur la constante du O. En
particulier En(P) = pn + py +0(0").

Complexité en bits : Ey(B) = '(’%Zp(f)n2 +0O(n).

Analyse en distribution : P, et B, sont asymptotiguement normales.
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Systeme dynamique

Les constantes qui apparaissent sont reliés aux propriétés spectrales
d’opérateurs de transfert généralisés (opérateurs de Ruelle), associé
au systeme dynamique de Gauss (développement en fractions
continues).

X

T(x)= - H T(0)=0.
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats érie

Propriétés spectrales

Systeme dynamique

Les constantes qui apparaissent sont reliés aux propriétés spectrales
d’opérateurs de transfert généralisés (opérateurs de Ruelle), associé
au systeme dynamique de Gauss (développement en fractions
continues).

T(x)= - m T(0)=0.

On note H I'ensemble des branches inverses de T :

],/hq(x)zxiq,qzl}.

H = {hq :[0,1] — [ij1
q+1laq
H* désigne les branches inverses de T¥, ce sont des compositions
delaformeh=h;o-ohy, h; € H.
3= | 9.
k>1
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Lalgorithme d’Euclide

Propr

Lien avec l'algorithme d’Euclide

Etant donnée une entrée
(A1,A0), on considére le ration-
nel x = 41, il existe k € N tel
que TK(x) = 0 & x = h(0),
h=hjo---ohy

i.e. une exécution de I'algorithme
d’Euclide correspond a une or-
bite finie du systéme dynamique

& he H*.
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Analyse des parametres.

Exemple du nombre P d'itérations.

Qn = {(u,v) /u <v {(v) =n} ensemble des entrées de taille n.
Qn = {(u,v) € Qn / pgcd(u,v) = 1} ensemble des entrées réduites
de taille n.

On veut analyser la variable aléatoire En = P\ﬁn'

ce(n)= 5 Puyv) ce(w,n)= % eWP(uy),

(u,v)eQ, (uv)eQn
L) ey Se(nw)
En(P) == , En(e = —=

"(P)= Gy Bl A0
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Séries de Dirichlet I.

On considére les séries de Dirichlet :

Fo(s)= 3 um, Se(ws)=
(u,v)eQ (uv)eQ

gue I'on peut aussi écrire :

Fe(s) = N;CL(ZT), Sp(w,s) = N;C"(NWZ;N)
avec
cp(n) = cp(N), cp(w,n)= cp(w,N) (N ~2m)
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Séries de Dirichlet II.

Il suffit d’étudier Fp(s) car on a la relation :

Fp(s) = {(2s)Fp(s).
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Séries de Dirichlet II.

Il suffit d’étudier Fp(s) car on a la relation :
Fp(s) = {(2s)Fp(s).

On a aussi : _

0S(s,w)

6W |W:0 = EP(S)‘
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Lalgorithme d’Euclide

Propriétés spectrales

Opérateurs de transfert

Opérateur transformateur de densité des systémes dynamiques :

H(F)(x) = Y [N(X)[feh(x).

heH
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Propriétés spectrales

Opérateurs de transfert

Opérateur transformateur de densité des systémes dynamiques :

H(F)(x) = Y [N(X)[feh(x).

heH

Généralisation (Ruelle), s paramétre complexe

H(F)() = 3 IN(x)Ifoh(x).

heH
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Opérateurs de transfert

Opérateur transformateur de densité des systémes dynamiques :

H(F)(x) = Y [N(X)[feh(x).

heH

Généralisation (Ruelle), s paramétre complexe

H(F)() = 3 IN(x)Ifoh(x).

heH

Bijection entre € et #* : v = h(0), on définit P(h) = P(u,v). setw
parameétres complexes

Hso(F)(x) = 5 [n'(x)[e P(f o h(x).

heH
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Relations avec les séries de Dirichlet

Branches inverses = homographies = |n'(0)| = &.

Sw) = Y el
(u,v)eﬁ

- zﬂ ' (0)[5e"" (™) = (1 —Hs) (1)(0).
hedH*

En dérivant par rapport a w, on obtient :

Fp(s) = (1—Hs) "Hs(1—Hs)7(1)(0).
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Relations avec les séries de Dirichlet

Branches inverses = homographies = |n'(0)| = &.

Sew) = Y el
(u,v)eﬁv
= 3 N(O)[€"*™ = (1 Hsw) H(1)(0).
heH*

En dérivant par rapport a w, on obtient :

Fp(s) = (1—Hs) "Hs(1—Hs)7(1)(0).

= Etude des propriétés spectrales des opérateurs Hs
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Lalgorithme d’Euclide

Propriétés spectrales de Hs.

Les opérateurs Hg agissent sur
c(n),

s — Hg est analytique sur
A:={seC; Os>1/2}.
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Lalgorithme d’Euclide

Propriétés spectrales de Hs.

Les opérateurs Hg agissent sur
c(),
s — Hg est analytique sur
A:={seC; Os>1/2}.

Sur un voisinage complexe de
1, quasi-compacts,
admettent une unique valeur
propre dominante simple et iso-

, Valeurs propres
lée A(s), A(1) =1 Spectre essentielde multiplicité finie
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Lalgorithme d’Euclide s antérieurs
Al se dynamique
Propriétés spectrales

Propriétés spectrales de Hs.

Les opérateurs Hg agissent sur
c(),
s — Hg est analytique sur
A:={seC; Os>1/2}.

Sur un voisinage complexe de
1, quasi-compacts,
admettent une unique valeur
propre dominante simple et iso-
, Valeurs propres
lée A(s), A(1) =1 Spectre essentielde multiplicité finie

Pour [(s) > 1, s # 1, le rayon spectral de Hs est < 1.
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Lalgorithme d’Euclide
dynamique
Propriétés spectrales

Quelles propriétés spectrales pour Hg  ?

S(s,w)

(1—Hsw) (1)(0).
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ne
Lalgorithme d’Euclide ntérieurs
namique

Propriétés spectrales

Quelles propriétés spectrales pour Hg  ?

S(s,w) = (1 —Hsw)1(1)(0).

Théoréme des
(Hwang -1994)
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs
Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Quelles propriétés spectrales pour Hg  ?

S(s,w) = (1 —Hsw) *(1)(0).

Théoreme des —
(Hwang -1994)

==
Recherche d'une bande dans la- otw)
quelle on controle les poéles de 1 a =1 1+a

Hsw.
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Quelles propriétés spectrales pour Hg  ?

~ \ Contour

S(S./W) = (l — Hsfw)il(l)(O). dintégration

Théoréme des

(Hwang -1994)
_— o(w

Recherche d'une bande dans la-
quelle on contréle les pbles de
Hsw. Contour dintégration : w fixe,
{z=s+it, 1—5s| <a, [t| <t} e
ty, — o. Contréle de Hs, pour
O(s) > to

|
1 1+a
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Lalgorithme d’Euclide

Propriétes spectrales de Hs

Sur un voisinage W de w = 0, il existe un unique s = o(w )tel que 1
est valeur propre simple dominante de Hs,,, 0(0) =1, o(w) ~ 1
(fonctions implicites).

Théorémes de perturbations =

Hs,wf - )\s,w PS,W (f) + RS,W (f)

Dépendance analytique de Ag v, Psw, Rsw-
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs
Analyse dynamique
Propriétés spectrales

Estimations “a la Dolgopiat”

Théoréme (Dolgopiat, Baladi-Vallée)

Pour0 < & < % il existe 3 x W; voisinage réel de (1,0) tel que
M >0,y<1tg>0,telsqueVn>1,s=0+it,w =V+iT,
(0,V) € X1 X Wy, pour |t| > to,

IHEllz.e < MY,

e = [Iflleo + E 1]
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide é EWEENS
ynamique
Propriétés spectrales

Application a la série S(s,w).

Estimation de Y o<yCp(W,Q)(N —Q)
a l'aide de la formule de Perron.

N25+1

> cr(w.QN-Q)= 5 [ Ss.w)

2s+1)°
Q=N Dtico )
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide é EWEENS
ynamique
Propriétés spectrales

Application a la série S(s,w).

Estimation de yoncp(W,Q)(N —Q)
a I'aide de la formule de Perron.

1 PJZS—Fl
Zo - =gy | Stow gy
= D+tioo
-1_ A(s,w) -1
(1_Hs,w) - 1—)\(S,W)PS’W+(1_RS’W) .
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide é EWEENS
ynamique
Propriétés spectrales

Application a la série S(s,w).

\ Contour

d'intégration

Cauchy =

1 rq 2s+1 EE (VV )Pq 2(7(VV)4—1

ﬁ/ (s, )5(25+1)_0(w)(20(w)+1)'
c

+a
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide é EWEENS
ynamique
Propriétés spectrales

Application a la série S(s,w).

Cauchy =
1 rq 2s+1 EE (VV )Pq 2(7(VV)4—1
i | S(s:w) - | ;
2iT s(2s+1) o(w)(20(w)+1)

c

i Jw
s N2s+1 e e

S(s,w)————~ = O(N32%), )
s(2s+1)

1-o—it
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

Application a la série S(s,w).

Cauchy =
1 N25+1 E(W)NZO(W)+1
—_— S(S,W) = .
2im s(2s+1) o(w)(20(w)+1) f
c
1-a+it N2+ ohw
S(s,w)———— = O(N>7?%). R R
s(2s+1)
1-a—it
NZSHL
/S(s,w)i =20
s(2s+1)
hit
<
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L'algorithme
Lalgorithme d’Euclide Résultats antérieurs

Analyse dynamique

Propriétés spectrales

TLC pour le nombre d'itérations

B E(W)NZO(W)+1
2, PN == G aofw) +1)

Théoréme

(1+0O(N"2%).

Puyv) PN _ \_ 1 [ 1
P”<(U’V)/\/W§t)_\/ﬁ/e dX+O(\/ﬁ>7

—00

avec
N"(2)]
NP

_ 2log2
~ h(T)

H(P)

et p(P) =2log2

A =logA.
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Algorithme récursif
Algorithmes de calcul de pgcd rapides Parametres étudiés

Complexité en bit

Pour 'algorithme d’Euclide, on montre que la complexité en bit
moyenne (sur Q) est O(n?) + TCL.

Accélération de I'algorithme en remplagant des divisions sur des
grands entiers par des divisions sur des entiers plus petits + quelques
multiplications (rapide) sur des grands entiers.

= idées des Lehmer, Knith, Schénage = algorithmes récursifs
(“diviser pour régner”).
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Algorithme récursif
Algorithmes de calcul de pgcd rapides Parametres étudiés

Propriété de Jebelean

Lidée de Lehmer est que si (A,B) et (a,b) sont tels que 4 et 2 sont
suffisamment proches, alors les suites de quotients coincident (sur
une certaine longueur).
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Algorithme récursif
Algorithmes de calcul de pgcd rapides Parametres étudiés

Propriété de Jebelean

y < 1, (A,B) une paire de grands entiers, (a,b) tels que :

Q ((b) = [y(B)],

@ 5-8<s
Soit g; la suite des restes de I'algorithme d’Euclide, k le plus petit
entier tel que /(ax) < |Y/(B)/2]. Alors la suite des quotients g
calculée par I'algorithme d’Euclide sur (a,b) coincide avec la suite de
quotient Q; calculée par I'algorithme d’Euclide sur (A,B), pour
i <k-—3.
Suite d’algorithmes interrompus (sur de petits entiers). : a,b = A,B
tronqués (on enléve les (1 —Y) derniers bits).
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Algorithme récursif
Algorithmes de calcul de pgcd rapides Parametres étudiés

Algorithmes interrompus

Algorithm %5(A,B)

n:=/¢(A)

i=1

A =AAp =B

My = |

Wil e ¢(A)>(1—98)-n
Qi == [A_1/A]
Ai+1 :Ai—l_QiAi
M=M_1-Q
i+

Ret urn (Ai,g,Aifz, MfS)
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Algorithme récursif

Algorithm HG(A,B,S) Algo.rEhgnA}[G(A,B)
1 n:=@8B) - o I(ggz)n
2 If n<SthenreturnZ, ,(A,B) -
3 af | Return HG(A,B,S)
4 Fori:=1to2do
5 (ai,bi) = T;(A,B) .

2 Algorithm G(A,B

6 (ci,di, M) := HG(a,b;,S) 1 n ;:((A?( )
7 (Ci,Di) :== M *(A,B) 2  T:=./nlogn
8 (A,B) :=(Ci,Di) 3 Wilef(A)>T do
9 M =M - M, 4  (AB,M;):= HG(A,B)
10 Return (AaB7M) 5 Return ng(A,B)
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Algorithmes de calcul de pgcd rapides

Multiplications rapides

Multiplication naive de deux entiers de taille n : O(n?).
Multiplications rapides : Karatsuba, Tom-Cook, FFT, Frer.
FFT, pour /(u) =netf(v) =Kn

AiKnlognloglogn < M(u,v) < A;Knlognloglogn.

On note (n) = nlognloglogn.

57/70



Algorithme récursif
Algorithmes de calcul de pgcd rapides Parametres étudiés

Parametres de 'algorithme interrompu

L'algorithme ‘5 fait Py itérations :
Ps=min{k / {(Ac) < (1—9)n}.

On note uy,...,Uk, ... les restes successifs produits par I'algorithme et
Xk = uﬁ% et X5 = Xk Si Pg(u,v) =k.

L'analyse de I'algorithme récursif utilise les distributions de Pg et X5~
Pour f une densité de probabilité sur [0, 1], on considére la probabilité

sur Q, :
1

Bus () = 1 1 1(,)

u
= 3 10
(u,v)en
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Normalité asymptotique pour P

On choisit &, tel que d,n — o et (1 —8,)n > logn.

Théoréeme

La variable aléatoire Py sur £2,, est asymptotiquement gaussienne,
avec vitesse de convergence (8,n) /3 et

2log2
h(T)

IN"(2)]
IN(L)?]

Enf(Ps) = ——0.n+0(1),

Var, 1 (Ps) = 2log2+——~2-0,n+O(1).
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Distribution asymptotique de X _5- .

X 5> €st une version probabilisée de x_g- : on choisit W
uniformément dans

In(6) = [2(1_6n)n(1 _ (1 _ 6n))2—npn , 2(1—6n)n]'

P est le premier entier tel que uy <W = X _5-.
27"
1+0 .
Ol

d
proportionnel a gHs]szl(q)).

Théoreme

Prilx s €3] = [ W(t)e

12 log(m +x)

V=12 2 max)mrx+1)

d(x) = @ﬁ est la densité invariante par T.
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Algorithme de calcul de pgcd sous quadratique

Pour une version probabilisée de I'algorithme G, on obtient :

Ent(G) = C(f)n(logn)?loglogn - [1+o <|og Ilogn>] :
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Conclusion

@ Premiére analyse en moyenne (rigoureuse) d’un algorithme de
calcul de pcgd sous quadratique,

@ Renseignements précis sur le comportement de I'algorithme
d’Euclide,

@ Lien avec la version non probabilisée.
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Appendice

Théoréeme taubérien

Théoréme (Delange)

F(s) une série de Dirichlet a coefficients positifs (an )nen- :

F(s) = z%

n>1
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Théoréeme taubérien

Théoréme (Delange)

F(s) une série de Dirichlet a coefficients positifs (an )nen- :

an
F(s) ngl - On suppose que
@ F(s) converge dans le demi-plan [I(s) > 0 > 0 et est analytique
pour d(s) =0, s # 0,
Q ilexistey>0telque F(s) =A(s)(s—0) Y 1+C(s)ouAetC
sont analytiques en @ et A(0) # 0.
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Théoréeme taubérien

Théoréme (Delange)

F(s) une sééie de Dirichlet & coefficients positifs (an )nen* :
n
F(s) ngl - On suppose que
@ F(s) converge dans le demi-plan [I(s) > 0 > 0 et est analytique
pour d(s) =0, s # 0,
Q ilexistey>0telque F(s) =A(s)(s—0) Y 1+C(s)ouAetC
sont analytiques en @ et A(0) # 0.

Alors, lorsque N — oo,

1§nz§N an = Gr?\(;jr)l)N"logVN[Hs(N)], g(N) — 0.
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Formule de Perron (d’ordre 2)

Pour D tel que la série S(s,w) converge sur Js =D,

Do

1 NZS-‘rl
Q;NC(Q,W)(N —Q) = E[D_ioo SC(S,W)mdS,
c(n,w)
S(S,W) = Z n2s

n>1
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Appendice

Théoreme des quasi-puissances

Théoréme (Hwang)

Soit Ry, une suite de variables aléatoires,
gn(W) = E(e"R") la série génératrice des moments.

Hypothéses :
© g, est analytique sur un voisinage complexe 7/ de w = 0
Q gn(w)=ePVWeVW)(14+0(k-1)), U et V sont des fonctions

analytiques sur W, B,,K, — o, le terme O est uniforme en
we w.
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Théoreme des quasi-puissances

Théoréme (Hwang)

Soit Ry, une suite de variables aléatoires,
gn(W) = E(e"R") la série génératrice des moments.

Alors :
E(Rq) = U'(0)Bn+V'(0) +0(K; 1),

var(R,) = U"(0)B, +V”(0) +O(k, ).
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Théoreme des quasi-puissances

Théoréme (Hwang)

Soit R, une suite de variables aléatoires,

gn(w) = E(e"R") la série génératrice des moments.

Ry est asymptotiquement gaussien : si U”(0) #£ 0,

Ro(W)~U'(0)Bs _ ) _ 1 [ 2 -
]P’(W/ \/m §t>_\/ﬁée Cly-f-O(Kn -+ Bn )
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