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R�esum�eCette th�ese traite des propri�et�es de m�elange de syst�emes dynamiques markoviens.L'�etude de l'op�erateur de transfert associ�e conduit �a des estimations de la d�ecroissancedes corr�elations ou vitesse de m�elange. Ces estim�ees permettent d'�etablir des th�eor�emesprobabilistes, par exemple le th�eor�eme de la limite centrale, pour des syst�emes qui neposs�edent pas, en g�en�eral, la propri�et�e du trou spectral.La premi�ere partie porte sur les dynamiques markoviennes sur un espace d'�etats �ni,associ�e �a un potentiel non h�old�erien. La d�ecroissance des corr�elations d�epend du modulede continuit�e de ce potentiel. De plus, ces syst�emes sont stochastiquement stables.Dans une deuxi�eme partie, on s'int�eresse �a des syst�emes markoviens sur un espaced'�etats in�ni d�enombrable. La d�ecroissance des corr�elations d�epend de la contribution�a l'op�erateur de transfert du compl�ementaire d'un nombre �ni de cylindres. Des esti-mations e�ectives sont donn�ees pour des applications non uniform�ement dilatantes etpour des processus de naissance et de mort.AbstractThis thesis treats of mixing properties of Markovian dynamical systems. The studyof the transfer operator leads to estimates of decay of correlations or speed of mixing.Such estimates lead to probability theorems, like the central limit theorem, for systemswhich, in general, have no spectral gap.The �rst part in devoted to Markovian dynamics of a �nite states space, associatedto a non h�olderian potential. The decay of correlations depends on the continuity mo-dule of this potential. Moreover, these systems are stochastically stable.In a second part, we study Markovian dynamics whose states space is countable in-�nite. The decay of correlations depends on the contribution to the transfer operatorof the complementary of �nitely many cylinders. Estimates are given for some nonuniformly expanding maps and for birth and death processes.Mots cl�es : th�eorie ergodique, syst�eme dynamique, formalisme thermodynamique,op�erateur de transfert, d�ecroissance de corr�elations, stabilit�e stochastiquei
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Introduction g�en�erale.Le comportement statistique d'un syst�eme dynamique discret est d�ecrit par ses pro-pri�et�es ergodiques et probabilistes. Plus pr�ecis�ement, ces propri�et�es portent sur l'er-godicit�e, le m�elange, la d�ecroissance des corr�elations d'une part, les th�eor�emes limites(th�eor�eme de la limite centrale par exemple) et la stabilit�e stochastique d'autre part. Denombreux syst�emes dynamiques peuvent être repr�esent�es par des sous-d�ecalages de type�ni, sur un alphabet �ni ou non. C'est pourquoi nous nous pla�cons dans ce cadre, mêmes'il peut être pr�ef�erable d'�eviter le codage a�n de pr�eserver les propri�et�es g�eom�etriquesdu syst�eme par exemple. La probl�ematique est alors d'�etudier les propri�et�es statistiquesde mesures d'�equilibre associ�ees �a un potentiel.Les sous-d�ecalages de type �ni sur un alphabet �ni, associ�es �a un potentiel h�old�erienont �et�e enti�erement �etudi�es (D. Ruelle [Ru1], R. Bowen [Bo], W. Parry et M. Pollicott[Pa, Po]). Les principaux r�esultats de cette th�eorie sont un th�eor�eme de type Perron-Frobenius et la propri�et�e de m�elange exponentiel pour des observables su�sammentr�eguli�eres. Cette propri�et�e conduit au th�eor�eme de la limite centrale. Dans le cas o�u l'al-phabet est d�enombrable et le potentiel constant par morceaux, l'�etude rejoint celle deschâ�nes de Markov ou plus g�en�eralement des matrices positives d�enombrables. E. Seneta([Se]) et D. Vere-Jones ([V-J1], [V-J2]) ont g�en�eralis�e le th�eor�eme de Perron-Frobenius�a ce cadre. Des r�esultats plus r�ecents concernent des potentiels non constants par mor-ceaux poss�edant la propri�et�e de m�elange exponentiel (J. Aaronson et M. Denker [A,D],X. Bressaud [Bre], O. Sarig [Sa]). La plupart de ces r�esultats d�ecoulent de la propri�et�ede quasi-compacit�e de l'op�erateur de transfert, sur des espaces d'observables adapt�es.Ce travail comporte deux parties. La premi�ere porte sur les sous-d�ecalages de type�ni sur un alphabet �ni associ�e �a un potentiel non h�old�erien. La seconde porte sur lessous-d�ecalages de type �ni sur un alphabet non �ni. En g�en�eral, pour de tels syst�emes,l'op�erateur de transfert n'est pas quasi-compact et la propri�et�e du m�elange exponen-tiel n'est pas v�eri��ee. En utilisant les techniques de cônes et m�etriques projectives dev



vi INTRODUCTION G�EN�ERALEG. Birkho�, nous donnons n�eanmoins une estimation de la d�ecroissance des corr�ela-tions. Lorsque la d�ecroissance des corr�elations est su�samment rapide, des techniquesprobabilistes permettent d'obtenir le th�eor�eme de la limite centrale.Dans le cas des sous-d�ecalages de type �ni sur un alphabet �ni, associ�es �a un potentielnon h�old�erien, la vitesse de d�ecroissance des corr�elations d�epend du module de conti-nuit�e du potentiel. Dans le cas des sous-d�ecalages de type �ni sur un alphabet non �ni,elle d�epend de la contribution �a l'op�erateur de transfert du compl�ementaire d'un nombre�ni de cylindres.1 Propri�et�es statistiques et sous-d�ecalages�Etant donn�e un espace mesurable (X;B) et T : X ! X une application mesu-rable, il s'agit de d�ecrire le comportement d'un point x de X sous T . On souhaited�ecrire l'orbite de x sous T d�e�nie par O(x) = fT nx = n 2 Ng, ou plutôt la suite des\mesures" ('(T nx))n2N o�u ' est une fonction sur X �a valeurs r�eelles ou complexes,la suite ('(T nx))n2N peut s'interpr�eter comme une suite de mesures physiques. Sou-vent, le comportement de ces suites est compliqu�e, même pour des syst�emes simpleset est tr�es sensible aux conditions initiales dans le sens suivant. Des modi�cations tr�espetites sur x 2 X conduisent �a des comportements signi�cativement di��erents de lasuite ('(T nx))n2N. C'est pourquoi on s'oriente vers une description statistique de cessyst�emes.1.1 Propri�et�es statistiques des syst�emes dynamiquesLes r�esultats de cette section peuvent être trouv�es, par exemple, dans [Wa2].Une probabilit�e � sur X est T -invariante si pour tout A 2 B, �(T�1A) = �(A), ou demani�ere �equivalente si 8f 2 L1(�) ZX(f � T )d� = ZX fd�:Elle est dite ergodique si pour A 2 B, T�1A = A implique �(A)�(Ac) = 0, ou de mani�ere�equivalente si pour f 2 L1(�), f = f � T , � presque partout implique f est constante �presque partout. La tribu des invariants par T est C = fA 2 B = T�1A = Ag, lorsqueT est ergodique, la tribu C est triviale (elle est r�eduite aux ensembles de mesure z�eroou un). Soit E (f jC) l'esp�erance conditionnelle de f par rapport �a C. L'ergodicit�e de



INTRODUCTION G�EN�ERALE viiT est �equivalente �a E (f jC) = Z fd� pour f 2 L1(�). Le th�eor�eme suivant d�ecrit lecomportement asymptotique des suites (f � T n)n2N, f 2 L1(�), sous une probabilit�einvariante et r�ev�ele l'importance de la recherche de probabilit�es invariantes.Th�eor�eme ergodique de Birkho�. Soit � une probabilit�e T -invariante. Pour f 2 L1(�),la suite 1n n�1Xk=0 f � T k converge dans L1(�) et � p.p. vers E (f jC). Ainsi, si T est ergodique,1n n�1Xk=0 f � T k n!1�! ZX fd� �� p.p. et dans L1(�):Le th�eor�eme ergodique de Birkho� implique que T est ergodique si et seulement si8f; g 2 L2(�) limn!1ZX 1n n�1Xi=0 (f � T i)gd� = ZX fd� ZX gd�:L'application T est dite (fortement) m�elangeante si et seulement si8f; g 2 L2(�) limn!1ZX(f � T n)gd� = ZX fd� ZX gd�;ou de mani�ere �equivalente si pour tout A;B 2 B, �(T�nA\B) converge vers �(A)�(B),c'est-�a-dire que les �ev�enements T�nA et B sont asymptotiquement ind�ependants. �Evide-ment, le m�elange implique l'ergodicit�e. Lorsque T est m�elangeante, il est parfois possibled'obtenir une estimation de la d�ecroissance des corr�elations sur un sous-espace de L2(�),c'est-�a-dire d'estimer la vitesse de convergence de Cn(f; g) : = j�(f � T ng)� �(f)�(g)jvers z�ero, pour f et g dans un sous-espace de L2(�). Il n'est, en g�en�eral, pas possibled'obtenir d'estimation de la d�ecroissance des corr�elations sur L2(�). Nous dirons queT poss�ede la propri�et�e de m�elange exponentiel sur un sous-espace B de L2(�) s'il existe0 <  < 1 tel que 8f; g 2 B; �nCn(f; g) n!1�! 0:Une bonne estimation de Cn(f; g) pour f et g appartenant �a B permet d'obtenir desth�eor�emes limites ([I, L], [Gor], [Li3]). Pour T ergodique, les th�eor�emes limites pr�ecisentla convergence de 1nSn(f) : = 1nPn�1k=0 f � T k vers Z fd�. Nous nous int�eresserons plusparticuli�erement au th�eor�eme de la limite centrale.



viii INTRODUCTION G�EN�ERALEL'application T v�eri�e le th�eor�eme de la limite centrale pour f 2 L1(�) s'il existe� = �(f) 2 R+ tel que 1�pn �Snf � n ZX fd�� loi�! N (0; 1)o�u N (0; 1) d�esigne la loi normale centr�ee et r�eduite.Un syst�eme dynamique al�eatoire d�ecrit la composition successive de transformationschoisies au hasard, la stabilit�e stochastique exprime que le syst�eme est stable par per-turbations al�eatoires. De tels syst�emes ont �et�e introduits par Y. Kifer ([Ki1], [Ki2]).Plus pr�ecis�ement, soit (
;P;F ; S) un syst�eme dynamique inversible, o�u 
 est un espacede Lebesgue, avec S ergodique et P-invariant. Soient M(X) un sous espace norm�e desapplications mesurables de X dans X, B" la boule de centre T et de rayon " de cetespace et une application mesurable T : 
!M(X). La dynamique al�eatoire est d�ecritepar le produit gauche sur 
�X, � : 
�X ! 
�X d�e�ni par �(!; x) = (S!; T!x). Sil'image de 
 par T est incluse dans B", on parle de perturbations al�eatoires. Le syst�emeest stochastiquement stable s'il existe une mesure �� sur 
�X, invariante par � qui sed�esint�egre en une famille (�!)!2
 de sorte que Z f(!; x)d�� = Z Z f(!; x)d�!(x)dP(!)et telle que pour P-presque tout ! 2 
, �! converge faiblement vers une mesure �,T -invariante quand " tend vers z�ero.Nous n'�etudierons ici que les propri�et�es statistiques de syst�emes dynamiques symbo-liques.Rappelons quelques d�e�nitions relatives aux sous-d�ecalages de type �ni.1.2 Sous-d�ecalages de type �niSoit A un alphabet d�enombrable (�ni ou non) muni de la topologie discr�ete, led�ecalage (ou d�ecal age plein) � sur AN est d�e�ni par (�x)n = xn+1 pour n 2 N et x 2 AN .L'espace AN est muni de la topologie produit, de la distance d(x; y) = rn si xi = yi,i = 0; : : : ; n� 1 et xn 6= yn, 0 < r < 1 et de la tribu des bor�eliens. Un sous-d�ecalage surl'alphabet A est la restriction de � �a un sous-ensemble X de AN, invariant et ferm�e. Larestriction de � �a X est encore not�ee � et nous parlerons de sous-d�ecalage pour d�esigneraussi bien cette restriction que l'espace X. �Etant donn�e (a0; : : : ; ak�1) 2 Ak, soit[a0; : : : ; ak�1] = fx 2 X = xi = ai; i = 0; : : : ; k � 1g:



INTRODUCTION G�EN�ERALE ixSi [a0; : : : ; ak�1] est non vide, il est appel�e cylindre ou k-cylindre. Les cylindres engendrentla topologie sur X, en particulier, les sous-d�ecalages sont s�eparables. Les sous-d�ecalagesde type �ni (STF) sont d�e�nis de la fa�con suivante. Soit B une A�A matrice positive :B = (bi;j)(i;j)2A�A, bi;j � 0, soitXB = fx 2 AN = bxi;xi+1 > 0g:Le sous-espace XB est ferm�e et invariant par �, il est appel�e sous-d�ecalage de type �niassoci�e �a B.Si l'alphabet A est �ni, XB est compact. Lorsque l'alphabet est in�ni, XB n'est pas eng�en�eral compact ni même localement compact. En fait, les a�rmations suivantes sont�equivalentes :{ XB est localement compact,{ sur chaque ligne de la matrice B le nombre d'�el�ements non nuls est �ni,{ les cylindres sont compacts.Remarquons que les STF v�eri�ent la propri�et�e de Markov suivante : �etant donn�es i etj dans A, x et y dans [j] \ XB, l'�el�ement ix de AN appartient �a XB si et seulement siiy lui appartient. Ceci n'est pas le cas pour des sous-d�ecalages g�en�eraux. Par exemple,soit X � f0; 1gN d�e�ni parX = fx 2 f0; 1gN = si xn = 1 et xp = 1; alors jp� nj = 2k; k 2 Ng:L'espace X d�e�nit bien un sous-d�ecalage mais ne poss�ede pas la propri�et�e de Markov.Un STF est dit irr�eductible si pour tout i; j 2 A, il existe n 2 N tel que bni;j > 0, ilest dit ap�eriodique si pour tout i; j 2 A, il existe N 2 N tel que pour n � N , bni;j > 0. Sil'alphabet est �ni, l'ap�eriodicit�e est �equivalente �a Bn > 0 pour n assez grand. Lorsquel'alphabet n'est pas �ni, il peut n'exister aucun entier n tel que Bn > 0 (voir [Se]).Un outil puissant pour l'�etude de tels syst�emes est le formalisme thermodynamique.Il a �et�e introduit par D. Ruelle ([Ru1], [Ru2]) dans le cadre de la m�ecanique statistique,puis a �et�e �etendu �a l'�etude de syst�emes dynamiques ([Bo], [Wa1]). Ce point de vue a per-mis notamment de construire des mesures invariantes dites de Sinai-Ruelle-Bowen, pourdes di��eomorphismes Axiome A en codant la dynamique par un STF sur un alphabet�ni.



x INTRODUCTION G�EN�ERALE2 Formalisme thermodynamique et op�erateurs de trans-fertConsid�erons un STF sur un alphabet �ni et � appartenant �a l'espace C(X) desfonctions continues de X �a valeurs r�eelles ou complexes, une telle fonction est appel�eepotentiel. Soit M(X; �) l'ensemble des probabilit�es sur X, invariantes par �.2.1 Formalisme thermodynamiqueLa pression topologique �(�) de � peut être d�e�nie par le principe variationnel suivant([Wa2]) : �(�) = sup�2M(X;�)fh�(�) + Z �d�g;o�u h�(�) d�esigne l'entropie mesur�ee de � par rapport �a �. Une probabilit�e invariante� est appel�ee �etat d'�equilibre si elle r�ealise ce sup : �(�) = h�(�) + Z �d�. L'existenced'�etats d'�equilibre est assur�ee par la continuit�e de � sur X et le fait que le syst�eme soitexpansif, c'est-�a-dire, il existe " > 0 tel que si d(�nx; �ny) < " pour tout n 2 N , alorsx = y ([Wa2]). En particulier, si � � 0, les �etats d'�equilibre sont les mesures d'entropiemaximale. Les propri�et�es statistiques des mesures d'�equilibre sont li�ees aux propri�et�esspectrales de l'op�erateur de transfert L� ou op�erateur de Ruelle-Perron-Frobenius, associ�eau potentiel �. Il est d�e�ni comme suit, L� : C(X) �! C(X), pour f 2 C(X),L�f(x) = X�y=x f(y)e�(y);son dual agit sur les mesures r�eguli�eres sur X parZ fd(L��m) = Z L�fdm:Remarquons que si f et g appartiennent �a C(X), L�(f � � g) = fL�g. S'il existe c > 0une valeur propre de L�, h 2 C(X), une fonction propre positive associ�ee �a c et � uneprobabilit�e r�eguli�ere sur X telle que L��� = c�, (une telle mesure est dite c-conforme),alors � = h� est � invariante. En e�et, soit f 2 C(X),Z (f � �) hd� = c�1 Z L�(f � � h)d� = c�1 Z fL�hd� = Z fhd�:



INTRODUCTION G�EN�ERALE xiDe plus, si � est une mesure 1-conforme, L� apparâ�t comme le dual de l'op�erateur surL1(�) : f 7! f � �. En e�et, soient f 2 L1(�) et g 2 L1(�) = (L1(�))�,Z (f � �)gd� = Z L�(f � �g)d� car � est 1-conforme= Z fL�gd�:Le r�esultat suivant permet de relier les propri�et�es spectrales de L� aux �etats d'�equilibre.Th�eor�eme a ([Wa1]) Soit 	 2 C(X) un potentiel tel que L	1 = 1, alors �(	) = 0 etpour � 2 M(X; �), les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :1. L�	� = �,2. � est un �etat d'�equilibre pour 	.Si � est un potentiel tel que L� admette une valeur propre c strictement positive, unefonction propre associ�ee h 2 C(X) strictement positive et une probabilit�e � c-conforme,alors � = h� est un �etat d'�equilibre et �(�) = log c. En e�et, il su�t de consid�erer	 = � + log h� log h � � � log c et d'appliquer le th�eor�eme a.L'introduction des op�erateurs de transfert est naturelle dans l'�etude des endomor-phismes dilatants sur une vari�et�e Riemannienne compacte et connexe. Soient M unetelle vari�et�e, T : M �! M , C1 et dilatante1, m la mesure de Lebesgue sur M et� = � log jJT j (o�u JT d�esigne le jacobien de T ). Soit � = hm une mesure absolumentcontinue par rapport �a m alors � est T -invariante si et seulement si L�h = h. En e�et,il su�t de remarquer que la formule de changement de variables implique que m est1-conforme et proc�eder comme plus haut. Pour T : M �! M continue, une mesureT -invariante � v�eri�e la propri�et�e de Sina��-Ruelle-Bowen ou est une mesure SRB 2 s'ilexiste A � X de m-mesure strictement positive tel que8x 2 A; 8f 2 C(X); 1n n�1Xi=0 f � T i(x) �! Z fd�:1T est dilatante sur M s'il existe � > 1 tel quekDT (x) � vk � �kvk pour tout x 2 M et v 2 TxM:2Voir [Ru3] pour la d�e�nition historique de mesures SRB.



xii INTRODUCTION G�EN�ERALEEn particulier, une mesure ergodique absolument continue par rapport �a m est unemesure SRB. Les op�erateurs de transfert permettent de construire des mesures SRBpour des di��eomorphismes C1+" Axiome A, soit en codant la dynamique sur un STFsur un alphabet �ni ([Bo]), soit en travaillant directement sur la vari�et�e ([Li2], [V]).2.2 Propri�et�e de trou spectralLa th�eorie des op�erateurs quasi-compacts, appliqu�ee �a l'�etude des op�erateurs detransfert, permet d'obtenir des r�esultats sur les propri�et�es statistiques des mesuresd'�equilibre : la propri�et�e de m�elange exponentiel d'une part, des th�eor�emes limitesd'autre part.Le rayon spectral essentiel res(P ) d'un op�erateur born�e P agissant sur un espace deBanach B est d�e�ni par R. D. Nussbaum ([Nu]) :res(P ) = limn!1 kP nk1=nC o�u kPkC = infK compact kP �Kk:Soit r(P ) le rayon spectral de P , si res(P ) < r(P ), P est dit quasi-compact et pour toutres(P ) < � < r(P ), P se d�ecompose ([D, S], VIII 8:2) en P = R+K avec RK = KR = 0,PR = RP et KP = PK, R est un op�erateur born�e de rayon spectral inf�erieur �a � et Kest un op�erateur compact n'ayant qu'un nombre �ni de valeurs propres de multiplicit�e�nie dans la couronne fx 2 C = � � jxj � r(P )g.Si L� est quasi-compact sur un espace de Banach B � C(X), soient spp = f� 2r(L�) = j�j = r(L�) = cg le spectre p�eriph�erique de L� et � la projection sur l'espacepropre associ�e alors, Ln�fcn �! �(f) exponentiellement vite:Le taux de cette convergence est � = ��c �� o�u  est la seconde valeur propre (en module)de L� si elle existe, res(L�) sinon. Si spp = fcg avec c valeur propre simple, L� poss�edealors la propri�et�e du trou spectral, si h 2 B et � 2 M(X) v�eri�ent L�h = ch, L��� = c�alors, Ln�fcn expo�! h Z fd�:Cette convergence a lieu dans la norme du Banach B et permet de montrer le m�elangeexponentiel pour des fonctions de B. D'autre part, c �etant alors valeur propre isol�ee etsimple, les th�eories de perturbations des op�erateurs ([Ka], [D, S]) permettent de d�emon-trer des th�eor�emes limites ([G,H], [Bre], [Bro]).



INTRODUCTION G�EN�ERALE xiiiPour un STF sur un alphabet �ni, lorsque � est h�old�erienne pour la m�etrique usuelle,la situation est bien connue ([Bo], [Pa, Po], [Ru1]) : L� en tant qu'op�erateur sur unespace de fonctions h�old�eriennes est quasi-compact. Si le sous-d�ecalage est ap�eriodique,� poss�ede un unique �etat d'�equilibre et cet �etat d'�equilibre est exponentiellement m�e-langeant pour des observables h�old�eriennes. Dans ce cas, il peut être int�eressant d'avoirune estimation du taux de cette convergence, ce que ne permet pas la th�eorie des op�era-teurs quasi-compacts. Lorsque l'op�erateur de transfert n'est pas quasi-compact, il existediverses m�ethodes pour estimer la d�ecroissance des corr�elations ([Y1], [L, S, V2], [I]).Nous utiliserons la technique des cônes et m�etriques projectives de G. Birkho�, intro-duite pour l'�etude de syst�emes dynamiques par P. Ferrero et B. Schmitt ([F,S 1]). Nousexposerons cette th�eorie dans le chapitre 1.3 R�esultats pour des potentiels non h�old�eriensSoit (X; �) un STF sur un alphabet �ni, ap�eriodique. Dans les chapitres 2 et 3,nous consid�ererons des potentiels non h�old�eriens. Ces potentiels v�eri�ent n�eanmoinsune condition de r�egularit�e due �a P. Walters ([Wa1]), cette condition est plus faibleque celle de sommabilit�e du module de continuit�e utilis�ee dans [Sc] et [Go]. Elle estv�eri��ee par exemple par des dynamiques de l'intervalle consid�er�ees par P. Collet, dontla d�eriv�ee est de la forme K + (1 + j logxj)�1��, � > 0, K > 1, pour x pr�es de 0([Co]). Pour de tels potentiels, il existe un sous-espace de Banach L de l'espace desfonctions continues, naturel et stable par l'op�erateur L�. C'est un espace de fonctionslipschitziennes par rapport �a une m�etrique produit \inusuelle". Cet espace est densedans l'espace des fonctions continues, la norme sur cet espace est not�ee k k, k k1 d�esignela norme uniforme sur X. Dans [Wa1], P. Walters montre l'existence et l'unicit�e d'untriplet (h; c; �) v�eri�ant L�h = ch, L��� = c�, �(h) = 1, �(1) = 1. Nous montrerons lesr�esultats suivants (chapitre 2) obtenus sous une premi�ere forme en collaboration avecA. Kondah et B. Schmitt ([K,M,S]).Th�eor�eme A Il existe une suite de r�eels positifs (un)n2N, un n!1�! 0, telle que pour toutefonction f 2 L, kLn�fcn � h Z fd�k1 � Cte unkfk:La suite (un)n2N peut être d�etermin�ee explicitement et d�epend de la r�egularit�e de �.



xiv INTRODUCTION G�EN�ERALEDe tels r�esultats ont �et�es obtenus simultan�ement par M. Pollicott ([Po2]) en utilisantune m�ethode d'approximation mise en place par N. Chernov ([Ch]) et C. Liverani ([Li4]).La m�ethode que nous utilisons donne une estimation plus pr�ecise de la suite (un)n2Ndans certains cas.Th�eor�eme B Si � v�eri�e une propri�et�e suppl�ementaire exprimant que son module decontinuit�e n'est \vraiment pas exponentiel", le spectre de L� sur L est le disque ferm�eD(0; c), chaque point du disque ouvert est une valeur propre de multiplicit�e in�nie. Enparticulier, la vitesse de m�elange sur L ne peut pas être exponentielle.Lorsque la suite (un)n2N est sommable, des techniques probabilistiques introduites parM.I. Gordin ([Gor]), I.M. Ibragimov & Y. Linnik ([I, L]) et g�en�eralis�ees par C. Liverani([Li3]) permettent de d�emontrer le th�eor�eme de la limite centrale (section 2.3).De plus, ces syst�emes sont stochastiquement stables : on montre qu'il n'existe qu'uneseule \bonne" mesure invariante sur 
 �X pour le produit gauche et qu'elle convergeau sens de la section 1 vers la mesure invariante d�eterministe �. Ces r�esultats sur lesperturbations al�eatoires peuvent être �etendus �a certains syst�emes dynamiques al�eatoires.Syst�emes dynamiques al�eatoires et principe variationnel relati-vis�eLe formalisme thermodynamique a �et�e �etendu aux syst�emes dynamiques al�eatoirespar F. Ledrappier et P. Walters ([L, W]), Y. Kifer ([Ki3]) et T. Bogensch�utz ([Bog1]).Consid�erons (
;P;F ; S) un syst�eme dynamique inversible, o�u 
 est un espace de Le-besgue, avec S ergodique et P-invariant et 	 : 
 �! C(X) tel que Z
 k	!k1dP(!) <1(	 2 L1(
; C(X))) ; 	 est appel�e potentiel al�eatoire. Ici, seul le potentiel est al�eatoire etle produit \gauche" � est en fait l'application produit direct �(!; x) = (S!; �x). N�ean-moins, un tel syst�eme dynamique al�eatoire peut repr�esenter des petites perturbationsC1 de di��eomorphismes Axiome A (Annexe).Soit M(P; �) l'espace des probabilit�es invariantes par � et dont la marginale sur 
 estP. Les �el�ements de M(P; �) se d�esint�egrent en une famille � = (�!)!2
, �! appartenant�a P(X) l'ensemble des probabilit�es r�eguli�eres sur X. La dynamique que l'on souhaited�ecrire est celle de �, associ�ee au potentiel al�eatoire 	, c'est pourquoi on consid�ere l'en-tropie h��(�) de � relative �a S d�e�nie par h��(�) = h��(�jp�1F) 3 o�u p est la projectioncanonique de 
�X sur 
. La pression al�eatoire � : L1(
; C(X)) �! R [f1g peut être3L'entropie h��(�jp�1F) de � relativement �a la tribu p�1F est d�e�nie dans [Bog1] par exemple.



INTRODUCTION G�EN�ERALE xvd�e�nie par le principe variationnel relativis�e suivant : ([L, W] [Ki3], [Bog1])�(	) = sup��2M(P;�)�h��(�) + Z
�X 	d��� :Une mesure �� 2 M(P; �) est un �etat d'�equilibre pour 	 si elle r�ealise ce sup : �(	) =h��(�)+Z
�X 	d��. Comme dans le cas d�eterministe, les op�erateurs de transfert jouent unrôle primordial dans l'�etude des mesures d'�equilibre. Notons L! l'op�erateur de transfertassoci�e �a 	! et L!;n la composition LSn! � � � � � L!.Th�eor�eme b([Ki3]) Soit G un potentiel al�eatoire appartenant �a L1(
; C(X)), tel quepour tout !, LG!1 = 1, alors �(G) = 0 et pour � 2 M(P; �), les propri�et�es suivantes sont�equivalentes.1. L�G!�S! = �!2. � est un �etat d'�equilibre pour G.En posant G! = 	! + log h! � log hS! � � � log c!, on obtient le corollaire suivant.Corollaire b.1([Ki3]) S'il existe trois applications mesurables :H : 
 �! C(X) C : 
 �! R+=f0g �� : 
 �! P(X)! �! h! ! �! c! ! �! �!;telles que� 8! 2 
, L!h! = c!hS! et L�!�S! = c!�!,� �!(h!) = 1, log c! et k logh!k1 sont int�egrables,alors �� = (h!�!)!2
 est un �etat d�equilibre pour 	 et �(	) = Z
 log c!dP(!).Par analogie avec le cadre d�eterministe, on peut d�e�nir les corr�elations al�eatoires, pour�� 2 M(P; �), pour f et g dans L2(�!) et pour tout !,C!n (f; g) = j Z f(g � �n)d�! � Z gd�Sn! Z fd�!j:Soit � un potentiel dont le module de continuit�e (d�e�ni page 3) est sommable et 	 unpotentiel al�eatoire tel que le module de continuit�e de j	!��j est " proche de celui de �



xvi INTRODUCTION G�EN�ERALEet k	! � �k1 < ", 	 d�ecrit des perturbations al�eatoires de �. Dans le chapitre 3 nousmontrerons les r�esultats suivants parus dans [Ma].Th�eor�emes D, E Pour tout 0 < " < 1, il existe un unique triplet (H;C; ��) d'applicationsmesurables v�eri�ant les hypoth�eses du corollaire b.1. De plus, il existe une suite (vn)n2Ntelle que pour f 2 L, Ln;!fcSn�1! � : : :� c! � hSn! Z fd�!1 � Cte vn kfk et Ln;S�n!fcS�1! � : : :� cS�n! � h! Z fd�S�n!1 � Cte vn kfk;Ceci permet d'estimer les corr�elations :C!n (f; g) � Cte vn sups2
(j Z gd�sj)kfk etCS�n!n (f; g) � Cte vn sups2
(j Z gd�sj)kfkpour f 2 L et g telle que sups2
(j R gd�sj) <1 . La mesure � = (h!�!)!2
 est le seul �etatd'�equilibre de 	. Par ailleurs, (H;C; ��) v�eri�e les propri�et�es de stabilit�e forte suivantes :lim"!0 sup!2
" kh0 � h!k1 = 0;lim"!0 sup!2
" cc! = 1;8f 2 C(X); lim"!0 sup!2
" j�(f)� �!(f)j = 0:Des r�esultats de stabilit�e forte similaires ont �et�e obtenus par V. Baladi, A. Kondah &B. Schmitt ([B,K,S]) pour des perturbations d'endomorphismes dilatants Ck, k � 1+�,T. Bogensch�utz ([Bog2]) obtient des r�esultats similaires dans un cadre symbolique, pourdes potentiels h�old�eriens.En�n, pour certains syst�emes dynamiques al�eatoires (qui ne sont pas n�ecessairement desperturbations) non h�old�eriens, nous obtenons l'existence et l'unicit�e d'un �etat d'�equilibreet la convergence des op�erateurs Ln;S�n! vers un op�erateur de rang 1 (proposition 3.10).Des r�esultats similaires ont �et�es obtenus par P. Ferrero & B. Schmitt ([F,S 1]), Y. Kifer([Ki3]), V.aladi ([Ba]), T. Bogensch�utz ([Bog1]) et K. Khanin & Y. Kifer ([Kh,Ki]) dansdiverses situations pour des potentiels al�eatoires h�old�eriens. Dans [F,S 1] et [Bog1], lescorr�elations al�eatoires sont exponentielles pour des observables h�old�eriennes. J. Buzzi



INTRODUCTION G�EN�ERALE xvii([Buz1], [Buz2]) consid�ere une famille d'applications al�eatoires de Lasota-Yorke de l'in-tervalle. Il construit des mesures invariantes pour le produit gauche dont les �bres �! surl'intervalle sont toutes absolument continues par rapport �a la mesure de Lebesgue. Enutilisant une condition de \recouvrement al�eatoire" il obtient des corr�elations al�eatoiresexponentielles.4 Espace d'�etats d�enombrableLorsque l'espace d'�etats n'est pas �ni, les premiers r�esultats concernent les châ�nesde Markov et les matrices d�enombrables positives ([Se], [V-J2]). Ils g�en�eralisent lesnotions de r�ecurrence, transcience, r�ecurrence positive et r�ecurrence nulle �a des matricesd�enombrables positives et irr�eductibles. Lorsque la matrice est ap�eriodique et r�ecurrentepositive, les it�er�es de la matrice convergent vers l'unique mesure stationnaire (th�eor�emede type Perron-Frobenius).Concernant des potentiels non constants par morceaux, citons les travaux de X. Bressaudet O. Sarig.X. Bressaud ([Bre]) �etudie des sous-d�ecalages (non n�ecessairement markoviens) sur unalphabet in�ni et donne des conditions garantissant la quasi-compacit�e de l'op�erateurde transfert sur un sous-espace de Banach de l'espace des fonctions continues sur � etl'existence d'une mesure conforme. Il utilise en particulier une condition sur la \pression�a l'in�ni" : pour p 2 N , n 2 N , �p;n : = supj>p supx2[j]Ln�1(x);�1;n : = infp2N�p;n et la pression �a l'in�ni de � est P1(�) : = lim supn!1 1n log�1;n;il suppose que P1(�) < 0. Cette condition est assez proche des conditions (Exp1) et(Exp2) du chapitre 5 (pages 73 et 81).Plus r�ecemment, O. Sarig ([Sa]) d�eveloppe un formalisme thermodynamique pour desSTF sur un alphabet d�enombrable en utilisant la \pression de Gurevich" et obtient desd�ecroissances des corr�elations exponentielles pour certaines applications v�eri�ant unepropri�et�e de \grandes branches" : inf(m(�[a]) =a 2 A) > 0 pour toute mesure m dontle support est X.D'autres r�esultats concernent des g�en�eralisations d'applications de l'intervalle [0; 1] = I



xviii INTRODUCTION G�EN�ERALEde type Lasota-Yorke poss�edant un nombre d�enombrable in�ni de branches de monoto-nicit�e. Le premier r�esultat est celui de M. Rychlick ([Ri]) : sous l'hypoth�ese que (T 0)�1peut être pris �egal �a z�ero sur les bord de la partition, il montre la quasi-compacit�e del'op�erateur de transfert sur l'espace des fonctions �a variations born�ees. Pour des ap-plications ayant une propri�et�e de grandes branches, A. Broise ([Bro]) obtient le mêmer�esultat. En utilisant la propri�et�e de \recouvrement" :pour tout sous-intervalle ouvert et non vide J de I, il existe un entier N(J) et uneconstante C(J) > 0 tels que LN(J)� 1J � C(J),une hypoth�ese similaire �a celle de M. Rychlick et une hypoth�ese sur la pression de �, C.Liverani, B. Saussol et S. Vaienti ([L, S, V1]) construisent des mesures conformes pourdes potentiels �a variation born�ee et montrent que la d�ecroissance des corr�elations estexponentielle sur l'espace des fonctions �a variations born�ees.Le but de la deuxi�eme partie de ce travail est de donner des estimations de la vi-tesse de m�elange, pour des syst�emes markoviens �a espace d'�etats d�enombrable, lorsquecelle-ci n'est pas exponentielle. Les techniques d�evelop�ees sont bien adapt�ees aux sys-t�emes ayant des \petites branches" (voir les d�e�nitions de \port�ee born�ee" page 92 etde syst�emes \sans grandes branches �a l'in�ni" page 82).Le point de vue adopt�e est celui de J. Aaronson, M. Denker et M. Urbanski ([A,D,U],[A,D]) sur les applications markoviennes non singuli�eres.Soit (X;B; m) un espace de Lebesgue. Une application T : X �! X est Marko-vienne s'il existe une partition R = faj ; j 2 Sg (modulo m) de X, ici S sera in�nid�enombrable, telle que :1. pour a 2 R, Ta est une union (mod m) d'�el�ements de R,2. R engendre la tribu B sous T , c'est-�a-dire, si Bi d�esigne la tribu engendr�ee par lapartition Ri = f i\p=0T�pap; ap 2 Rg;alors B1 = Si Bi co��ncide avec la tribu B aux ensembles de mesure nulle pr�es.3. pour a 2 R, Tja : a �! Ta est bijective et non singuli�ere, c'est-�a-dire m(A) = 0implique m(T�1A) = 0, A 2 B \ [a].



INTRODUCTION G�EN�ERALE xixUn tel syst�eme est mesurablement conjugu�e au d�ecalage :� = fs = (s1; s2; : : :) 2 SN ; m n\k=1T�kask! > 0 8n � 1g;muni de la mesure image encore not�ee m, dont le support est �. En e�et, comme Rengendre la tribu B sous T , il existe X0 � X de m-mesure pleine tel que8x 2 X0; x = 1\i=1T�iasi(x)o�u si(x) est d�e�ni par si(x) = s si T ix 2 as. L'applicationT : X0 7�! �x  (s1(x); : : : ; si(x); : : :)est bien d�e�nie et bijective, elle v�eri�e � �T = T �T , T est l'application de conjugaison.L'image par T de la tribu B est la tribu produit F sur � (car l'image par T de n\i=1T�iasiest le cylindre [s1; : : : ; sn] et les cylindres engendrent F).Le syst�eme markovien (X;R; T;m) sera dit irr�eductible si :8i; j 2 S; 9n(i; j) > 0 tel que m(ai \ T�naj) > 0;c'est-�a-dire si le d�ecalage associ�e est irr�eductible.Il sera dit ap�eriodique si :8i; j 2 S; 9n(i; j) > 0 tel que 8N > n(i; j); m(ai \ T�Naj) > 0;c'est-�a-dire si le d�ecalage associ�e est ap�eriodique.Nous consid�ererons (�;F ; m; �) un sous-d�ecalage de type �ni sur un alphabet in�nid�enombrable S, muni de la tribu F des bor�eliens et de m une probabilit�e bor�eliennedont le support est � et par rapport �a laquelle � est non singuli�ere. On peut toujourssupposer S = N , ce que nous ferons par la suite.Pour r 2]0; 1[ �x�e, la m�etrique usuelle sur � est d�e�nie par d(x; y) = rt(x;y) o�u t(x; y) =minfn � 1 = xn 6= yng. Pour cette m�etrique, � est lipschtzienne sur �.La formule suivante d�e�nit une mesure �-�nie sur � :m � �(A) =Xa2S m(�([a] \ A)) 8A 2 F :



xx INTRODUCTION G�EN�ERALELa non singularit�e de � par rapport �a m implique que m est absolument continue parrapport �a m � �. Soit � = log dmdm�� et L� l'op�erateur de transfert associ�e, m est unemesure 1-conforme pour L� (m(L�f) = m(f) pour toute f 2 L1(m)). Trouver unemesure �nie invariante par � et absolument continue par rapport �a m revient �a trouverun point �xe dans L1(m) pour L�. Les propri�et�es ergodiques de cette mesure invariantesont alors li�ees aux propri�et�es spectrales de l'op�erateur, agissant sur un espace appropri�e.L d�esigne l'espace des fonctions de � lipschtziennes et born�ees, Cu(�) l'espace desfonctions uniform�ement continue et born�ees sur �. Si � est telle que supk2N kLk�1k1 <1(hypoth�ese (K) page 60), nous montrons le r�esultat suivant (chapitre 4).Th�eor�eme F Si � est lipschitzienne, v�eri�e (K) et si � est irr�eductible alors 1 est valeurpropre simple de l'op�erateur L� agissant sur L. La fonction propre associ�ee h est stricte-ment positive sur �. De plus, L� n'a qu'un nombre �ni de valeurs propres de module 1. Si� est ap�eriodique, 1 est la seule valeur propre de module maximal et on a la convergence :Ln�f n!1�! h Z fdm;uniform�ement sur les compacts de � et dans L1(m), pour f 2 Cu(�).Le chapitre 5 est consacr�e �a l'estimation de la vitesse de convergence pour des obser-vables de L, lorsque � est ap�eriodique. En utilisant les techniques de cônes et m�etriquesprojectives, on obtient, sous une condition proche de celle de X. Bressaud sur la pression�a l'in�ni que la vitesse de m�elange est exponentielle sur l'espace L.Th�eor�eme G Si � v�eri�e (Exp1 d�e�nition page 73) alors, il existe 0 < � < 1, C > 0tels que : 8f 2 L; kLn�f � h Z fdmk1 � C�nkfk:L'int�erêt d'utiliser les m�etriques projectives pour obtenir ce r�esultat est que ces tech-niques s'�etendent pour donner des vitesses sous-exponentielles dans le cas o�u cette condi-tion n'est plus v�eri��ee.Proposition 5.6 Si (�; �) est sans grandes branches �a l'in�ni (d�e�nition page 82) etv�eri�e (S-Exp1 d�e�nition page 83) alors, pour N et k su�samment grands, il existe unesuite (�j(N))j2N, �j(N)! 0 telle que 8f 2 L,kLkj� f � h Z fkN � �j kfk+m([j0; N j]c) sup f;



INTRODUCTION G�EN�ERALE xxio�u [j0; N j] d�esigne l'ensemble des x de � tels que x0 � N et k kN la norme uniforme sur[j0; N j]. La suite (�j)j2N peut être d�etermin�ee explicitement et d�epend de la contribution�a Lk�1 du compl�ementaire d'un nombre �ni de cylindres.En choisissant convenablement N par rapport �a j, on obtient ainsi une estimation de lavitesse de convergence sur chaque compact de � et de la d�ecroissance des corr�elations.Des exemples de syst�emes v�eri�ant (Exp1) ou (S-Exp1) sont trait�es au chapitre 6.En particulier, on obtient des estimations e�ectives de la vitesse de m�elange pour desapplications a \petites branches" ne v�eri�ant pas les hypoth�eses de [Bre] ou [L, S, V1].On estime aussi la d�ecroissance des corr�elations pour des applications non uniform�ementdilatantes de l'intervalle, de type Gaspard-Wang sur un espace d'observables contenantles fonctions lipschtziennes (section 6.3).
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Premi�ere partiePotentiels non h�old�eriens :dynamiques d�eterministes etal�eatoires





IntroductionCette partie est consacr�ee �a l'�etude des propri�et�es statistiques de sous-d�ecalages detype �ni sur un alphabet �ni, associ�e �a un potentiel non h�old�erien.Soit (X; �) un sous-d�ecalage de type �ni sur un alphabet �ni A, associ�e �a une matricepositive T . Nous supposerons que (X; �) est ap�eriodique. M d�esigne alors le plus petitentier tel que TM > 0. La topologie produit surX est donn�ee par la distance d(x; y) = rn,si xj = yj pour j = 0; � � � ; n� 1 et xn 6= yn, pour 0 < r < 1. Notons x n� y si d(x; y) � rnet B la tribu des bor�eliens de X.Soit f 2 C(X) = C(X;R), le module de continuit�e de f est la suite (vn(f))n�0 avec :vn(f) = supxn�y j f(x)� f(y) j :Nous �etudions, dans un premier temps, le syst�eme d�eterministe associ�e �a un potentielv�eri�ant une condition un peu moins forte que celle de sommabilit�e du module de conti-nuit�e (chapitre 2). Pour de tels potentiels, nous estimons la vitesse de convergence versl'�etat d'�equilibre pour des observables dans un sous-espace de Banach de l'espace desfonctions continues (th�eor�eme A). Nous d�eterminons le spectre de l'op�erateur de trans-fert sur cet espace (th�eor�eme B) et montrons le th�eor�eme de la limite centrale (th�eor�emeC).Dans un second temps, nous �etudions des dynamiques al�eatoires (chapitre 3). Nous consi-d�erons tout d'abord des perturbations al�eatoires de potentiels dont le module de conti-nuit�e est sommable et nous montrons que ces syst�emes sont stochastiquement stables(th�eor�emes D et E). Des syst�emes dynamiques al�eatoires non h�old�eriens plus g�en�erauxsont �etudi�es ensuite (proposition 3.10).La plupart des r�esultats de cette partie reposent sur l'utilisation des techniques de côneset m�etriques projectives de G. Birkho�. Ces techniques sont expos�ees dans le chapitre 1.3



4 I. POTENTIELS NON H�OLD�ERIENS : INTRODUCTION



Chapitre 1Cônes et m�etriques projectivesLa th�eorie des cônes et m�etriques projectives de G. Birkho� [Bi1] constitue un outilpuissant pour l'�etude des op�erateurs lin�eaires. P. Ferrero et B. Schmitt [F,S 1] l'ontappliqu�ee pour estimer la d�ecroissance des corr�elations de syst�emes dynamiques al�ea-toires. Cette strat�egie a ensuite �et�e utilis�ee par de nombreux auteurs. C. Liverani [Li1]l'a adapt�ee pour estimer la d�ecroissance des corr�elations d'applications de Lasota-Yorkeposs�edant la propri�et�e de \recouvrement". C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti [L, S, V1]ont am�elior�e la technique a�n de construire une mesure conforme et obtenir des corr�ela-tions exponentielles pour une classe de dynamiques de type Lasota-Yorke sur un nombred�enombrable de morceaux et poss�edant la propri�et�e de \recouvrement", associ�ees �a unpotentiel �a variation born�ee. En dimension plus grande, C. Liverani [Li2] a adapt�e lam�ethode pour retrouver des corr�elations exponentielles dans le cas d'Anosov pr�eservantla mesure de Lebesgue ; M. Viana [V] a mis en �uvre cette technique pour retrouver lesr�esultats relatifs aux di��eomorphismes Axiome A attracteurs. V. Baladi, A. Kondah,B. Schmitt [B,K,S] ont estim�e les corr�elations al�eatoires de perturbations al�eatoires desyst�emes dynamiques dilatants et montr�e la stabilit�e stochastique de ces syst�emes. T.Bogensch�utz a utilis�e ces techniques dans un cadre de sous-d�ecalages al�eatoires ([Bog1]),J. Buzzi ([Buz2]) pour obtenir des corr�elations al�eatoires exponentielles, dans le cas desdynamiques de Lasota-Yorke al�eatoires.Rappelons les d�e�nitions et propri�et�es des cônes et m�etriques projectives.1.1 D�e�nitionsConsid�erons B un espace vectoriel et C � B un cône convexe. C'est-�a-dire si xappartient �a C, alors �x appartient �a C pour tout � > 0 et C est convexe. C est un bon5



6 CHAPITRE I.1 CÔNES ET M�ETRIQUES PROJECTIVEScône si :{ C \ �C = ;,{ si �n est une suite de r�eels tels que �n ! � et x� �ny 2 C 8n alors x � �y 2 C.On dit alors que le cône est \int�egralement clos".Pour un tel cône, la pseudo-m�etrique � sur C est d�e�nie de la fa�con suivante. Soientx; y 2 C, �(x; y) = inff� > 0 tel que �x� y 2 Cg;�(x; y) = supf� > 0 tel que y � �x 2 Cg;en convenant que �(x; y) =1 et �(x; y) = 0 si les ensembles correspondants sont vides.Soit �C(x; y) = log �� . � est une pseudo-m�etrique car �(x; y) n'est pas n�ecessairement�nie. Par exemple, si x appartient au bord du cône, �(x; y) est in�ni pour tout y. Deplus, � est une pseudo-m�etrique projective : si x et x1 sont proportionnels, pour tout ydans le cône, �(x; y) = �(x1; y). En�n, si on appelle a et b les points d'intersection dubord du cône avec la droite (x; y), �(x; y) est le log du birapport de ces quatre points :�(x; y) = ����log jx� aj jy � bjjx� bjjy � aj ���� :Par exemple, si C est le quart de plan positif, �(x; y) = j log(x1x2 y1y2 )j (x = (x1; x2), y =(y1; y2)).Si C+(X) est le cône des fonctions continues et positives sur un espace m�etrique compactX, �C+(f; g) =: �+(f; g) = log( sup finf f sup ginf g ).1.2 Propri�et�esL'int�erêt des m�etriques projectives r�eside dans les deux r�esultats suivants.Soient C et C 0 deux bons cônes et P un op�erateur lin�eaire P : C ! C 0. Notons � lediam�etre de PC dans C 0 : � = supf;g2C �C0(Pf; Pg):Proposition 1.1 [Bi1] Pour f; g dans C, on a :�C0(Pf; Pg) � tanh��4 � �C(f; g):



CHAPITRE I.1 CÔNES ET M�ETRIQUES PROJECTIVES 7Preuve : Soient f et g appartenant �a C. Si �C(f; g) = 1, l'in�egalit�e est triviale. Sup-posons donc �C(f; g) = log �� < 1 en particulier, � 6= 1 et � 6= 0. La propri�et�e declôture int�egrale implique que � et � v�eri�ent : �f � g 2 C et g � �f 2 C. On a alors�Pf � Pg 2 C 0 et Pg � �Pf 2 C 0, ainsi �C0(Pf; Pg) � �C(f; g), ce qui donne le r�esultatsi � =1. Supposons donc que � soit �ni. On a alors�C0(P (�f � g); P (g� �f)) � �;par d�e�nition de la m�etrique projective, il existe � et � tels que log �� � � et�P (�f � g)� P (g � �f) 2 C 0; P (g � �f)� �P (�f � g) 2 C 0:Cela s'�ecrit aussi : ��+ �� + 1 Pf � Pg 2 C 0 et Pg � �+ ��� + 1 Pf 2 C 0:Ainsi, par d�e�nition de la m�etrique, Pf et Pg v�eri�ent :�C0(Pf; Pg) � log (��+ �)(� + 1)(�+ ��)(� + 1)= log � + e��C(f;g)� + e��C(f;g) � log � + 1�+ 1= �C(f;g)Z0 (� � �)e�x(e�x + �)(e�x + �)dx� �C(f; g) sup0�t�1 (� � �)t(t+ �)(t+ �)� �C(f; g) 1� ��(1 +q�� )2� �C(f; g) tanh �4 �Cette proposition implique qu'un op�erateur P : C ! C 0 est toujours une contraction(au sens large) pour les m�etriques projectives. Si � <1, P est une contraction stricte.Remarque 1.1 Pour C � C 0 et P = Id, la proposition 1.1 implique :8f; g 2 C; �C0(f; g) � �C(f; g):



8 CHAPITRE I.1 CÔNES ET M�ETRIQUES PROJECTIVESLa proposition suivante relie la m�etrique � �a certaines normes sur B. Une norme k ksur B est une norme adapt�ee �a C, si pour f et g dans B tels que f + g appartient C etf � g appartient �a C alors kgk � kfk, � est une forme homog�ene adapt�ee �a C si � estune application de C dans R+ v�eri�ant, pour � > 0, �(�f) = ��(f) et si f � g 2 C alors�(g) � �(f).Proposition 1.2 [Bi1], [L, S, V1] Soient k k une norme et � une forme homog�ene adap-t�ees �a un cône C. Toutes fonctions f et g dans C telles que �(f) = �(g) 6= 0 v�eri�ent :kf � gk � (e�(f;g) � 1)min(kfk; kgk):Preuve : Soient f et g appartenant �a C telles que �(f) = �(g) 6= 0. Si �(f; g) = 1,l'in�egalit�e est trivialement v�eri��ee. Supposons donc que �(f; g) = log �� avec � 6=1, � 6= 0et �f � g 2 C, g � �f 2 C. Les propri�et�es de la forme � donnent :��(f) � �(g) � ��(f);ainsi, � � 1 � �. Comme � est le plus petit r�eel positif tel que g� �f 2 C, ceci impliqueque g � f � (�� �)f 2 Cet de même, (� � �)f � (g � f) 2 C. Le fait que la norme k k soit adapt�ee au cône Cimplique alors : kf � gk � (�� �)kfk� (�� �)� kfk= [exp(�C(f; g))� 1]kfk:L'in�egalit�e annonc�ee r�esulte du fait que les rôles de f et g peuvent être �echang�es. �Par exemple, pour X un espace m�etrique et m une mesure sur X, la norme uniformeet � = R dm sont adapt�ees �a C+(X), � = k k1 convient aussi. L'exemple suivant serautilis�e dans le chapitre 3.Exemple 1.1 Pour g 2 C+(X), l'ensemble :�(g) = ff 2 Ĉ+(X) = �C+(X)(f; g) <1g;o�u Ĉ+(X) est l'espace projectif de C+(X) identi��e �a Ĉ+(X) = ff 2 C+(X) = R fdm =1g, est complet pour la m�etrique projective.



CHAPITRE I.1 CÔNES ET M�ETRIQUES PROJECTIVES 9Soit g 2 C+(X), v�eri�ons que l'ensemble �(g) est complet pour la m�etrique projec-tive. � d�e�nit une m�etrique sur �(g). Soit (fn)n2N une suite de Cauchy de �(g). Par laproposition 1.2, cette suite v�eri�ekfn � f0k1 � (e�(fn;f0) � 1)kf0k1 etkfn � fn+mk1 � (e�(fn;fn+m) � 1)kfnk1:La suite (fn)n2N �etant de Cauchy pour la m�etrique projective, �(fn; f0) est born�ee et�(fn; fn+m) tend vers z�ero lorsque n tend vers l'in�ni. Ainsi, la suite (fn)n2N est deCauchy pour la norme uniforme sur X. Soit f la limite de cette suite pour la normeuniforme. f appartient au cône C+(X), car celui-ci est ferm�e pour la norme uniforme,et v�eri�e Z fdm = 1 (car pour tout n 2 N , Z fndm = 1). V�eri�ons que fn convergevers f pour la m�etrique �. Par d�e�nition de la m�etrique projective,�(fn; f) = supx2X f(x)fn(x) :Comme fn converge vers f en norme uniforme, �(fn; f) tend vers 1. De la même mani�ere,�(fn; f) tend vers 1. Ainsi, �(fn; f) tend vers z�ero et l'espace �(g) est bien complet.



10 CHAPITRE I.1 CÔNES ET M�ETRIQUES PROJECTIVES



Chapitre 2Dynamiques d�eterministes nonh�old�eriennesLes r�esultats de ce chapitre sont parus sous une premi�ere forme dans l'article [K,M,S] :A. KONDAH, V. MAUME et B. SCHMITT Vitesse de convergence vers l'�etat d'�equi-libre pour des dynamiques markoviennes non h�old�eriennes, Ann. Inst. Poincar�e Sec. Prob.Stat. (1997) 33 (6) 675-695. La principale di��erence entre les r�esultats pr�esent�es ici etceux de l'article r�eside dans les cônes utilis�es pour estimer la vitesse de convergencevers l'�etat d'�equilibre. Dans [K,M,S] nous utilisions des cônes de fonctions strictementpositives. Ici, nous utilisons des cônes de fonctions dont l'esp�erance conditionnelle parrapport �a une partition �nie est strictement positive. Cette nouvelle approche fait suite�a des conversations �electroniques avec C. Liverani et B. Saussol. Elle permet de pr�eciserla vitesse de convergence en fonction du module de continuit�e du potentiel (voir section2.1.2).Soit � 2 C(X) un potentiel �a valeurs r�eelles. Le d�ecalage � �etant markovien, pour x ety dans un même 1-cylindre, les ant�ec�edents de x par �n, n 2 N , sont en bijection avecceux de y. Si �nx0 = x et x0 2 [a], a = (a1; : : : ; an) 2 An, notons y0 l'ant�ec�edent de y quiappartient �a [a]. Pour x et y dans X appartenant au même 1-cylindre, notonsC�(x; y) = supn2N� sup�nx0=x �����n�1Xi=0 � � �i(x0)� � � �i(y0)����� :On suppose qu'il existe C� > 0 tel que C�(x; y) � C� 8x; y 2 X. Soit :C�(p) = supx p�y C�(x; y):11



12 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESL'hypoth�ese (W) due �a P. Walters [Wa1] est :La suite (C�(p))p2N est strictement positive et d�ecrô�t vers 0.Rappelons que pour f 2 C(X), la suite (vn(f))n2N est le module de continuit�e de f(d�e�nition page 3).Remarque 2.1 Soient x et y tels que x p� y, p 2 N ,�����n�1Xi=0 � � �i(x0)� � � �i(y0)����� � n�1Xi=0 vn+p�i(�)= n+pXi=p+1 vi(�):De plus, C�(p) � supx p�y sup�x0=x j�(x0)��(y0)j = vp+1(�), en particulier, si le module decontinuit�e de � est sommable, vp+1(�) � C�(p) � P1i=p+1 vi(�) et � v�eri�e l'hypoth�ese(W). Par ailleurs, la suite C�(p) est major�ee par une suite g�eom�etrique si et seulement sila suite v�(p) l'est aussi.La suite C�(n) d�e�nit une m�etrique sur X :d0(x; y) = C�(n) si d(x; y) = rn; d0(x; x) = 0:Soit L, l'espace des fonctions lipschitziennes par rapport �a cette m�etrique ; c'est-�a-dire :L = ff 2 C(X) = 9K � 0 = 8n � 1; vn(f) � KC�(n)g:Pour f 2 L, la constante de Lipschitz K(f) est d�e�nie par :K(f) = inffK > 0 = 8n � 1; vn(f) � KC�(n)g:Soit k f k= max(k f k1; K(f)). k k d�e�nit une norme sur L qui en fait un espacede Banach. L'espace L est dense dans C(X) : il su�t de remarquer que les fonctionscaract�eristiques des cylindres appartiennent �a L. Remarquons de plus, que si f et gappartiennent �a L, alors fg 2 L et K(fg) � kfk1K(g) + kgk1K(f) ; si f 2 L, f > 0alors 1f 2 L et K( 1f ) � 1(inf f)2K(f).Remarque 2.2 Si le potentiel � est localement constant, l'hypoth�ese (W) n'est pasv�eri��ee car C�(n) = 0 pour n su�samment grand. Dans ce cas, pour 0 < � < 1 �x�e,



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 13posons Ĉ�(n) : = max(C�(n); �n). Par convention, nous travaillerons alors avec Ĉ�(n) aulieu de C�(n). En fait, on peut utiliser �a la place de la suite (C�(n))n2N n'importe quellesuite d�ecroissante vers z�ero qui la majore.Remarquons que L� pr�eserve l'espace L : soient n � 1, x et y tels que x n� y et f 2 L,jL�f(x)� L�f(y)j� X�x0=x e�(x0)jf(x0)� f(y0)j+ sup jf j X�x0=x e�(y0)j exp(�(x0)� �(y0))� 1j;� K(f)C�(n+ 1)kL�1k1 + kfk1kL�1k1jeC�(n) � 1j� Cte C�(n):Le th�eor�eme suivant, dû �a P. Walters, est �a la base de ce chapitre.Th�eor�eme 2.1 [Wa1] Si (X; �) v�eri�e (W), il existe un unique triplet (h; c; �) v�eri�ant1. h 2 L, k loghk1 <1, c 2 R+ et � est une probabilit�e sur X de support X et telleque �(h) = 1,2. L�h = ch,3. L��� = c�.De plus, toute fonction f de C(X) v�eri�eLn�fcn � h�(f)1 n!1�! 0 (2.1)et � a un unique �etat d'�equilibre � = h�.Dans toute la suite de ce chapitre, h, c, � et � sont les objets d�e�nis par le th�eor�eme2.1. La convergence (2.1) implique que � est m�elangeante. En e�et, remarquons toutd'abord que par densit�e de C(X) dans L1(�), les fonctions f de L1(�) v�eri�entLn�fcn � h�(f)1 n!1�! 0:Soient f 2 L1(�) et g = 1A, A 2 B,j�(f(g � �n))� �(f)�(g)j = ����Z �Ln�(fh)cn � h�(fh)� gd������ Ln�(fh)cn � h�(fh)1 n!1�! 0;



14 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESce qui su�t pour montrer le m�elange.L'objet de ce chapitre est d'estimer la vitesse de convergence dans (2.1) pour des ob-servables de L, lorsque le potentiel � n'est pas n�ecessairement h�old�erien. Lorsque lemodule de continuit�e de � est g�eom�etrique : vn(�) � C�n, 0 < � < 1 (c'est �a dire que �est h�old�erienne pour la m�etrique usuelle d), la situation est bien connue ([Bo], [Pa, Po],[Ru1]) : L� en tant qu'op�erateur sur L est quasi-compact1. Ceci implique que la vitessede convergence vers l'�etat d'�equilibre, sur cet espace, est exponentielle. Cette propri�et�edu trou spectral ou de la vitesse exponentielle des corr�elations peut aussi être �etablieen utilisant les m�etriques projectives. En e�et, le côneC = ff 2 C+(X) = f(x) � f(y)eav�(n) si x n� y; n � 1g;est strictement contract�e par Lk� pour k et a su�samment grands. Les r�esultats du cha-pitre 1 (propositions 1.1 et 1.2) permettent alors de montrer que la vitesse de convergencedans (2.1) est exponentielle. Dans le cadre non h�old�erien, il n'existe pas, a priori, de cônestrictement L��invariant. A�n d'obtenir une estimation de la vitesse de m�elange surL, nous suivons une nouvelle approche en introduisant une suite de cônes. Pr�ecis�ement,on construit une suite (�`)`2N de cônes convexes de fonctions de L et une suite (k`)`2N�d'entiers tels que : Lk�̀�`�1 � �`, ` � 1 et pour lesquels, Lk�̀ est une contraction de �`�1dans �`, de coe�cient de contraction uniforme � < 1. Le captage d'une d�ecroissance descorr�elations non exponentielle provient alors du fait que Lk1+:::+k`� est une contraction de�0 dans �`, dont le coe�cient de contraction est major�e par �` (section 2.1). L'analysede l'application `! k` permet de pr�eciser �` en fonction de la suite (C�(n))n2N (section2.1.2). �Evidemment, dans le cas h�older, la suite k` est constante et on retrouve unevitesse de convergence exponentielle. Cette m�ethode nous permet d'estimer la vitessedans d'autres cas ; par exemple, si C�(n) = O(n��), � > 0 alors la vitesse de m�elangeest en 1n� .Lorsque la vitesse de m�elange est sommable, les fonctions de L v�eri�ent un th�eor�emede la limite centrale (section 2.3).En�n, si C�(n) v�eri�e une propri�et�e suppl�ementaire impliquant que la suite ( �nC�(n))n2Nest born�ee pour tout 0 < � < 1, le spectre de L� sur L est le disque ferm�e D(0; c), chaquepoint du disque ouvert est une valeur propre de multiplicit�e in�nie. En particulier, lavitesse de m�elange ne peut pas être exponentielle (section 2.2).1Dans ce cas, L est un espace de fonctions h�old�eriennes par rapport �a la m�etrique usuelle.



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 152.1 Estimation de la vitesse de convergenceDans cette section, nous montrons le r�esultat suivant.Th�eor�eme A Il existe 0 < � < 1, C > 0 et (`(n))n2N une suite d'entiers tendant versl'in�ni tels que, pour f 2 L,Ln�fcn � h�(f)1 � C �`(n) kfk: (I)De plus,� si C�(n) = O(n��), � > 0 alors �`(n) = O(n��),� si C�(n) = O(�n), 0 < � < 1 alors il existe 0 <  < 1 tel que �`(n) = O(n),� si C�(n) = O(�(log n)�), 0 < � < 1, � > 1 alors, pour tout " > 0, �`(n) = O(�(log n)��").R�ecemment M. Pollicott ([Po2]) et X. Bressaud, R. Fern�andez & A. Galves ([B,F,G])obtiennent des r�esultats similaires. Ce r�esultat pr�ecise celui de A. Raugi ([Ra]) : siPn�1Pk�n v�(k) <1, alors Xn kLn�fk1 <1pour f v�eri�ant Pn�1Pk�n vf (k) <1 et R fd� = 0.Consid�erons l'op�erateur L normalis�e : Lf = c�1h�1L�(fh), il v�eri�e L1 = 1 et L�� = �.En e�et, pour f 2 L1(X),ZX Lfd� = c�1 ZX h�1L�(fh)hd�= ZX fhd� = Z fd�:Pour obtenir la vitesse de convergence dans (2.1) pour f 2 L, il su�t d'estimer la vitessede convergence de Lnf vers �(f) pour f dans L. En e�et, h �etant un �el�ement de L born�eloin de z�ero, f appartient �a L si et seulement si fh y appartient et on aLn�fcn � h�(f)1 � khk1kLn(f=h)� �(f=h)k1:Pour k 2 N, soit gk = hckh � � exp(k�1Xi=0 � � �i);



16 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESgk v�eri�e : Lkf(x) = X�kx0=x gk(x0)f(x0):comme h appartient �a L et est born�ee loin de z�ero, log h appartient �a L, gk v�eri�e alorsla propri�et�e de distorsion born�ee : il existe alors K > 0 tel que pour tout k 2 N ,����1� gk(x0)gk(y0) ���� � KC�(n) pour x n� y; n � 1:En e�et, gk(x0)gk(y0) = h(x0)h(y0) h(y)h(x) exp[k�1Xi=0 � �i x0 � � �i y0]et � h(x0)h(y0) � K(h)inf h C�(n + k) + 1 � exp[Cte C�(n)],� h(y)h(x) � K(h)inf h C�(n) + 1 � exp[Cte C�(n)],� exp[k�1Xi=0 � �i x0 � � �i y0] � exp[C�(n)] par d�e�nition de C�(n).Ces trois in�egalit�es impliquent la propri�et�e de distorsion born�ee.La mesure � �etant m�elangeante, pour toute partition �nie, P, de X, form�ee d'ouvertsnon vides, pour tout � < 1 < �0, il existe k0 tel que 8k > k0,8P ; P 0 2 P; � � �(��kP \ P 0)�(P )�(P 0) � �0; (2.2)(remarquons que �(P ) > 0 pour tout P 2 P car le support de � estX et h est strictementpositive).Pour s 2 N� , notons Ps la partition �nie de X en s-cylindres, soient a; b des r�eels positifs.�a;b est le cône des fonctions de L qui v�eri�ent :1. 8P 2 Ps; 0 < 1�(P ) ZP fd� � a Z fd�, (c'est �a dire 0 < E (f jPs) � a Z fd�)2. K(f) � b Z fd�,Remarquons que �a;b est un bon cône au sens du chapitre 1.



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 172.1.1 Construction des cônes.Nous allons maintenant construire une suite de m�etriques d`, une suite d'entiers k`et une suite de cônes �` tels que Lk`�` � �`+1 et v�eri�ant, de plus, le diam�etre �` deLk`�` dans �`+1 est uniform�ement born�e en `.Commen�cons par �etudier l'action de Lk sur les fonctions de �a;b.Notons D0 le diam�etre pour la m�etrique d0 de la partition Ps d�e�nie ci-dessus,D0 = supP2Ps supx;y2P d0(x; y) = C�(s):Nous utiliserons aussi la convention suivante, pour a; b; c 2 R, a = b � c signi�e queb� c � a � b + c.Remarquons que toute fonction ' de L v�eri�e pour P 2 Ps et x 2 P :1�(P ) ZP 'd��K(')D0 � '(x) � 1�(P ) ZP 'd�+K(')D0: (2.3)En e�et, soient x et y appartenant �a P ,'(y)�K(')d0(x; y) � '(x) � '(y) +K(')d0(x; y);ceci donne (2.3) en int�egrant en y. Soient f 2 �a;b, et x n� y, n � 1.jLkf(x)� Lkf(y)j = j X�kx0=x gk(x0)f(x0)� gk(y0)f(y0)j� X�kx0=x gk(x0)jf(x0)� f(y0)j+ j X�kx0=x jgk(x0)� gk(y0)j jf(y0)j� Lk1(x)K(f)C�(n+ k) + sup jf j X�kx0=x gk(x0)j1� gk(y0)gk(x0) j� K(f)C�(n + k) + sup jf j K C�(n)soit, en utilisant (2.3) et la d�e�nition de �a;bjLkf(x)� Lkf(y)j � b Z fd� �C�(n+ k) + C�(n)Ka+ bD0b � : (2.4)Pour k1 2 N� qui sera �x�e plus tard et D > 1 consid�eronsC1(n) = D[C�(n + k1) + C�(n)]:La suite (C1(n))n2N d�e�nit une nouvelle m�etrique sur X not�ee d1 :d1(x; y) = C1(n) si d(x; y) = rn; soitK1(f) la constante de Lipschitz de f pour la m�etrique d1:



18 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESL'�equation (2.4) montre que si D0 est su�samment petit et b su�samment grand,K1(Lk1f) � bD Z fd�;Par ailleurs, pour un �el�ement P de Ps, (2.3) donne aussi :1�(P ) ZP Lkfd� = 1�(P ) Z��kP fd� = 1�(P )XP 0 Z��kP\P 0 fd�=XP 0 �(��kP \ P 0)�(P 0)�(P ) ZP 0 fd� �D0K(f) XP 02P1 �(��kP \ P 0)�(P 0)�(P ) �(P 0):Ainsi, si k v�eri�e (2.2), on obtient :[�� �0bD0] Z fd� � 1�(P ) ZP Lkfd� � �0[1 + bD0] Z fd�: (2.5)Soit �1a;b le cône des fonctions de L qui v�eri�ent :� 8P 2 Ps; 0 < 1�(P ) ZP fd� � a Z fd�,� K1(f) � b Z fd�,Le lemme suivant montre que si les param�etres sont bien choisis, Lk1 est une contractionde �a;b dans �1.Lemme 2.2 Il existe D > 1, k1 2 N� , a > 0, b > 0 et s 2 N� tels que, Lk1�a;b � �1a;b. Deplus, le diam�etre �1 de Lk1�a;b dans �1a;b est major�e par 2 log D+1D�1 .Preuve : Fixons 0 < � < 1, � < 1 < �0 et k0 tel que (2.2) soit v�eri��ee pour � et �0.Soienta. a tel que a � ��1(�0 + �=2),b. b tel que b > K(a+ 1),c. D > 1 tel que D+1D�1 � max h2�0+�� ; 11��i,d. s 2 N tel que b(D + 1)C�(s) < �2�0 ,e. k1 tel que (2.2) soit v�eri��ee et DC�(s+ k1) � C�(s),



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 19Soit f 2 �a;b, avec les choix ci-dessus, bD0 = bC�(s) < �2�0 < 1, l'�equation (2.5) donne :�2 Z Lkfd� � 1�(P ) ZP Lkfd�� (�0 + �=2) Z Lkfd� � �a Z Lkfd� (a v�eri�e a.) (2.6)et l'�equation (2.4), K1(Lkf) � bD R fd�. Ainsi, Lk1�a;b � �1a;b.Il reste �a estimer le diam�etre projectif. Soient f et g appartenant �a Lk1(�a;b) et � > 0 telque �f � g appartienne �a �1a;b, � doit v�eri�er :1. 8P 2 Ps, 0 � ��(P ) ZP fd�� 1�(P ) ZP gd� � a� Z fd�� a Z gd�,2. pour x et y dans un même 1-cylindre,�b� Z fd�+ b Z gd� � �(f(x)� f(y))� (g(x)� g(y))d1(x; y)� b� Z fd�� b Z gd�;Pour v�eri�er 1:, il faut� � supP2Ps a Z g � 1=�(P ) ZP ga Z f � 1=�(P ) ZP f et � � supP2Ps ZP gZP f :Or, par (2.6), on a : Z gd�� 1�(P ) ZP gd�Z fd�� 1�(P ) ZP fd� � 11� � Z gd�Z fd� 8P 2 Ps
et ZP gd�ZP fd� � 2�0 + �� Z gd�Z fd� 8P 2 Ps:Ainsi, pour avoir 1:, il su�t que � v�eri�e :� � Z gZ f max� 11�  ; 2�0 + �� � :



20 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESPour v�eri�er 2:, il faut, pour x et y dans un même 1-cylindre,� � b ZX g � gx� gyd1(x; y)b ZX f � fx� fyd1(x; y) et
� � b ZX g + gx� gyd1(x; y)b ZX f + fx� fyd1(x; y) ;comme K1(f) � bD Z fd� et K1(g) � bD Z gd�, il su�t d'avoir :� � Z gd�Z fd� 1 +DD � 1 :De la même mani�ere, soit � > 0 tel que g � �f 2 �1a;b, il su�t que � v�eri�e :� � Z gZ f min�1� ; D � 1D + 1 ; �2�0 + �� :Comme D v�eri�e D+1D�1 � 2�0+�� et D+1D�1 � 11� , le diam�etre �1 de Lk��a;b dans �1a;b est alorsmajor�e par 2 log D+1D�1 . �Remarque 2.3 Dans la preuve du lemme 2.2, on utilise bD0 < �2�0 < 1.La condition e. implique que le diam�etre D1 = C1(s) de Ps pour la m�etrique d1 est major�epar (D + 1)C�(s). La condition b(D + 1)C�(s) < �2�0 permet d'amorcer une r�ecurrence.En e�et, on a alors bD1 � �2�0 .Fixons a, b,D et s tels que le lemme 2.2 soit v�eri��e. Soit k0 = inffk 2 N = (2:2) soit v�eri��eeget k1 = inffk > k0 = DC�(k + s) � C�(s)g.En proc�edant comme pour montrer (2.4), on obtient, pour x et y tels que x n� y, n � 1et f 2 �1a;b : jLk�f(x)� Lk�f(y)j � b Z fd� �C1(n + k) + C�(n)Ka+ bD1b � ;on est alors conduit �a d�e�nir par induction k` et C`(n) de la fa�con suivante :



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 21� k`+1 = inffk > k0 = DC`(s+ k`+1) � C�(s)g,� la suite (C`(n))n2N est d�e�nie par induction parC`(n) = D[C`�1(n + k`) + C�(n)]:Chaque suite (C`(n))n2N d�e�nit une m�etrique sur X not�ee d`. Pour f 2 L, K`(f) d�esignela constante de Lipschitz de f pour la m�etrique d` et D` d�esigne le diam�etre de lapartition Ps pour la m�etrique d`, par construction, D` = C`(s) � (D + 1)C�(s) et doncbD` � �2�0 . Soit �à;b le cône des fonctions de L qui v�eri�ent :1. 8P 2 Ps; 0 < 1�(P ) ZP fd� � a Z fd�,2. K`(f) � b Z fd�.Notons �0a;b = �a;b. En proc�edant comme dans la d�emonstration du lemme 2.2 on obtientle r�esultat suivant.Proposition 2.3 La suite d'entiers (k`)`2N et la suite de cônes (�à;b)`2N v�eri�ent :{ Lk`�`�1a;b � �à;b, ` � 1,{ Le diam�etre �` de Lk`�`�1a;b dans �à;b est major�e par 2 log D+1D�1 =: �.Soit � le cône des fonctions f de L telles que 0 < supx2X jf(x)j � (a + 1) ZX fd�. Lespropri�et�es suivantes d�ecoulent directement de la d�e�nition de � :1. � \ �� = ;,2. � est un cône convexe,3. � est ferm�e pour la topologie de la norme uniforme.Pour utiliser les r�esultats du chapitre 1, nous avons besoin d'une norme adapt�ee �a �.�Etant donn�e d > 0, consid�erons la normekfkd = max(d j Z fd�j; kfk1):Remarquons que pour tout d, la norme k kd est �equivalente �a la norme uniforme sur X.



22 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESLemme 2.4 Pour tout d � a+ 1, la norme k kd est adapt�ee au cône �.Preuve : Si f et g sont telles que f + g et f � g appartiennent �a �,f(x)� g(x) = �(a+ 1) Z (f � g)d� etf(x) + g(x) = �(a+ 1) Z (f + g)d�:Ceci donne, en soustrayant les deux in�equations,jg(x)j � (a+ 1) Z fd�de plus, si f�g 2 � et f+g 2 � alors j Z gd�j � Z fd�. Ainsi, pour x 2 X, kgkd � kfkdsi d � a+ 1. �Remarquons que par les choix de a; b, s et k`, les cônes �à;b sont des sous-cônes de �.En e�et, si f appartient �a �à;b, f v�eri�e� 8P 2 Ps; 0 < 1�(P ) ZP fd� � a Z fd�,� K`(f) � b Z fd�.En utilisant la m�etrique d` �a la place de d0 dans la d�emonstration de (2.3), on obtientsup jf j � sup E (f jPs) +K`(f)D`sup jf j � a Z fd�+ bD` Z fd�sup jf j � (a+ 1) Z fd� car bD` � b(D + 1)C�(s) < 1:La proposition 1.1 implique �� � ��à;b pour tout ` 2 N . Soient � = tanh �4 et f 2 �0,Lk1+���+k`� f appartient �a �à;b, la proposition 1.1 donne alors��(Lk1+:::+k`f; 1) � ��à;b(Lk1+:::+k`f; 1) � ���`�1a;b (Lk1+:::+k`�1f; 1) � � � � � �`�1�:Pour n 2 N , il existe un unique entier `(n) tel quek1 + : : :+ k`(n) � n < k1 + : : :+ k`(n)+1;



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 23La proposition 1.2, appliqu�ee avec k kd et � comme forme homog�ene, permet alorsd'estimer la vitesse de convergence de Lnf vers �(f) pour f dans �0, soit n = k1+ : : :+k`(n) + u, u � 0, kLnf � �(f)kd = kLu[Lk1+:::+k`f � �(f)]kd� kLukdkLk1+:::+k`f � �(f)kd� Cte �`(n)�(f): (2.7)Le lemme suivant va nous permettre d'obtenir une estimation de la vitesse de conver-gence de Lnf vers �(f) pour f dans L.Lemme 2.5 Pour toute fonction f de L, il existe R(f) � 0 tel que f+R(f)1 appartienne�a �0 et R(f) � Ctekfk.Preuve : Soit f 2 L, R(f) doit v�eri�er� R(f) � supP2Ps 1=�(P ) ZP fd�� a ZX fd�a� 1 ,� R(f) � K(f)� b ZX fb .Ainsi, choisissons R(f) v�eri�antR(f) = max �K(f)b + Z fd�; sup jf j a+ 1a� 1� � Ctekfk: �Soit f 2 L, notons f�0 = f +R(f)1 2 �0. L'�equation (2.7) et le lemme 2.5 impliquent,kLnf � �(f)kd � kLnf�0 � �(f�0)kd + kR(f)Ln1� R(f)�(1)kd� Cte�`(n)kfk:Comme la norme k kd est �equivalente �a la norme uniforme sur X, on obtient, pour toutef 2 L, kLnf � �(f)k1 � Cte�`(n)kfk:On a ainsi obtenu l'in�egalit�e (I) du th�eor�eme A.



24 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES2.1.2 Exemples d'estimation explicite de la vitesse de m�elange.Pour terminer la preuve du th�eor�eme A, estimons �`(n) dans les cas suivants :i) C�(n) = O(1=n�), � > 0,ii) C�(n) = O(�n), 0 < � < 1,iii) C�(n) = O(�(log n)�), 0 < � < 1, � > 1.Il s'agit d'expliciter `(n) en fonction de n. Remarquons que pour tout ` 2 N ,C`(n) = DC�(n) + � � �+D`C�(n+ k` + � � �+ k2) +D`C�(n+ k` + � � �+ k1): (2.8)La suite C�(n) �etant d�ecroissante, (2.8) implique :C`(s+ k`+1) � C�(s+ k`+1) `+1Xi=1 Di = C�(s+ k`+1)D`+2 �DD � 1 : (2.9)Dans ce qui suit, R d�esigne une constante ne d�ependant que de la suite (C�(n))n2N .Cas i).Supposons que C�(n) = O(1=n�), � > 0 et montrons que �`(n) = O( 1n� ). Par (2.9), pouravoir DC`�1(s+ k`) � C�(s), il su�t de choisir k` tel que D`R(k`)� � 1 prenons k` = O(D �̀ )et k` � k0. Pour n 2 N , soit ` tel quek1 + � � �+ k` � n < k1 + � � �+ k`+1alors, ` > � log nRlogD � 1. De plus, � = tanh �4 = D�1, ainsi �`(n) � Cte ( nR)��, ce qui est ler�esultat annonc�e.Cas ii).Si maintenant C�(n) = O(�n), 0 < � < 1, soit k 2 N , par (2.8),C`(s+ k) � R�s X̀i=1 (D�k)i;ainsi, pour k su�samment grand, DC`(s+ k) � C�(s), c'est-�a-dire que la suite k` peutêtre choisie constante et la vitesse de convergence est exponentielle. On retrouve ainsile r�esultat classique ([Bo], [Pa, Po]).



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 25Cas iii).Supposons C�(n) = O(�(log n)�), 0 < � < 1, � > 1, montrons que pour tout " > 0 on a�`(n) = O(�(log n)��"). Par (2.9), pour avoir DC`�1(s + k`) � C�(s), il su�t de choisir k`tel que RD`�(log k`)� � 1 on peut prendre k` = O(exp h ` logDlog(��1)i 1� ) et k` � k0. Pour toutu > 1 et  < 1, la somme u + u2 + � � �+ u` est un O(`�+1u`) = O(u`��), pour tout� > 0. Avec  = ��1 et u = exp h logDlog ��1 i, pour n 2 N , on obtient pour ` tel quek1 + � � �+ k` � n < k1 + � � �+ k`+1` � (log nR) ���� log ��1logD . Finalement, on obtient (avec " > 0 tel que ���� = � � ", un tel "existe car � > 1),�`(n) = � 1D�`(n) � exp h�(log nR)��" log ��1i = O(�(log n)��"):Ceci termine la preuve du th�eor�eme A. �2.2 Spectre de L�.Dans cette section, nous �etudions le spectre de L� en tant qu'op�erateur sur l'espaceL. Dans le cas o�u vn(�) � K�n pour un 0 < � < 1 (ou, de mani�ere �equivalente,dans le cas o�u � est h�old�erienne d'ordre � = log �log r par rapport �a la m�etrique d), L�,en tant qu'op�erateur sur l'espace L des fonctions h�old�eriennes d'ordre � par rapport �ala m�etrique d, est quasi-compact ([Pa, Po]). Son spectre essentiel est le disque ferm�eD(0; c�), chaque point du disque ouvert est une valeur propre de multiplicit�e in�ni.Consid�erons les deux conditions suivantes sur � :la suite � C�(n)C�(n + 1)�n2N est born�ee. (C0)limn!1 C�(n)C�(n+ 1) = 1: (C1)�Evidement, (C1) implique (C0). Nous allons montrer que si C� v�eri�e (C1) alors chaquepoint du disque ouvert D(0; c) est une valeur propre de L� en tant qu'op�erateur sur L.Remarque 2.4 (C0) est satisfaite par les trois exemples de 2.1.2, la condition (C1) estsatisfaite par i) et iii) de 2.1.2.Le lemme suivant montre que (C1) est naturelle d�es lors que l'on souhaite sortir ducadre h�old�erien.



26 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESLemme 2.6 Si � v�eri�e (C1) alors, pour tout 0 < � < 1, la suite� �nC�(n)�n2N est major�ee.Preuve : Fixons 0 < � < 1. Par (C1) il existe n0 tel que pour n � n0,C�(n)C�(n + 1) � 1� ;on a donc, pour n � n0, C�(n) � �n�n0C�(n0):Ceci permet de conclure le lemme. �Le lemme 2.6 sera utilis�ee dans la section 2.2.2. Le r�esultat suivant sera d�emontr�e enadaptant les fonctions propres construites par P. Collet et S. Isola ([C, I]) et M. Pollicott([Po3]).Th�eor�eme B Si � v�eri�e l'hypoth�ese (C1), le spectre de L�, en tant qu'op�erateur surL est le disque ferm�e de centre 0 et de rayon c. De plus, chaque point du disque ouvertest une valeur propre de multiplicit�e in�nie.Remarquons tout d'abord que c v�eri�e :c = limn!1 kLn�1k1=n1 = limn!1(inf Ln�1)1=n:En e�et, par le th�eor�eme 2.1, c est le rayon spectral de P en tant qu'op�erateur surC(X), ceci donne la premi�ere in�egalit�e ; la seconde r�esulte du fait que pour x et y 2 X,e�C�Ln�1(y) � Ln�1(x) � eC�Ln�1(y).Le rayon spectral de L� comme op�erateur sur L est aussi c. En e�et, (2.4) donne pourf 2 L, K(Lkf) � K(f) supn�1 C�(n + k)C�(n) + kfk1 � K(f) + kfk1:En particulier, on aK(Lkf) � Cte kfk, de plus kLkfk1 � kfk1, ainsi kLkfk � Cte kfk.Ceci implique que le rayon spectral, r(L), de L, en tant qu'op�erateur sur L est major�epar 1 (donc r(L) = 1 car 1 est une valeur propre). En�n, l'identit�e Ln�f = cnhLn(fh)v�eri��ee pour tout fonction f de L implique alors que le rayon spectral r(L�) de L� entant qu'op�erateur sur L est c.Dans toute la suite, on consid�ere L� en tant qu'op�erateur sur L.



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 272.2.1 Noyau de Lq�.Rappelons que M est le plus petit entier v�eri�ant TM > 0.Lemme 2.7 Si � v�eri�e (C0), alors pour tout q � M , le noyau de Lq� est de dimensionin�nie.Preuve : Fixons q � M et a 2 A, soient ["1]; : : : ; ["k] les q-cylindres tels que chaquex 2 [a], poss�ede un ant�ec�edent (n�ecessairement unique) par �q dans chacun des ["j],j = 1; : : : ; k, comme q � M , k � #A � 2.� Soit f 2 L et f0 = f1["1]. Alors f0 appartient �a L et est �a support dans E1.En e�et, consid�erons n 2 N et x n� y, alors :� Si n � q, x 2 ["1] , y 2 ["1] et donc vn(f0) � vn(f).� Si n < q, on majore jf0(x)�f0(y)j par 2kfk1, on a alors vn(f0) � 2kfk1C�(n)C�(q) .Ainsi, f0 2 L et K(f0) � max� 2kfk1C�(q) ; K(f)�.� Pour 1 � j � k, soit :fj(x) = 1[a](�qx) 1["j ](x) f0("1�qx) si "1�qx 2 X= 0 sinon:Alors, fj est �a support dans ["j] et appartient �a L (comme produit de fonctions deL).� Soit maintenant : rq = Pkj=1 exp(2i�(j�1)k )fjexp(Pq�1j=0 � � �j) :V�eri�ons que Lq�rq = 0.Lq�rq(x) = X�qx0=xPkj=1 exp(2i�(j�1)k )fj(x0)exp(Pq�1j=0 � � �j(x0)) exp( q�1Xj=0 � � �j(x0))= kXj=1 exp 2i�(j � 1)k X�qx0=x fj(x0)or, si x =2 [a], fj(x0) = 0 pour tout j, si x 2 [a], alors x a exactement un ant�ec�edentpar �q dans chaque ["j], j = 1; : : : ; k. Ainsi, P�qx0=x fj(x0) = f1("1x) si "1x 2 X, et



28 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESP�qx0=x fj(x0) = 0 sinon. On en d�eduit Lq�rq = 0. De plus, f �etant g�en�erique dans L,KerLq� est de dimension in�nie d�es lors que rq 2 L. C'est ce que nous v�eri�ons maintenant.Rappelons tout d'abord que si f; g 2 L, alors fg 2 L et K(fg) � kfk1K(g)+kgk1K(f),si f 2 L, f > 0 alors 1f 2 L et K( 1f ) � 1(inf f)2K(f).Comme fj 2 L, il su�t de v�eri�er que exp(Pq�1j=0� � �j) 2 L.Soient n 2 N et x n� y, alors :�����exp( q�1Xj=0 � � �j(x))� exp( q�1Xj=0 � � �j(y))����� ��ek�k1�q exp( q�1Xj=0(� � �j(x)� � � �j(y))� 1! ;or : q�1Xj=0(� � �j(x)� � � �j(y)) � C�(n� q) si n � q� 2qk�k1 si n < q:Pour tout n 2 N et q 2 N , l'hypoth�ese (C0) implique C�(n � q) � CteC�(n), o�u laconstante ne d�epend que de q. Finalement exp(Pq�1j=0 � � �j) appartient �a L, ceci ach�evela preuve du lemme. �2.2.2 Construction de valeurs propres pour Lq�.Lemme 2.8 Si � v�eri�e (C1), alors tout point du disque jzj < (inf Lq�1)2kLq�1k1 , est une valeurpropre de multiplicit�e in�nie de Lq� pour q �M .Preuve : Soit jzj < (inf Lq�1)2kLq�1k1 � inf Lq�1 et rq comme dans la d�emonstration du lemme2.7. Soit : gz;q = rq + 1X̀=1 z` rq � �`qQj̀=1Lq�1 � �jq :La fonction gz;q appartient �a C(X) et v�eri�e Lq�gz;q = zgz;q. En e�et,Lq�gz;q = Lq�rq + 1X̀=1 z`Lq� rq � �`qQj̀=1Lq�1 � �jq!



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 29= 0 + 1X̀=1 z`Lq� rq � �(`�1)qQj̀=1 Lq�1 � �(j�1)q � �q!= 1X̀=1 z` rq � �(`�1)qQj̀=1 Lq�1 � �(j�1)qLq�1= zgz;q:En faisant varier les fonctions rq, on construit une famille in�nie lin�eairement ind�epen-dante de fonctions propres associ�ees �a z. Reste �a v�eri�er que ces fonctions appartiennent�a L.�Evaluation de vp(gz;q).Fixons p 2 N , x p� y et posons : f`;q = rq � �`qQj̀=1Lq�1 � �jq :Dans toute la suite, C d�esigne une constante ne d�ependant que de q. Comme Lq�1 et rqappartiennent �a L, on a :jf`;q(x)� f`;q(y)j �kLq�1k`�11(inf Lq�1)2` "kLq�1k1K�(rq)C�(p� `q) + krqk1K�(Lq�1)X̀j=1 C�(p� qj)#(2.10)en convenant que C�(k) = C�(0) si k < 0. Soit � = zkLq�1k1(inf Lq�1)2 < 1 et B > 1 tel que�Bq < 1. Par (C1), il existe n0 tel que pour n � n0,C�(n)C�(n + 1) � B:Ceci implique, pour n � n0 + q, C�(n� q) � BqC�(n): (2.11)Par (2.10), on a les majorations suivantes :vp(gz;q) � C 1X̀=0 �`C�(p� `q)| {z }(1) +C 1X̀=0 �`X̀j=1 C�(p� jq)| {z }(2) :Notons m0(p) = E(p�n0q )� 1 o�u E(u) d�esigne la partie enti�ere de u 2 R.(1) = m0(p)X̀=0 �`C�(p� `q) + 1X`=m0(p)+1�`C�(p� `q)



30 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESen utilisant 2.11 � C�(p) 1X̀=0 (�Bq)` + C 1X`=m0(p)+1�`� C(C�(p) + �p=q)et (2) = m0(p)X̀=0 �`X̀j=1 C�(p� jq) + 1X`=m0(p)+1�`X̀j=1 C�(p� jq)en utilisant 2.11 � C�(p)C 1X̀=0 (�Bq)` + C 1X`=m0(p)+1 `�`� C(C�(p) + �p) avec 1 > � > �1=q:Soit �nalement, vp(gz;q) � C(C�(p) + �p).D'apr�es le lemme 2.6, l'hypoth�ese (C1) nous donne �p � Cte C�(p), soit �nalement :vp(gz;q) � Cte C�(p) ce qui montre que gz;q 2 L. �2.2.3 Spectre de L�.c = limn!1 kLn�1k1=n1 = limn!1(inf Ln�1)1=n. Ainsi,c = limq!1�(inf Lq�1)2kLq�1k1 �1=q :Soit jzj < c, soit q tel que zq < (inf Lq�1)2kLq�1k1 et q �M . Par ce qui pr�ec�ede, zq est alors valeurpropre de Lq�. Ceci implique qu'il existe �, racine qi�eme de zq qui est valeur proprede L�. En fait, ce r�esultat peut être pr�ecis�e. Soit � de module j�qj = jzqj, quitte �achanger la fonction f qui sert dans la construction de rq, on peut toujours supposer queg�;q; : : : ;Lq�1� g�;q sont ind�ependantes. Soit E�;q le sous espace de L qu'elles engendrent ;E�;q est invariant par L� et l'�equation caract�eristique associ�ee est � = xq. Ceci impliqueque toutes les racines qi�emes de � sont valeurs propres de L� de multiplicit�e in�nie ettermine la d�emonstration du th�eor�eme B. �Remarque 2.5 Soit � une valeur propre de L� de module strictement inf�erieur �a c, soitf une fonction propre associ�ee. La mesure � v�eri�e L��� = c�, ceci implique Z fd� = 0. Sila vitesse de convergence vers l'�etat d'�equilibre �etait exponentielle (par exemple major�eepar Cte �n, � < 1), la suite �j�c j�n ��n serait born�ee, en particulier, j�j < �c. Ainsi, le



CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNES 31th�eor�eme B implique que, sous l'hypoth�ese (C1), la vitesse de convergence ne peut pasêtre exponentielle sur L.2.3 Th�eor�eme de la limite centrale.La mesure � est m�elangeante, en particulier, elle est ergodique et pour f 2 L1(�),Snf : = 1n n�1Xi=0 f � �i n!1�! Z fd�; � presque partout:Le th�eor�eme de la limite centrale (TCL) pr�ecise ce r�esultat. Rappelons l'in�egalit�e (I) duth�eor�eme A, pour f 2 L, Ln�fcn � h�(f)1 � C �`(n) kfk:Th�eor�eme C SiXn�1 �`(n) <1 alors� 2 = limn!1 1n Z  n�1Xi=0 g � �i!2 d�= Xj Z g g � �jd�est bien d�e�ni et pour tout g 2 L tel que Z g = 0 et � 6= 0,Sng�pn loi�! N ;o�u N d�esigne la loi normale centr�ee et r�eduite.La preuve de ce th�eor�eme suit celle de C. Liverani [Li3] et repose sur le r�esultat suivant.Th�eor�eme 2.9 [Ne], [Du] Soit (Yn)n�1 une di��erence de martingale renvers�ee, station-naire et ergodique. Si Y1 2 L2 alors Yn v�eri�e le th�eor�eme de la limite centrale avec� 2 = E (Y 21 ).



32 CHAPITRE I.2 DYNAMIQUES NON H�OLDERIENNESCette approche probabiliste a �et�e utilis�ee par M.I. Gordin [Gor], M.I. Gordin & B.A. Lifshitz [G, L], I. M. Ibragimov, Y. Linnik [I, L] et A.M. Fischer, A. Lopes [F, L].Lorsque l'op�erateur est quasi-compact, la th�eorie des perturbations ([Ka], [D, S]) permetaussi d'obtenir le TCL ([G,H], [Bre], [Bro]). Rappelons que (Yn)n�1 est une di��erencede martingale renvers�ee par rapport �a une famille de tribus (Fn)n�1 non croissante(Fn+1 � Fn) si pour tout i, E (Yi�1 jFi) = Yi�1 et E (Yi jFi) = 0.Preuve du th�eor�eme C : Soient Fn = ��nF , n � 0 et g 2 L telle que �(g) = 0.Consid�erons f =P1n=0 Lng, f est bien d�e�nie et appartient �a L1 car par (I), kLngk1 �Cte �`(n)kgk et la suite (�`(n))n2N est suppos�ee sommable. Consid�erons alorsYi = g � �i � f � �i + f � �i�1:Cette relation implique que le TCL est v�eri��e pour la suite (g � �i)i�1 si et seulement siil l'est pour la suite (Yi)i�1. En e�et,1pn n�1Xi=0 Yi = 1pn n�1Xi=0 g � �i + 1pn [f � �n � f ]et 1pn [f ��n� f ] converge vers z�ero en probabilit�e. Pour conclure, il su�t alors de v�eri�erque la suite (Yi)i�1 v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme 2.9.Le fait que la suite (Yi)i�1 soit stationnaire r�esulte directement de l'invariance par � de� ; elle est ergodique car le syst�eme dynamique (�; �;F ; �) l'est. De plus, Yi�1 est Fimesurable, ainsi, E (Yi�1 jFi) = Yi�1 ; en�n, soit A 2 F ,Z��iA Yid� = Z��iA g � �id�� Z��iA f � �id�+ Z��iA f � �i�1d�= ZA gd�� ZA fd�+ Z��1A fd�:Or, f v�eri�e ZA fd� = 1Xn=0 ZA Lngd� = 1Xn=0 Z��nA gd�:Finalement, on a donc Z��iA Yid� = 0et ainsi, E (Yi jFi) = 0. �



Chapitre 3Syst�emes dynamiques al�eatoiresLes r�esultats de ce chapitre sont tir�es de l'article [Ma], V. MAUME-DESCHAMPSEquilibrium states for non H�old�erian Random dynamical systems, Random and Com-putational Dynamics (1997) 5 (4) 319-335. Ce chapitre est consacr�e �a la recherche demesures d'�equilibre pour le principe variationnel relativis�e, pour des potentiels al�eatoiresnon H�old�eriens.Consid�erons (
;P;F ; S) un syst�eme dynamique inversible, avec S ergodique, inversible,bimesurable, P-invariant et 	 : 
 �! C(X) mesurable telle que Z
 k	!k1dP(!) < 1(	 2 L1(
; C(X))). Dans un premier temps (section 3.1), nous consid�ererons que l'ap-plication 	 est une perturbation d'un potentiel donn�e �, dont le module de continuit�eest sommable. Nous montrerons l'existence et l'unicit�e d'un �etat d'�equilibre et la stabi-lit�e stochastique (th�eor�emes D et E).Des syst�emes dynamiques al�eatoires plus g�en�eraux seront ensuite �etudi�es (section 3.2)dans une section ne suit pas exactement l'article [Ma]. Le point de vue adopt�e ici estcelui de J. Buzzi ([Buz2]). La mise en place de la section 3.2 fait suite �a plusieursconversations avec celui-ci.3.1 Perturbations al�eatoiresSoit � 2 C(X) un potentiel �a valeurs r�eelles �x�e dont le module de continuit�e(d�e�nition page 3) est sommable : Xn�1 vn(�) <1:33



34 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESSoit �(n) =Pp�n+1 vp(�) et L l'espace des fonctions lipschitziennes associ�e comme dansle chapitre 2 : L = ff 2 C(X) = 8n � 1; vn(f) � K�(n)g:Remarque 3.1 Comme dans le chapitre 2, si le potentiel � est localement constant, onconvient d'utiliser la suite ]�(n) = max(�n; �(n)), 0 < � < 1 �a la place de �(n). En fait,on peut utiliser �a la place de la suite (�(n))n2N n'importe quelle suite d�ecroissante versz�ero qui la majore.La norme sur L est d�e�nie comme au chapitre pr�ec�edent par kfk = max(K(f); kfk1).Notons vn(!) pour vn(	!), L! l'op�erateur de transfert associ�e �a 	! et les compositionsLn;! = LSn�1! � � � � � L!. Nous supposerons quek	! � �k1 � " et vn(	! � �) � "vn(�); " 2]0; 1[:La condition sur le module de continuit�e de 	!�� implique vn(!) � vn(�)(1+ "), ainsiles op�erateurs L! agissent sur L : soient x et y dans X tel que x n� y, n � 1 et f 2 L,jL!f(x)� L!f(y)j = j X�x0=x e	!(x0)f(x0)� e	!(y0)f(y0)j� X�x0=x e	!(x0)jf(x0)� f(y0)j + X�x0=x e	!(x0)je	!(y0)�	!(x0) � 1j jf(y0)j� �(n + 1)K(f)kL!1k1 + sup jf j(evn+1(!) � 1)kL!1k1� Cte �(n)kfk:Remarquons que Ln;! v�eri�e la relation de cocycle suivante :Ln+m;! = Lm;Sn! � Ln;!:Nous allons montrer le r�esultat suivant.Th�eor�eme D Pour tout 0 < " < 1, il existe des applications mesurables :H : 
 �! L C : 
 �! R+=f0g �� : 
 �! P(X)! �! h! ! �! c! ! �! �!telles que :1. 8! 2 
, L!h! = c!hS! and L�!�S! = c!�!,



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 352. �!(h!) = 1, log c! et k logh!k1 appartiennent �a L1(
) et � = (�!)!2
, �! = h!�!est le seul �etat d'�equilibre de 	.3. toute fonction f de C(X) v�eri�e8>><>>:  Ln;!fcSn�1! � : : :� c! � hSn! Z fd�!1 n!1�! 0 et Ln;S�n!fcS�1! � : : :� cS�n! � h! Z fd�S�n!1 n!1�! 0: (3.1)Pour f 2 L, les deux vitesses de convergence dans (3.1) sont major�ee par C `(n)kfk o�uC > 0, 0 < � < 1, C et  ne d�ependent ni de !, ni de ", ni de f et la suite `(n) est unesuite strictement croissante d'entiers qui ne d�epend que de la suite �(n). On a alors lesestimations suivantes sur les corr�elations al�eatoires :C!n (f; g) � Cte `(n) sups2
(j Z gd�sj)kfk etCS�n!n (f; g) � Cte `(n) sups2
(j Z gd�sj)kfkpour f 2 L et g telle que sups2
(j R gd�sj) <1 . � = (h!�!)!2
Remarquons tout de suite que les estimations sur les corr�elations al�eatoires d�ecoulentdirectement de 1., 2. et des estimations des vitesse de convergence dans (3.1) pourf 2 L :C!n (f; g) = ����Z f(g � �n)h!d�! � Z ghSn!d�Sn! Z fh!d�!����� kh!k1 ����Z Ln;!(f)cSn�1! � : : :� c! gd�Sn! � Z ghSn!d�Sn! Z fd�!����� sups2
 khsk1  Ln;!fcSn�1! � : : :� c! � hSn! Z fd�!1 sups2
(j Z gd�sj);ceci donne l'in�egalit�e annonc�ee pour C!n (f; g), on proc�ede de même pour CS�n!n (f; g).Comme le module de continuit�e de � est sommable, � v�eri�e l'hypoth�ese (W) duchapitre 2. Soit (h; c; �) le triplet qui lui est associ�e par le th�eor�eme 2.1. La question dela stabilit�e de h!, c!, �! est alors naturelle. Le r�esultat suivant montre que h!, c!, �!sont fortement stables.



36 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESTh�eor�eme E Soit (h; c; �)le triplet donn�e par le th�eor�eme 2.1 alors h!, c!, �! v�eri�entles propri�et�es de stabilit�e forte suivantes.lim"!0 sup!2
 kh� h!k1 = 0;lim"!0 sup!2
 cc! = 1;8f 2 C(X); lim"!0 sup!2
 j�(f)� �!(f)j = 0:La stabilit�e stochastique du syst�eme (X; �;�) (d�e�nition page viii) d�ecoule de ces pro-pri�et�es de stabilit�e forte. En e�et, soit f 2 C(X),j�(f)� �!(f)j = j�(hf)� �!(h!f)j� j Z f [h� h!]d�!j+ j�(fh)� �!(fh)j� sups2
 j Z fd�sj kh� h!k1 + j�(fh)� �!(fh)j:Ainsi, �!(f) converge vers �(f) quand " tend vers z�ero.Les fonctions propres g�en�eralis�ees h! sont obtenues comme limites projectives de Ln;S�n!1,ce qui implique aussi l'existence des valeurs propres g�en�eralis�ees c!. Les mesures �!(f)sont obtenues comme limites de �`(f) et �`(f) o�u �`(f) et �`(f) sont les nombres r�eelsutilis�es pour calculer la distance projective entre Lm(`);!h! et Lm(`);!f dans un côneappropri�e, o�u (m(`))`2N est une suite croissante d'entiers construite �a partir de la suite(�(n))n2N. L'estimation de la vitesse de convergence r�esulte de cette construction. Lespropri�et�es de stabilit�e fortes r�esultent du fait que le contrôle de cette vitesse est uniformeen ! et ".3.1.1 Construction des valeurs propres et fonctions propres g�e-n�eralis�ees c! et h!.Pour construire c! et h!, nous allons utiliser une suite de cônes dans L. Soit :�0 = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(�0(p))g(y) si x p� y p � 1oo�u �0(p) = (1+")�(p). Il est clair que le cône �0 est inclus dans L. De plus, pour f 2 �0,p 2 N� , x p� y, n 2 N et ! 2 
 on a :Ln;!f(x) � Ln;!f(y) exp[�0(n+ p) + �0(p)]: (3.2)



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 37En e�et, Ln;!f(x) = X�nx0=x exp[	!(x0) + � � �+	Sn�1!(�n�1x0)]f(x0);pour f 2 �0, x p� y avec p � 1, x0 et y0 v�eri�ent x0 p+n� y0 ainsi, f(x0) � e�0(n+p)f(y0), et :j	Si!(�iax)� 	Si!(�iay)j � vn+p�i(Si!) � (1 + ")vn+p�i(�):Ainsi, Ln;!f(x) � Ln;!f(y) exp(�0(n+p)+(1+")Pn�1i=0 vn+p�i(�)), ceci donne l'in�egalit�e(3.2). On a aussi Ln;!�0 � �0 :Ln;!f(x) � Ln;!f(y) exp[�0(n+ p) + (1 + ") n+pXk=p+1 vk(�)]= Ln;!f(y) exp�0(p);mais le diam�etre hyperbolique n'est pas n�ecessairement �ni1.Comme dans le chapitre pr�ec�edent, pour D > 1 �x�e, nous construisons une suite d'en-tiers (k`)`2N, une suite de m�etriques (�`)`2N et une suite de cônes (�`)`2N tels queLk`;!�`�1 � �`:{ k1 = inffn �M = D�0(n) � V g avec V = 2 sup�(n) = 2�(0).{ �1(p) = D(�0(p) + �0(k1 + p))...{ �`(p) = D(�0(p) + �`�1(k` + p)) aveck` = inffn �M = D�`�1(n) � V g:Remarque 3.2 Par construction, les suites �` v�eri�ent pour ` 2 N ,�`(0) = D(�0(0) + �`�1(k`)) � V (D + 1):1Si vn(�) (et donc �(n)) est une suite g�eom�etrique, en rempla�cant �0(n) par a �(n) dans la d�e�nitiondu cône, pour a et n su�samment grands, on obtient un cône tel que diam�0Ln;!�0 est �ni. Par contre,si la suite �(n) v�eri�e l'hypoth�ese (C1) du chapitre 2 et 	! = � 8! 2 
 (on a alors Ln;! = Ln�), l'�etudedu spectre de l'op�erateur de transfert faite au chapitre pr�ec�edent implique que, dans ce cas, le diam�etrede Ln;!�0 dans �0 ne peut pas être �ni.



38 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESL'�equation (3.2) conduit �a consid�erer le cône suivant :�1 = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(�1(p))g(y) si x p� y p � 1o :Lemme 3.1 Pour tout ! 2 
, Lk1;!�0 � �1, de plus, toutes fonctions f et g appartenant�a �0, v�eri�ent :��1(Lk1;!f;Lk1;!g) � 2 log D + 1D � 1 + 2D (D2 � 1)V + logLk1;!fLk1;!g 1 Lk1;!gLk1;!f 1 :Preuve : Le fait que Lk1;!�0 � �1 r�esulte de la d�e�nition de la suite �1(p) et de (3.2).Soient f1, f2 telles quefi(x) � fi(y)[�0(k1 + p) + �0(p)] si x p� y ; i = 1; 2 (3.3)montrons que la distance ��1(f1; f2) est major�ee parlog supp supx p�z [exp(�1(p))� exp(�D�1�1(p))]2f1(x)f2(z)[exp(�1(p))� exp(D�1�1(p))]2f1(z)f2(x) : (3.4)Par d�e�nition �(f1; f2) et �(f1; f2) v�eri�ent :�(f1; f2) = supp�1 supx p�y exp(�1(p))f1(x)� f1(y)exp(�1(p))f2(x)� f2(y) � supx2X f1(x)f2(x) ;�(f1; f2) = infp�1 infx p�y exp(�1(p))f1(x)� f1(y)exp(�1(p))f2(x)� f2(y) � infx2X f1(x)f2(x) :Comme f1 et f2 v�eri�ent (3.3), nous obtenons (3.4). Les in�egalit�es classiques sur lesexponentielles donnent��1(f1; f2) � 2 log D + 1D � 1 + 2(1�D�1)�1(0) + log sup f1inf f1 sup f2inf f2or, k1 a �et�e choisi pour que , �1(0) � V (1 +D). �Il reste alors �a estimer sup finf f pour f 2 Lk1;!�0. Rappelons que M est le plus petit entierv�eri�ant TM > 0.Lemme 3.2 Soient f 2 �0, n 2 N , et x; y 2 X, pour tout ! 2 
, on aLM+n;!f(x) � e�0(0)C(�;M)LM+n;!f(y);o�u C(�;M) ne d�epend que de M et �.



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 39Preuve : Nous avons d�ej�a remarqu�e que pour f 2 �0, Ln;!f 2 �0, aussi, il su�t demontrer le lemme pour n = 0. Soit x 2 X, notons :{ IM(x) les �el�ements a 2 AM tels que ax 2 X,{ pour j 2 A, IM(j; x) les �el�ements a de AM tels que ax 2 X et a0 = j.LM;!f(x) =Xj2A Xi2IM (j;x) exp M�1X̀=1 	S`!(�`ix)! exp(	!(ix)f(ix):Pour y 2 X, et i 2 IM (j; x), l'ap�eriodicit�e implique qu'il existe k 2 IM(j; y),exp(	!(ix)f(ix) � e�0(0) exp(	!(ky)f(ky)ainsi,LM;!f(x) � e�0(0)Xj2A Xi2IM (j;x) exp M�1X̀=1 	S`!(�`ix)! Xk2IM(j;y) exp(	!(ky)f(ky)� e�0(0) Xi2IM(x) exp M�1X̀=1 	S`!(�`ix)! Xk2IM (y) exp(	!(ky)f(ky):(en utilisant l'in�egalit�ePi;j aibj �Pi aiPj bj pour ai, bj des r�eels positifs).D'autre part, Pi2IM(x) exp�PM�1`=1 	S`!(�`ix)� est major�e par (#A)Me(M�2)("+k�k1) �(#A)Me(M�2)(1+k�k1) etexp(	!(ky)f(ky) = exp M�1X̀=0 	S`!(�`ky)! f(ky) exp �M�1X̀=1 	S`!(�`ky)!� e�(M�2)(inf ��") exp M�1X̀=0 	S`!(�`ky)! f(ky)� e�(M�2)(inf ��1) exp M�1X̀=0 	S`!(�`ky)! f(ky):Ceci termine la preuve du lemme. �Remarque 3.3 Comme k1 � M , le lemme 3.2 implique que le diam�etre de Lk1;!�0 dans�1 est born�e.Ces r�esultats sugg�erent de construire une suite de cônes.



40 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESProposition 3.3 Il existe une famille �` de sous-cônes de C+(X) et 0 < � < 1 telsque :� Lk`;!�`�1 � �`,� 8f; g 2 �`�1 ��`(Lk`;!f;Lk`;!g) � �.Preuve : Les cônes �0 et �1 v�eri�ent la proposition. Soit ` � 2, d�e�nissons,�` = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(�`(p))g(y) si x p� yo :Remarquons que pour tout n 2 N et ! 2 
, Ln;!�` � �` : soit f 2 �` et x p� y, p � 1,Ln;!f(x) = X�nx0=x exp[n�1Xi=0 	Si! � �i(x0)]f(x0)� X�ny0=y exp[n�1Xi=0 	Si! � �i(y0)]f(y0) exp[�`(n+ p) + (1 + ") n+pXi=n+1 v�(i)]or,�`(n+p)+(1+") n+pXi=n+1v�(i) = D[�`�1(k`+n+p)+�0(n+p)+(1+") n+pXi=n+1v�(i)] � �`(n):En rempla�cant �1 par �` et k1 par k`, comme �`(0) � V (D+1) (remarque 3.3), le lemme3.1devient :Lemme 3.1` Pour tout ! 2 
, Lk`;!�`�1 � �`, pour f et g dans �`�1, v�eri�ent :��`(Lk`;!f;Lk`;!g) � 2 log D + 1D � 1 + 2D (D2 � 1)V + log Lk`;!fLk`;!g 1 Lk`;!gLk`;!f 1 :En rempla�cant �0 par �`�1 et �0 par �`�1, le lemme 3.2 devient :Lemme 3.2` Soient f 2 �`�1, n 2 N , et x; y 2 X, pour tout ! 2 
, on aLM+n;!f(x) � e�`�1(0)C(�;M)LM+n;!f(y);o�u C(�;M) ne d�epend que de M et �.Comme �`�1(0) � V (D + 1), en combinant les lemmes 3.1` et 3.2`, on obtient que lediam�etre de Lk`;!�`�1 dans �` est major�e par2 log D + 1D � 1 + 2D (D2 � 1)V + 2V (D + 1) logC(�;M) : = �:



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 41Ainsi, les cônes �` conviennent. �Remarquons que la constante � est born�ee ind�ependamment de " 2]0; 1[. Cette re-marque sera utile pour obtenir les r�esultats de stabilit�e.Soit  = (1 � e��) � tanh �4 . La proposition 1.1, implique, pour f et g appartenant �a�0 et ! 2 
 :��`(Lk`+:::+k1;!f;Lk`+:::+k1;!g) � `�1��1(Lk1;!f;Lk1;!g) � �`�1:Les cônes �` sont des sous-cônes de C+(X), la proposition 1.1, donne alors �C+(X)(f; g) ���`(f; g) 8f; g 2 �`. Ainsi, f; g 2 �0 v�eri�ent�C+(X)(Ln;!f;Ln;!g) � �C+(X)(Lk1+���+k`(n);!f;Lk1+���+k`(n);!g) � �`(n)�1: (3.5)Lemme 3.4 Pour tout ! 2 
, (Ln;S�n!1)n2N est une suite de Cauchy pour la m�etrique�C+(X): De plus, pour n � M , Ln;S�n!1 appartient �a ff 2 C+(X) =�C+(X)(f; 1) <1g =�(1).Preuve : Notons m(`) �a la place de k` + � � �+ k1. Pour n 2 N , il existe un unique entier`(n) v�eri�ant : k1 + � � �+ k`(n) � n < k1 + � � �+ k`(n)+1:Soit p > n � M , n et p s'�ecrivent n = k1 + � � �+ k` + r = m(`) + r et p = k1 + � � �+ k` +� � �+ kk + s = m(k) + s, ainsi,�C+(X)(Ln;S�n!1;Lp;S�p!1) =�C+(X) �Lm(`);S�m(`)! � Lr;S�n!1;Lm(`);S�m(`)! � Lk`+���+kk+s;S�m!1� :L'estimation (3.5) et le fait que Lr;S�n!1 et Lk`+���+kk+s;S�m!1 appartiennent �a �0 pourtout ! 2 
, impliquent �C+(X)(Ln;S�n!1;Lp;S�p!1) � `�1�;ceci donne l'a�rmation sur la propri�et�e de Cauchy. De plus, on a�C+(X)(f; 1) = sup finf f ;ainsi, en utilisant le lemme 3.2, on obtient �C+(X)(1;Ln;S�n!1) <1 si n �M . �Nous pouvons maintenant construire les fonctions propres et valeurs propres g�en�erali-s�ees.



42 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESProposition 3.5 Pour tout ! 2 
, il existe h! 2 L et c! 2 R+ tels que L!h! = c!h! etlog kh!k1 2 L1(
), log c! 2 L1(
).Preuve : L'espace �(1) est complet pour la m�etrique projective (exemple 1.1), parle lemme 3.4, nous pouvons donc consid�erer h! la limite de la suite (Ln;S�n!1)n2N, h!v�eri�e, L!h! = hS! projectivement. Alors, pour tout !, il existe un r�eel c! > 0 tel queL!h! = c!hS!.L'espace �(1) s'identi�e �a l'ensemble des f de C+(X) telles que �C+(X)(1; f) < 1 etZ fdm = 1, o�u m est une mesure bor�elienne sur X. Par la proposition 1.2, h! est aussila limite pour la norme uniforme de � Ln;S�n!1R Ln;S�n!1dm�n2N. En appliquant le lemme 3.2 �aLn;S�n!1, n �M , il existe une constante C telle que pour tout x et y de X :C�1Ln;S�n!1(y) � Ln;S�n!1(x) � CLn;S�n!1(y):Ainsi, nous obtenons C�2 � inf h! � sup h! � C2; (3.6)on a donc kh!k1 2 L1(
). Remarquons que log c! appartient �a L1(
) : on a c! =�!(L!1), ainsi j log c!j � log kL!1k1 qui est born�e uniform�ement en !. �3.1.2 Construction des mesures conformes g�en�eralis�ees �!.Comme h! est la limite uniforme de � Ln;S�n!1R Ln;S�n!1dm�n2N et que les cônes �` sont ferm�espour la norme uniforme, h! appartient �a �` pour tout `. Nous pouvons maintenantconstruire les mesures �!. Fixons ! 2 
 et f 2 �0, alors Lk1+���+k`;!f = Lm(`);!f 2 �`.En particulier, il existe un plus grand r�eel �`(;!) et un plus petit r�eel �`(;!) tels que�`hSm(`)! � Lm(`);!fcm(`);! � �`hSm(`)!: (3.7)(pour all�eger les notations, notons cn;! pour cSn�1! � � � � � c!) et� r` = Lm(`);!f � �`cm(`);!hSm(`)! 2 �`s` = �`cm(`);!hSm(`)! � Lm(`);!f 2 �`: (3.8)En appliquant l'op�erateur positif Lk`+1;Sm(`)! aux in�equations (3.7), nous obtenons �`+1 ��` et �`+1 � �`. Les lemmes 3.1 et 3.2, donnent :��`+1(hSm(`+1)!;Lk`+1;Sm(`)!r`) = ��`+1(Lk`+1;Sm(`)!hSm(`+1)!;Lk`+1;Sm(`)!r`)� �:



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 43Par d�e�nition de la m�etrique projective, il existe �`+1 et �`+1 tels que� �`+1hSm(`+1)! � Lk`+1;Sm(`)! r` � �`+1e�hSm(`+1)!�`+1hSm(`+1)! � Lk`+1;Sm(`)! s` � �`+1e�hSm(`+1)!:Ceci implique (en appliquant Lk`+1;Sm(`)! �a (3.8))(�`+1 + �`+1)hSm(`+1)! � (�` � �`) cm(`+1);!hSm(`+1)!� e�(�`+1 + �`+1)hSm(`+1)! ;par ailleurs, Lm(`+1);!f = Lk`+1;Sm(`)!r` + �`cm(`+1);! hSm(`+1)!� (�`+1 + �` cm(`+1);!)hSm(`+1)! ;Lm(`+1);!f = �`cm(`+1);!hSm(`+1)! � Lk`+1;Sm(`)!s`� (�`cm(`+1);! � �`+1)hSm(`+1)! :et Lm(`+1);!f � (�`+1 + �`cm(`+1);!)hSm(`+1)!= Lk`+1;Sm(`)!r` � �`+1hSm(`+1)! 2 �`+1 :De la même mani�ere, on obtient (�`cm(`+1);! + �`+1)hSm(`+1)! � Lm(`+1);!f 2 �`+1. Ceciimplique : ( �`+1 � �` + �`+1cm(`+1);!�`+1 � �` � �`+1cm(`+1);!et �nalement,(�`+1 � �`+1) � (�` � �`)� �`+1+�`+1cm(`+1);! � (�` � �`)(1� e��)(�`+1 � �`+1) � (�1 � �1)(1� e��)` = (�1 � �1)`:Ainsi, �` et �` convergent vers la même limite not�ee �!(f).De plus, cette limite v�eri�e :Lm(`);!fcm(`);! � hSm(`)!�!(f)1 � (�1 � �1)`�1khSm(`)!k1 (3.9)Les estimations suivantes permettent d'obtenir une majoration uniforme en !.



44 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESLemme 3.6(�1 � �1)kfk1 peut être born�e ind�ependamment de f et !.kLr;!1k1cr;! peut être born�e ind�ependamment de r et !.Preuve : Pour f 2 �0, comme �1 � 0, il su�t de majorer �1. Or,�1 = supp supx p�y exp(�1(p))Lk1;!f(x)� Lk1;!f(y)exp(�1(p))Lk1;!h!(x)� Lk1;!h!(y)qui peut être born�e par D+1D�1C2eV (D+1)(1+")kfk1 (en proc�edant comme dans la preuve dulemme 3.1 et en utilisant (3.6)).Finalement, pour obtenir la derni�ere borne, il su�t de remarquerLr;!1cr;! = Lr;!1Lr;!h!hSr! � sup hSr!inf h! (3.10)et d'utiliser l'estimation (3.6). �Remarque 3.4 En proc�edant de même, on peut aussi obtenir l'estimation �1 � Cte inf fo�u la constante ne d�epend ni de f ni de ".Soit f 2 �0, ! 2 
 et n 2 N , soit n = k1+ � � �+k`+ r = m(`)+ r. Le lemme 3.6, donne :Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)1 = Lr;Sm(`)! � Lm(`);!fcr;Sm(`)! � cm(`);! � Lr;Sm(`)!hSm(`)!�!(f)cr;Sm(`)! 1� Ctekfk1` kLr;Sm(`)!1k1cr;Sm(`)! ;or, par (3.10), kLr;Sm(`)!1k1cr;Sm(`)! � sup hSn!inf hSm(`)! � C4;Finalement, on obtient : Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)1 � Ctekfk1` (3.11)o�u  = (1� e��) et la constante ne d�epend pas de !.Lemme 3.7 Soient



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 45{ h! = h!�!(1){ c! = c!�!(1)�S!(1){ �! = �!�!(1) ,alors, �!(1) = 1, �!(h!) = 1,L!h! = c!hS!. De plus, l'estimation (3.11) reste vraie pourh!, c! et �!.Preuve : En e�et, toute fonction f de �0 v�eri�e :Ln;!fcn;! � hSn!�!(f) = �Sn!(1)�!(1) �Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)�Il su�t de borner �Sn!(1)�!(1) ind�ependamment de ! et n. Comme �!(1) � �1;! et �Sn!(1) ��1;!, ceci est r�ealis�e par le lemme 3.6 et la remarque 3.4. On obtient ainsi,Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)1 � Cte `(n)�1kfk1o�u la constante et  ne d�ependent pas de !. �Dans toute la suite, h!, c! et �! sont remplac�es par h!, c! et �!.Pour �nir la preuve du th�eor�eme D, donnons un estimation de Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)1pour f dans L. Quitte �a s�eparer partie positive et n�egative, on peut supposer que f estpositive. Soit � = kfk > 0 si f 6= 0, n 2 N� et x n� y on a :f(x) + �f(y) + � = exp [log(f(x) + �)� log(f(y) + �)]� exp �f(x)� f(y)� �� exp �kfk�(n)� �� e�(n):Ceci montre que f + � appartient �a �0. De plus, la fonction � est clairement dans�0. Ainsi �! peut être �etendue en une forme lin�eaire continue sur L : pour f 2 �0,�!(f) = lim Ln;!fcn;!hSn! et (inf f)Ln;!1 � Ln;!f � (sup f)Ln;!1, ainsi (inf f)�!(1) �



46 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES�!(f) � (sup f)�!(1). En particulier, en posant �!(g) = �!(g + kgk) � �!(kgk) pourg 2 L, g � 0, on d�e�nit une forme lin�eaire continue sur L. En utilisant (3.11) onobtient :Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)1 � Ln;!(f + �)cn;! � hSn!�!(f + �)1 + Ln;!�cn;! � hSn!�1� Cte `(n)kfk: (3.12)De la même mani�ere, on obtient :Ln;S�n!fcn;S�n! � h!�S�n!(f)1 � Cte `(n)kfk:Comme L est dense dans C(X), �! peut être �etendue en une mesure bor�elienne sur X.Lemme 3.8 Les mesures �! ainsi d�e�nies v�eri�ent : L�!�S! = c!�!.Preuve : En e�et, comme L est dense dans C(X), l'estimation (3.12), implique pour fdans C(X) : Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)1 n!1�! 0:Le lemme 3.8 r�esulte directement de cette convergence. �Lemme 3.9 Le triplet d'applications (H;C; �)H : 
 �! L C : 
 �! R+=f0g � : 
 �! P(X)! �! h! ! �! c! ! �! �!v�eri�ant L!h! = c!hS! , L�!�S! = �! et �!(h!) = 1 est unique. De plus, si �! = h!�!,� = (�!)!2
 est le seul �etat d'�equilibre de 	 et �(	) = R log cdP.Preuve : Soit ( eH; eC; e�) un autre triplet v�eri�ant les hypoth�ese de la propri�et�e 3.9. Lestriplets (H;C; �) et ( eH; eC; e�) v�eri�ent g�Sn!(hSn!) = gcn;!cn;! e�!(h!). Soient f 2 �0, �` et �`les suites utilis�ees dans la construction de �!(f). On a�`hSm(`)! � Lm(`);!fcm(`);! � �`hSm(`)!:En int�egrant cette in�egalit�e par rapport �a la mesure ]�Sm(`) , on obtient�` ĉm(`);!cm(`);! e�!(h!) � ĉm(`);! e�!(f)cm(`);! � �` ĉm(`);!cm(`);! e�!(h!):



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 47Comme les suites �` et �` convergent vers �!(f) et que �! et e�! sont des probabilit�es,on obtient �!(f) = e�!(f) pour f 2 �0, puis pour f 2 L et en�n pour f 2 C(X) pardensit�e. L'�egalit�e c! = ec! en d�ecoule directement. En�n, l'�egalit�e h! = fh! d�ecoule de laconvergence, pour f 2 C(X),kLn;S�n!fcn;S�n! � h!�S�n!(f)k1 �! 0:Le fait que � soit un �etat d'�equilibre pour 	 et que �(	) = R log cdP r�esulte du corollaireb.1 (page xv). Soit e� = (f�!) un autre �etat d'�equilibre pour 	. Posons G! = 	!+log h!�log hS! � � � log c!, G v�eri�e fL!1 : = LG!1 = 1 et e� est un �etat d'�equilibre pour G.Ainsi, par le th�eor�eme b, fL�!�S! = �!. La convergence (3.1) et le fait que kh!k1 soitborn�e ind�ependamment de ! impliquent :kgLn;!f � �!(f)k1 �! 0pour f 2 C(X). Or, on ajf�!(f)� �!(f)j = ]�Sn!(gLn;!f � �!(f))� kgLn;!f � �!(f)k1;ainsi, f�!(f) = �!(f). �Finalement le th�eor�eme D est d�emontr�e.La suite (k`)`2N est choisie ind�ependamment de ! et " 2]0; 1[,  et la constante interve-nant dans le th�eor�eme D sont aussi ind�ependants de " ; ces faits sont importants pourd�emontrer les r�esultats de stabilit�e.3.1.3 Propri�et�es de stabilit�e.Nous allons maintenant montrer le th�eor�eme E. Soient L�, l'op�erateur de transfertassoci�e �a � et (h; c; �) le triplet qui lui est associ�e par le th�eor�eme 2.1. Rappelons lesfaits suivants. h = limn!1 Ln�1Z Ln�1dm h! = limn!1 Ln;S�n!1Z Ln;S�n!1dm (3.13)c = L�hh c! = L!h!hS! : (3.14)Pour n 2 N , ! 2 
 et x 2 X alors k	! � �k1 < " donnee�n" � Ln;!1(x)Ln�1(x) � en": (3.15)



48 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESStabilit�e de h!.Il r�esulte des sections pr�ec�edentes : Ln;S�n!1Z Ln;S�n!1dm � h!1 �! 0 uniform�ement en ! et "; Ln�1Z Ln�1dm � h01 �! 0De plus, nous avons Ln�1Z Ln�1dm � Ln;S�n!1Z Ln;S�n!1dm1 �  Ln�1Z Ln�1dm1 1� Ln;S�n!1Ln�1 Z Ln�1dmZ Ln;S�n!1dm1� Cte (e2n" � 1):Ainsi, pour tout n et ! on a : kh0 � h!k1 � wn + Cte (e2n" � 1). O�u wn est une suiteind�ependante de ! et " et convergeant vers z�ero, ceci impliquelim"!0 sup!2
" kh0 � h!k1 = 0:On en d�eduit la stabilit�e de c car c = L�hh et c! = L!h!hS! . �Stabilit�e de �!.Pour f 2 C(X), Ln;!fcn;! � hSn!�!(f)1 converge vers 0 uniform�ement en ! et ". Soitf 2 C(X), pour n 2 N ,j�(f)� �!(f)j � �(f)� Ln�fcnh01 + Ln�fcnh0 � Ln;!fcn;!hSn! 1 +  Ln;!fcn;!hSn! � �!(f)1 :Par ailleurs, nous avons  Ln�fcnh0 � Ln;!fcn;!hSn!1 �  Ln�1cnh0 � Ln;!1cn;!hSn!1 kfk1 et les r�esultatsde stabilit�e pr�ec�edents impliquent :lim"!0 sup!2
 Ln�1cnh0 � Ln;!1cn;!hSn!1 = 0:



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 49Soit �nalement : lim"!0 sup!2
 j�(f)� �!(f)j = 0:Ceci conclut la preuve du th�eor�eme E. �Dans toute la section 3.1, seul le potentiel est al�eatoire et contrairement au cadreconsid�er�e par T. Bogensch�utz, le d�ecalage � agit sur un espace �xe. Dans ([Bog1]),T. Bogensch�utz construit un formalisme thermodynamique pour des sous-d�ecalages detype �ni al�eatoires. C'est-�a-dire, pour ! 2 
, X! est l'espace 1Yi=0f1; : : : ; k(Si!)g o�u kest une application mesurable de 
 dans N , dont le log est int�egrable. Le d�ecalage �applique X! dans XS!. Il consid�ere alors une famille de potentiels (	!)!2
, 	! 2 C(X!)\�equi-h�older" : pour ! 2 
,vn(!) = vn(	!) � C�n C > 0; 0 < � < 1:Il obtient l'existence et l'unicit�e d'un �etat d'�equilibre, la convergence des compositionsL!;n vers un op�erateur de rang un et une vitesse de convergence exponentielle, pourdes observables h�old�eriennes. Modulo quelques modi�cations, la technique pr�esent�eeici devrait s'adapter �a ce cadre et donner l'existence et l'unicit�e d'un �etat d'�equilibrepour des sous-d�ecalages al�eatoires associ�es �a un potentiel al�eatoire dont le module decontinuit�e est \�equisommable" : vn(!) � Kvn avec P vn <1.Le cadre dans lequel nous nous sommes plac�es repr�esente un codage pour des petitesperturbations de di��eomorphismes Axiome A. Ce codage est r�ealis�e en Annexe (page111), il peut permettre de retrouver le r�esultat de L.-S. Young ([Y2]) sur la stabilit�estochastique pour des Axiomes A attracteurs (voir aussi P.-D. Lui & M. Qian [L, Q] pourd'autres r�esultats sur les syst�emes dynamiques al�eatoires dans une cadre g�eom�etrique).3.2 Syst�emes dynamiques al�eatoiresPour terminer ce chapitre, nous consid�erons une classe de syst�emes dynamiques al�ea-toires plus large que celle des perturbations al�eatoires. C'est-�a-dire, les potentiels 	! nesont pas n�ecessairement dans un voisinage d'un potentiel donn�e. Pour simpli�er, nousne consid�ererons que le cas du d�ecalage plein, bien que les r�esultats restent valablespour des sous-d�ecalages de type �ni. Beaucoup de d�emonstrations reprennent celles dela section 3.1, aussi elles ne seront pas d�etaill�ees et nous insisterons surtout sur les as-pects nouveaux.



50 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESDans toute cette section, les a�rmations relatives �a ! 2 
 doivent être entenduescomme �etant vraie pour P-presque tout ! même si cela n'est pas sp�eci��e. Comme nousn'e�ectuerons cette op�eration qu'un nombre d�enombrable de fois, il existe un ensemblede P-mesure pleine sur lequel tous les r�esultats sont valides.Dans cette section, (X; �) est le d�ecalage plein sur un alphabet �ni A.Soit �(n) une suite d�ecroissante vers z�ero, (
;F ;P; S) un syst�eme dynamique ergodiqueinversible et 	 : 
 �! C(X) un potentiel al�eatoire. Pour ! 2 
 et n 2 N , notons vn(!)pour vn(	!) et �(0) = V .Nous ferons les hypoth�eses suivantes sur 	 :� (H1) Z k	!k1dP <1,� (H2) supp2N P1i=p+1 vi(S�i!)�(p) = C(!), C(!) 2 L1(
).L'int�egrabilit�e de C(!) implique queP1i=1 vi(S�i!) est P -int�egrable. Ainsi, pour presquetout !, P1i=1 vp+i(S�i!) tend vers z�ero quand p tend vers l'in�ni. Consid�erons la suite�!(p) = P1i=1 vp+i(S�i!), cette suite d�e�nit une m�etrique sur X, soit B! l'espace defonctions Lipschitziennes associ�e :B! = ff 2 C(X) = 9K > 0 = vn(f) � K�!(n)g:Soit B = [!2
B!, les op�erateurs agissent comme des applications �br�ees sur B : Ln;!B! �BSn!.Pour D > 1, soit (k`)`2N la suite associ�ee �a �(n) et D comme dans la section 3.1 page37 (avec M = 1).Nous allons adapter les d�emonstrations de la section 3.1 pour montrer le r�esultat suivant.Proposition 3.10 Sous les hypoth�eses (H1) et (H2) il existe trois applications mesu-rables : H : 
 �! B C : 
 �! R+=f0g �� : 
 �! P(X)! �! h! 2 B! ! �! c! ! �! �!telles que :



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 511. 8! 2 
, L	!h! = c!hS! et L�	!�S! = c!�!, �!(h!) = 1,2. log c! et k logh!k sont int�egrables,Le triplet (H; ��; c) est uniquement d�etermin�e par 1: et la mesure �� = (�!)!2
, �! = h!�!est le seul �etat d'�equilibre de 	.La preuve de la proposition 3.10 suit celle du th�eor�eme D. Comme dans la section 3.1,le fait que � est un �etat d'�equilibre pour 	 et l'unicit�e de cet �etat d'�equilibre r�esultede l'unicit�e du triplet (H; ��; c), de l'int�egrabilit�e de log c! et k logh!k et du th�eor�eme b(page xv).3.2.1 Construction de h! et c!.Nous allons construire une suite de cônes. Pour ! 2 
, soit :�!0 = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(�!0 (p))g(y) si x p� y p � 0oo�u �!0 (p) = P1i=1 vp+i(S�i!). Les cônes �!0 sont inclus dans B! et toute fonction nonnulle de �!0 est strictement positive.De plus, pour f 2 �!0 , p 2 N , x p� y, ! 2 
 et q 2 N on a :Lq;!f(x) � Lq;!f(y) exp[�!0 (p+ q) + q�1Xj=0 vq+p�j(Sj!)]= Lq;!f(y) exp[ 1Xi=1 vq+p+i(S�i!) + qXj=1 vp+j(S�jSq!)]= Lq;!f(y) exp[ 1Xi=q+1 vp+i(S�iSq!) + qXj=1 vp+j(S�jSq!)]= Lq;!f(y) exp[�Sq!0 (p)] (3.16)Lq;!f(x) � Lq;!f(y) exp[�!0 (q + p) + �Sq!0 (p)]: (3.17)Ainsi, par (3.16), pour tout q 2 N , Lq;!�!0 est inclus dans �Sq!0 et (3.17) conduit �aconsid�erer les cônes suivants :�Sq!1;q = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(�Sq!1;q (p))g(y) si x p� y p � 0oo�u �!1;q(p) = D(�!0 (p) + �S�q!0 (q + p)) et D > 1. Ces cônes v�eri�ent Ln;!�!0 � �Sq!1;q .Il faut alors estimer le diam�etre projectif de Ln;!�!0 dans �Sq!1;q . La d�emonstration du



52 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESlemme suivant suit exactement celle du lemme 3.1, remarquons simplement que parconstruction de k1 et (H2), �Sq!1 (0) � V C(Sq!)(D + 1), pour q � k1 :�Sq!1;q (0) = D( 1Xi=1 vi(S�iSq!) + 1Xi=1 vq+i(S�i!))� D(C(Sq!)�(0) + 1Xi=q+1 vi(S�iSq!))� C(Sq!)D(�(0) + �(q))� C(Sq!)V (D + 1) car q � k1et que les fonctions f de �!0 v�eri�ent sup finf f � e�!0 (0).Lemme 3.11 Pour ! 2 
 et q � k1, on adiam�Sq!1;q Lq;!�!0 � 2 log D + 1D � 1 + 2(V C(Sq!)(1 +D)) : =M(Sq!):L'application ! 7! C(!) est int�egrable ; ! 7! M(!) l'est donc aussi. En particulier,M(!) est presque partout �ni. Fixons " > 0 et M > 0 tel que Pf! = M(!) > Mg < "=2.Soit q1(!) = inffk � k1 = M(Sk!) � Mg, q1(!) est �ni presque partout par ergodicit�ede S. En suivant la preuve de la proposition 3.3, on construit inductivement une suitede cônes de fonctions positives.Proposition 3.12 Pour ! 2 
, il existe une famille �!̀ de sous-cônes de C+(X) et unesuite d'entiers q` = q`(!) tels que :� Lq`;Sq1+���+q`�1!�Sq1+���+q`�1!`�1 � �Sq1+���+q`!` ,� toutes fonctions f; g 2 �Sq1+���+q`�1!`�1 v�eri�ent��Sq1+���+q`!` (Lq`;Sq1+���+q`�1!f;Lq`;Sq1+���+q`�1!g) �M:Preuve : Fixons ! 2 
. Soit q` = q`(!) la suite d�e�nie par induction par :q` = inffk � k` = M(Sq1+���+q`�1+k!) �MgSoit �!̀ la suite d�e�nie par induction :� �!0 est d�ej�a construite, �!1 = �!1;q1,



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 53� �!2 (p) = D(�!0 (p) + �S�q2!1 (q2 + p)),� �!̀(p) = D(�!0 (p) + �S�q`!`�1 (q` + p).Les cônes �!̀ = ng 2 C+(X) = g(x) � exp(�!̀(p))g(y) si x p� y p � 0oconviennent. �Remarque 3.5 Pour tout n 2 N et ` 2 N , Ln;!�!̀ � �Sn!`En e�et, par r�ecurrence, on montre facilement, pour n; ` et p 2 N , �!̀(n+ p) � �Sn!` (p).Soit f 2 �!̀, x p� y, en proc�edant comme pour montrer (3.16), on obtientLn;!f(x) � Ln;!f(y) exp[�!̀(p+ n) + nXj=1 vp+j(S�jSn!)];or, �!̀(n+ p) = D[�S�q`!`�1 (q` + n+ p) + �!0 (n + p)]� D[�S�q`Sn!`�1 (q` + p) + 1Xj=n+1 vp+j(S�jSn!)]:Soit �nalement, Ln;!f(x) � Ln;!f(y)�Sn!` (p).Nous allons maintenant construire les fonctions propres et valeurs propres g�en�erali-s�ees.Pour ! 2 
 �x�e, pour tout entier n, il existe un unique entier `(n; !) tel que :q1 + � � �+ q`(n) � n < q1 + � � �+ q`(n)+1:Soit  = (1 � e�M) � tanh M4 . La proposition 1.1 du chapitre 1 donne, pour f et gappartenant �a �!0 , l'in�egalit�e suivante :��Sq1+���q`!` (Lq`+:::+q1;!f;Lq`+:::+q1;!g) � `�1 M:Ainsi, pour f; g 2 �!0 , on a �C+(X)(Ln;!f;Ln;!g) � `�1 M: (3.18)Les fonctions propres g�en�eralis�ees vont être obtenues comme la limite pour la m�etrique�+ de Ln;S�n!1. Montrons que Ln;S�n!1 forme une suite de Cauchy dans �(1) � C(X)+.



54 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESSoit p > n, p = n+ s et Lp;S�p!1 = Ln;S�n! � Ls;S�p!1. Par (3.16), Ls;S�p!1 appartient �a�S�n!0 . Soit qi(S�n!) d�e�ni comme ci-dessus, n = q1(S�n!)+� � � q`(S�n!)+r : = m(`)+r,Ln;S�n!1 = Lr;S�(n�r)! � Lq`;Sn�r�q`! � � � � � Lq1;S�n!1:et �+(Ln;S�n!1;Lp;S�p!1) � `(n;S�n!)�1M o�u `(n; S�n!) est d�e�nit par :q1(S�n!) + � � � q`(S�n!) � n < q1(S�n!) + � � � q`+1(S�n!)il faut montrer que `(n; S�n!) tend vers l'in�ni avec n. Fixons " > 0, par d�e�nition deM et par le th�eor�eme ergodique (appliqu�e �a S�1), pour presque tout ! 2 
, il existep0 = p0(!) tel que pour p � p0,#f0 � q � p = M(S�q!) > Mg � "p: (3.19)Supposons que n � k1 + p0. Soit q le plus grand entier inf�erieur ou �egal �a n� k1 tel queM(S�q!) � M . L'estimation (3.19) donne n � q � k1 � "(n � k1). Par d�e�nition, on aq1(S�n!) = n� q, ainsi q1(S�n!) � "(n� k1) + k1.De la même mani�ere, si n � p0 + k2 + q1(S�n!), il su�t pour cela quen � p0 + k1 + k21� " car q1(S�n!) � "(n� k1) + k1 � "n+ k1;alors q2(S�n!) � "(n� k1 � k2) + k2.... si n � p0+k1+���+k`1�" alors q`(S�n!) � "(n� k1 � � � � � k`) + k` ainsi,k1 + � � �+ k` � q1 + � � � q` � "n+ k1 � � �+ k`et `(n; S�n!) tend bien vers l'in�ni avec n. De plus, pour n 2 N et x; y 2 X,e��!0 (0)Ln;S�n!1(y) � Ln;S�n!1(x) � e�!0 (0)Ln;S�n!1(y); (3.20)ainsi �C+(X)(Ln;S�n!1; 1) < 1 et la suite (Ln;S�n!1)n2N est une suite de Cauchy dans�(1) � C(X)+. Soit h! la �+-limite de Ln;S�n!1. h! v�eri�e L!h! = c!hS! avec c! 2 R+ .De plus, la proposition 1.2, montre que h! est aussi la k k1-limite de la suite � Ln;S�n!1R Ln;S�n!1dm�n2N.En particulier, h! appartient �a �!̀ pour tout `. De plus, (3.20), donne :e�2V C(!) � inf h! � sup h! � e2V C(!); (3.21)comme par (H2), C(!) 2 L1(
), k logh!k est int�egrable.



CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRES 553.2.2 Construction des mesures �!.Pour �nir la preuve de la proposition 3.10, on construit les mesures �! comme dans3.1.2.Pour f 2 �!0 , soit n 2 N , n = q1(!) + � � �+ q`(!) + r : = m(`) + r. D'une part, Lm(`);!fappartient �a �Sm(`)!` , d'autre part, par la remarque 3.5, Ln;!f appartient �a �Sn!` . Soientd'une part �n et �n les r�eels tels que ��Sn!` (Ln;!f; cn;!hSn!) = log �n�n et d'autre part, �` et�` les r�eels utilis�es dans la d�e�nition de la �Sm(`)!` -distance entre Lm(`);!f et cm(`);!hSm(`)!.Ces nombres v�eri�ent : �nhSn! � Ln;!fcn;! � �nhSn!; (3.22)(�` � �`) � (�1 � �1)`�1:et �n � �`, �n � �`. En e�et, Ln;!f = Lr;Sm(`)! � Lm(`);!f , par d�e�nition, �` (resp. �`)est le plus petit r�eel (resp. le plus grand r�eel) tel que�`hSm(`)! � Lm(`);!fcm(`);! 2 �Sm(`)!`(resp. Lm(`);!fcm(`);! � �`hSm(`)! 2 �Sm(`)!` ):En appliquant l'op�erateur Lr;Sm(`)!, on obtient,�`hSn! � Ln;!fcn;! 2 �ǹ! (par la remarque 3.5, Lr;Sm(`)!�Sm(`)!` � �Sn!` )(resp. Ln;!fcn;! � �`hSn! 2 �Sn!` ):Par d�e�nition de �n et �n, ceci conduit bien �a �n � �`, �n � �`. Ainsi �n��n � �`��`et �n et �n convergent vers la même limite not�ee �!(f), �n � �!(f) � �n. Posons :� h! = h!�!(1)� c! = c!�!(1)�S!(1)� �! = �!�!(1) ,les in�equations (3.22) impliquent, en convenant que �n = �n�!(1) et �n = �n�!(1) ,�nhSn! � Ln;!fcn;! � �nhSn!;



56 CHAPITRE I.3 DYNAMIQUES AL�EATOIRESceci donne pour f 2 �!0 ,k Ln;!fcn;!hSn! � �!(f)k1 � (�n � �n) � �1;(!)`�1: (3.23)Dans la suite, nous �ecrirons h!, c! et �! pour h!, c! et �!. Pour f appartenant �a B!,f + kfkB! appartient �a 2 �!0 , ceci permet d'�etendre les formes �! �a B! puis �a C(X) pardensit�e. En outre, toute fonction f de C(X) v�eri�e,k Ln;!fcn;!hSn! � �!(f)k1 �! 0: (3.24)L'�equation (3.24) implique que �! est une mesure conforme g�en�eralis�ee (L�!�S! = c!�!)et (3.22) montre l'unicit�e de �!, l'unicit�e de c! en d�ecoule (en proc�edant comme page46). Reste �a montrer l'unicit�e de h!. Soit (fh!)!2
 tel que fh! 2 C(X) et L!fh! = c!ghS!,(3.24) implique  ghSn!hSn! � 11 �! 0:Si fh! n'est pas �egal �a h! presque partout alors il existe " > 0 tel queA" = f! 2 
 = fh!h! � 11 � "gsoit de mesure positive. Le th�eor�eme de r�ecurrence de Poincar�e implique pour ! 2 A",lim supn!1  ghSn!hSn! � 11 � "ce qui est contradictoire. Le fait que �� = (�!)!2
, �! = h!�! soit le seul �etat d'�equilibreassoci�e �a 	 se d�emontre comme dans la section 3.1, remarquons simplement que c! =�S!(L!1) ainsi, l'int�egrabilit�e de log c! d�ecoule directement de (H1). Ceci termine lapreuve de la proposition 3.10. �



Deuxi�eme partieEspace d'�etats d�enombrable





Introduction.Nous consid�ererons (�;F ; m; �) un sous-d�ecalage de type �ni sur un alphabet d�enom-brable in�ni, ici N , muni de la tribu F des bor�eliens et de m une probabilit�e bor�eliennedont le support est � et par rapport �a laquelle � est non singuli�ere. Pour r 2]0; 1[ �x�e,d(x; y) = rt(x;y) est la m�etrique usuelle sur � (t(x; y) = minfn � 1 = xn 6= yng). Pourcette m�etrique, � est lipschitzienne sur �.La formule suivante d�e�nit une mesure sigma-�nie sur � :m � �(A) =Xa2N m(�([a] \ A)) 8A 2 F :La mesure m � � est bien d�e�nie car �j[a] : [a] ! �[a] est bijective et bicontinue doncbimesurable, ainsi �([a]\A) 2 F pour tout A 2 F . La non singularit�e de � par rapport�a m implique que m est absolument continue par rapport �a m��. Soit � = log dmdm�� =:log g0 et L� l'op�erateur de transfert associ�e, m est une mesure 1-conforme pour L�(m(L�f) = m(f) pour toute f 2 L1(m)). En e�et, remarquons tout d'abord que pard�e�nition, la mesure m � � v�eri�e pour f mesurable et positive :(m � �)(f) =Xa2N Z�[a] f(ax)dm(x):Montrons que m(gL�f) = m(g � � � f) pour g 2 L1(m) et f 2 L1(m). L�f s'�ecritL�f(x) =Xa2N 1�[a](x)g0(ax)f(ax):En multipliant par g et int�egrant sur �, on obtientZ gL�fdm = Xa2N Z�[a] g(x)g0(ax)f(ax)dm(x)= Xa2N Z�[a](g � � � g0 � f)(ax)dm(x)= Z (g � �f)g0dm � � = Z (g � �)fdm;59



60 II. ESPACE D'�ETATS D�ENOMBRABLE : INTRODUCTION.ce qui implique que m est conforme. En particulier, l'op�erateur L� est bien d�e�ni surL1(m). Trouver une mesure �nie invariante par � et absolument continue par rapport�a m revient �a trouver un point �xe dans L1(m) pour L�. Les propri�et�es ergodiques decette mesure invariante sont alors li�ees aux propri�et�es spectrales de l'op�erateur, agissantsur un espace appropri�e.Nous savons d�ej�a que L�1 est �nie m-presque partout. Si, de plus � est uniform�ementcontinue et kL�1k1 <1, L� agit sur l'espace des fonctions uniform�ement continues etborn�ees sur �.Nous supposerons que le d�ecalage est irr�eductible et que � est une fonction h�old�eriennesur les 1-cylindres. C'est �a dire qu'il existe � > 0 et C > 0 tels que si x et y sont dansun même 1-cylindre, j�(x)� �(y)j � Cd(x; y)�;(remarquons que, dans cette d�e�nition, la constante C ne d�epend pas du cylindre), L�agit alors sur l'espace des fonctions h�old�eriennes sur les 1-cylindres. Quitte �a changerr dans la d�e�nition de la m�etrique sur �, on peut supposer que � est lipschitzienne(i.e. � = 1) pour cette m�etrique ; L� agit alors sur l'espace des fonctions lipschitziennes.Soient L l'espace des fonctions lipschitziennes sur � et born�ees, Cu(�) l'espace desfonctions uniform�ement continues et born�ees sur �. Pour f 2 Cu(�) et n 2 N , on notefn = supfjf(x)j = x 2 [n]g.Sous l'hypoth�ese suppl�ementaire9M > 0 tel que 8n 2 N kLn�1k1 �M: (K)(cette hypoth�ese implique clairement que k(L�1)k1 < 1 et que L� agit sur l'espacedes fonctions born�ees), nous �etablirons le r�esultat suivant (chapitre 4).Th�eor�eme F Si � est lischpitzienne, v�eri�e (K) et si � est irr�eductible alors 1 est valeurpropre simple de l'op�erateur L� agissant sur L. La fonction propre associ�ee h est stricte-ment positive sur �. De plus, L� n'a qu'un nombre �ni de valeurs propres de module 1. Si� est ap�eriodique, 1 est la seule valeur propre de module maximal et on a la convergence :Ln�f n!1�! h Z fdm; (II)uniform�ement sur les compacts de � et dans L1(m), pour f 2 Cu(�).Remarques �a propos de l'hypoth�ese (K)1: Dans [Sa], O. Sarig fait l'hypoth�ese suivante sur � : il existe � 2 R+ , pour tout a 2 N ,



II. ESPACE D'�ETATS D�ENOMBRABLE : INTRODUCTION. 61il existe Ma > 0 tels que :8n 2 N ; M�1a � Zn(�; a)�n �Ma; (H-Sa)o�u Zn(�; a) = X�nx=xx0=a ePn�1i=0 ���i(x). En supposant, de plus que � est ap�eriodique, il construitune fonction h uniform�ement continue sur �, strictement positive et � une mesure sigma-�nie telles que L�h = �h, �(h) = 1 et pour toute fonction f de Cu(�) telle que kfh�1k1,��nLn�f �! h�(f)uniform�ement sur les compacts de �. Il obtient aussi que si � poss�ede la propri�et�e de\grandes branches" (inf(m(�[a]) =a 2 A) > 0 pour toute mesure m dont le support estX), la convergence est uniforme sur � et exponentielle pour f 2 L.On peut montrer facilement que l'hypoth�ese (K) et le fait que la mesure m soit conformepour L� impliquent (H-Sa). Le th�eor�eme F donne en plus une description du spectrep�eriph�erique de L� dans le cas o�u � est irr�eductible. De plus, dans cette partie nous nousint�eressons surtout au cas o�u � ne poss�ede pas la propri�et�e de grandes branches.2. Dans notre cas, la mesure conforme, m est connue. La condition de \faible contributionde l'in�ni" : 9n0 tel que 8n > n0; (L�1)n = supx2[n]L�1(x) � 1; (H)implique (K). En e�et,Lk�1(x) = X�kz=x exp k�1Xp=0 � � �pz!= X�kz0=y exp k�1Xp=0 � � �pz � � � �pz0! exp k�1Xp=0 � � �pz0!� Lk�1(y) exp�d(x; y)K(�)1� r � :En particulier, Lk�1(x) est strictement positif pour tout x 2 � et k 2 N . De plus, il existeC > 0, tel que Lk�1(x) � Lk�1(y)C, en int�egrant sur le cylindre [n], on obtient :Lk�1(x) � C 1m([n]) Z[n]Lk�1dm� Cm([n]) Z� Lk�1dm = Cm([n]) (car m est conforme):



62 II. ESPACE D'�ETATS D�ENOMBRABLE : INTRODUCTION.Soient maintenant n0 donn�e par la condition (H), n � n0 et k 2 N .(Lk�1)n � Cmaxp�n0 1m([p]) : =M 0:Notons Mk = sup� Lk�1. Si n > n0, on a pour x 2 [n], L�1(x) � 1 etLk+1� 1(x) � L�1(x) sup� Lk�1 � sup� Lk�1 � maxMk;ainsi, Mk+1 � max(M 0;Mk) et, par r�ecurrence, Mk � max(M 0; 1). Ceci montre que �v�eri�e (K) : supk sup� Lk�1 �M : = max(M 0; 1) <1.Le chapitre 5 est consacr�e �a l'estimation de la vitesse de convergence dans (II) pourdes observables de L, lorsque � est ap�eriodique. Sous la condition (Exp1, page 73),l'op�erateur est quasi-compact sur l'espace L et la technique employ�ee peut donner uneborne sup�erieure pour le module de la seconde valeur propre (th�eor�eme G, proposition5.5). Les techniques d�evelopp�ees s'adaptent pour estimer la d�ecroissance des corr�elationslorsque cette hypoth�ese n'est plus satisfaite.Proposition 5.6 Si (�; �) est sans grandes branches �a l'in�ni (d�e�nition page 82) etv�eri�e (S-Exp1 d�e�nition page 83) alors, pour N et k su�samment grands, il existe unesuite (�j(N))j2N, �j(N)! 0 telle que 8f 2 L et 8j 2 N ,kLkj� f � h Z fkN � �j kfk+m([j0; N j]c) sup f;o�u [j0; N j] d�esigne l'ensemble des x de � tels que x0 � N et k kN la norme uniforme sur[j0; N j]. La suite (�j)j2N peut être d�etermin�ee explicitement et d�epend de la contribution�a Lk�1 du compl�ementaire d'un nombre �ni de cylindres.En choisissant convenablement N par rapport �a j, on obtient ainsi une estimation de lavitesse de convergence sur chaque compact de � et de la d�ecroissance des corr�elations.Des exemples de syst�emes v�eri�ant (Exp1) ou (S-Exp1) sont trait�es au chapitre 6.En particulier, on obtient des estimations e�ectives de la vitesse de m�elange pour desapplications a \petites branches" ne v�eri�ant pas les hypoth�eses de [Bre] ou [L, S, V1].On estime aussi la d�ecroissance des corr�elations pour des applications non uniform�ementdilatantes de l'intervalle de type Gaspard-Wang sur un espace d'observables contenantles fonctions lipschitziennes (section 6.3).



Chapitre 4�Etude de l'op�erateur de transfert.Soit L l'espace des fonctions lipschitziennes sur � :L = ff 2 Cu(�) = 9K > 0 jf(x)� f(y)j � Kd(x; y) 8x; y 2 �g:Pour f 2 L, sa constante de Lipschitz K(f), est d�e�nie parK(f) = supn2N inffK > 0 = jf(x)� f(y)j � Kd(x; y) = x; y 2 [n]g:Si C est un k-cylindre, 1C 2 L etK(1C) � 1rk�1 . Pour f 2 L, soit kfk = max(K(f); kfk1),k k est une norme sur L qui en fait un espace de Banach. Nous supposerons que � estlipschitzienne sur les 1-cylindres : il existe C > 0 tel que pour x et y dans un même1-cylindre, j�(x)� �(y)j � Cd(x; y)nous noterons K(�) l'inf des C > 0 qui v�eri�e l'�equation ci-dessus.Dans ce chapitre, nous montrons le th�eor�eme F.Th�eor�eme F Si � est lischpitzienne sur les 1-cylindres, v�eri�e (K) et si � est irr�eductiblealors 1 est valeur propre simple de l'op�erateur L� agissant sur L. La fonction propreassoci�ee h est strictement positive sur �. De plus, L� n'a qu'un nombre �ni de valeurspropres de module 1. Si � est ap�eriodique, 1 est la seule valeur propre de module maximalet on a la convergence : Ln�f n!1�! h Z fdm; (II)uniform�ement sur les compacts de � et dans L1(m), pour f 2 Cu(�).Dans tout ce qui suit, � est suppos�e irr�eductible et � v�eri�e (K). La preuve est d�ecom-pos�ee en deux �etapes. La premi�ere �etape consiste �a construire un point �xe h pour L�, il63



64 CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT.est obtenu comme valeur d'adh�erence de la suite Qn = 1=n Pn�1j=0 Lj�1. L'irr�eductibilit�ede � assure la positivit�e et l'unicit�e (�a multiplication par une constante pr�es) de h. On�etudie ensuite le spectre p�eriph�erique de L� et on montre la convergence (II).Remarque 4.1 Nous ne supposons pas, ici que � est born�ee. L'hypoth�ese (K) impliqueque exp� est born�ee. En particulier, on peut avoirsupx2[n] k�(x)k1 ! �1:Nous utiliserons aussi la notation suivante : gk(x) = exp(Pk�1i=0 ���ix), ainsi Lk�f s'�ecritLk�f(x) = X�kx0=x exp(k�1Xi=0 � � �ix0)f(x0) = X�kx0=x gk(x0)f(x0):Par ailleurs, la propri�et�e de Markov implique qu'�etant donn�es x et y dans un même1-cylindre, k un entier, il existe une bijection entre les ant�ec�edents par �k de x et ceuxde y ; si x0 est un ant�ec�edent de x, nous noterons y0 l'ant�ec�edent de y qui appartient aumême k-cylindre que x0.4.1 Construction d'un point �xe pour l'op�erateur detransfert.Le lemme suivant pr�ecise l'action de L� sur L. Rappelons que M est la constantedonn�ee par l'hypoth�ese (K) : kLn�1k1 �M pour tout n 2 N .Lemme 4.1 Il existe R > 0 tel que pour f 2 L, K(Lk�f) � MrkK(f) + sup jf j R, enparticulier la suite (Lk�f)k2N est �equicontinue et born�ee.Preuve : Soient x et y appartenant au même 1-cylindre [n]. On a :Lk�1(x) = X�kz=x exp k�1Xp=0 � � �pz!= X�kz0=y exp k�1Xp=0 � � �pz � � � �pz0! exp k�1Xp=0 � � �pz0!� Lk�1(y) exp�d(x; y)K(�)1� r � : (4.1)



CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT. 65Ainsi, Lk�1(x) est strictement positif pour tout x 2 � et k 2 N . Prenons x et y dans unmême 1-cylindre [n], (4.1) permet d'�etablir :jLk�1(x)� Lk�1(y)j = Lk�1(x) ����1� Lk�1(y)Lk�1(x) ����� M ��1� eCd(x;y)�� :Pour f dans L, on a alors :jLk�f(x)� Lk�f(y)j = j X�kz=x gk(z)f(z)� gk(z0)f(z0)j� X�kz=x gk(z)jf(z)� f(z0)j+ X�kz=x jgk(z)� gk(z0)j jf(z0)j� Lk�1(x)rkK(f)d(x; y) + sup jf j jLk�1(x)� Lk�1(y)j� Mrkd(x; y)K(f) + sup jf j M ��1� eCd(x;y)��� Mrkd(x; y)K(f) +R sup jf jd(x; y): (4.2)Ceci termine la preuve du lemme. �Pour f 2 Cu(�), on d�e�nit : Qnf = 1=n n�1Xi=0 Li�f:Le lemme 4.1 permet de construire la densit�e invariante.Proposition 4.2 L'op�erateur L� admet un unique (�a une constante multiplicative pr�es)point �xe h 2 L strictement positif. De plus, pour toute fonction f 2 Cu(�), on a :Qnf n!1�! h Z fdm;uniform�ement sur les compacts de � et dans L1(m).Preuve : Consid�erons la suite Qn1 = 1=n Pn�1j=0 Lj�1, elle est born�ee et �equicontinuepar le lemme 4.1. Comme � est s�eparable, le th�eor�eme d'Ascoli implique qu'il existe unesous-suite (nk)k2N telle que (Qnk1)k2N converge uniform�ement sur chaque compact de �.La suite Qn1 �etant born�ee, le th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue impliqueque la convergence a aussi lieu dans L1(m). Notons h la limite, h est born�ee (par M) etpositive. De plus, en proc�edant comme pour montrer (4.2), on obtient pour x et y dansun même 1-cylindre, jQn1(x)�Qn1(y)j � Rd(x; y);



66 CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT.ainsi, h est lipschitzienne sur chaque 1-cylindre, comme h est born�ee, h appartient �a L.D'autre part, la suite Qn1 �etant born�ee, le th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgueimplique que la convergence a aussi lieu dans L1(m). Ceci et le fait que m est une mesureconforme impliquent que Z hdm = 1, en particulier, h 6� 0. V�eri�ons que L�h = h. Laconvergence de Qnk1 vers h ayant lieu dans L1(m), nous pouvons �ecrireZ jL�h(x)� h(x)jdm = limk!1 1nk Z j1� Lnk� 1(x)jdm� limk!1 1 +Mnk = 0:Ainsi, L�h = h dans L1(m), comme de plus, h est continue et le support de m est �,L�h(x) = h(x) pour tout x 2 � et h est bien un point �xe de L�. Nous allons maintenantmontrer que h est le seul point �xe continu de L� d'int�egrale 1. Pour cela nous montronsle r�esultat suivant.Lemme 4.3 1: Un point �xe continu et positif pour L� est soit nul, soit strictementpositif.2: Si k : � ! R est un point �xe de L�, il en va de même de sa partie positive et de sapartie n�egative.Ainsi, un point �xe continu �a valeur r�eelles de L� est soit strictement positif, soit stricte-ment n�egatif.Preuve : Montrons le point 1: Soit k un point �xe positif et continu de L�, supposonsque k s'annule en un point x. On aLn�k(x) = X�ny=x g(y)k(y) = k(x) = 0:Ainsi, k(y) = 0 pour tout y appartenant �a fz = �nz = x; n 2 Ng or, l'irr�eductibilit�e de �implique que cet ensemble est dense dans �, k �etant suppos�ee continue, on en d�eduit quek � 0.Montrons le point 2: On �ecrit k = k+ � k�, l'op�erateur L� �etant un op�erateur positif, ona L�(k") � k", " = + ou " = � ; m �etant une mesure conforme, Z L�k"dm = Z k"dm,ainsi l'in�egalit�e ne peut pas être stricte sur un ensemble de m-mesure strictement positive,c'est-�a-dire que L�k" = k" m presque partout. La continuit�e de k" et le fait que supportde m soit � impliquent que k" est un point �xe pour L�. �



CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT. 67Soit maintenant k 2 C(�) non identiquement nulle telle que L�k = k, en s�eparant partier�eelle et partie imaginaire, on peut supposer que k est r�eelle, montrons k = �h, � 2 R.Par le lemme 4.3, h est strictement positive. Soient x 2 �, tel que k(x) 6= 0 et � = k(x)h(x) .Soit f = �h � k, f est un point �xe pour L� qui s'annule en x, par le lemme 4.3, f estalors identiquement nulle, �nalement, k = �h et 1 est une valeur propre simple.Montrons la seconde partie de la proposition. Soit f une fonction de L. Par le lemme4.1, la suite (Qnf)n2N est �equicontinue et born�ee. Soit hf une valeur d'adh�erence (au sensde la convergence uniforme sur les compacts et de la convergence dans L1). Les mêmesarguments que ceux utilis�es pour montrer que L�h = h montrent que hf est un point �xede L�. 1 �etant une valeur propre simple, hf est proportionnelle �a h ; en utilisant que mest une mesure conforme, on obtient hf = h Z fdm. Ainsi, la seule valeur d'adh�erence deQnf est h Z fdm et donc Qnf converge vers h Z fdm uniform�ement sur les compacts de� et dans L1(m). �
4.2 Spectre p�eriph�erique et convergence des it�er�es deL�.Nous allons maintenant �etudier le spectre ponctuel p�eriph�erique spp de L�, c'est-�a-dire, l'ensemble des valeurs propres de module 1. Dans le cas o�u � est ap�eriodique,spp = f1g et pour f 2 L, Ln�f converge vers h Z fdm uniform�ement sur les compactsde � et dans L1(m).Le r�esultat suivant est classique pour des op�erateurs quasi-compacts sur un espace deBanach ([H, K], [B, K]). La preuve de la proposition suivante suit certaines id�eees uti-lis�ees par A. Broise ([Bro]) dans un cadre o�u l'op�erateur de transfert est quasi-compactsur l'espace des fonctions �a variation born�ee.Proposition 4.4 L'op�erateur L� agissant sur L n'a qu'un nombre �ni de valeurs propresde module 1, elles forment un sous-groupe cyclique du groupe des racines de l'unit�e. Cesvaleurs propres sont toutes simples et si � est ap�eriodique, 1 est la seule valeur propre demodule 1.



68 CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT.Preuve : Soit � une valeur propre de module 1 de L�, soit g 2 L une fonction propreassoci�ee. jgj est un point �xe de L�. En e�et, L�g = �g donc jL�gj = jgj, comme L�est un op�erateur positif, jgj = jL�gj � L�jgj, ceci implique jgj = L�jgj en utilisant quem est une mesure conforme dont le support est � et la continuit�e de jgj. Comme 1 estune valeur propre simple de L�, jgj = ah, o�u a est une constante positive que l'on peuttoujours supposer �egale �a 1. Ainsi, il existe une fonction � sur � �a valeur dans S1, telleque g = �h. Montrons que � est racine de l'unit�e. Soient k 2 N , x 2 �,Lk�g(x) = �k�(x)h(x) = X�kz=x gk(z)�(z)h(z):Or jgk(z)�(z)h(z)j = gk(z)h(z) et P�kz=x gk(z)h(z) = h(x), on a donc pour z 2 ��kfxg,�(z) = �k�(x). Pour x = x0 un point p�eriodique de � de p�eriode k0, nous obtenons�k0 = 1.Rappelons la d�e�nition de la p�eriode de � ([Se]). Pour un 1-cylindre [n], notons Pn l'en-semble des p�eriodes de [n], c'est-�a-dire,Pn = fk 2 N = 9x 2 [n] = x est p�eriodique de p�eriode kg:La p�eriode p de � est le pgcd des �el�ements de Pn (elle ne d�epend pas de n par irr�educti-bilit�e).Ainsi, les valeurs propres de module 1 de L� sont de la forme �l avec � racine p-�emede l'unit�e et L� n'a qu'un nombre �ni de valeurs propres de module 1 qui forment unsous-groupe cyclique du groupe des racines de l'unit�e.Soit � une valeur propre de module 1 de L�, montrons que � est simple. Si g est unefonction propre associ�ee, g s'�ecrit g = �h avec � une fonction de module 1. Notons Pl'op�erateur normalis�e Pf = h�1L�(fh), � est une fonction propre associ�ee �a � pour P .Sur l'espace de Hilbert L2(hdm), P=� est une contraction (au sens large) dont l'adjointest f 7�! �f � �, en e�et, soient f1, f2 2 L2(hdm),Z P� (f1)f2hdm = Z L�(f1h)� f2dm= Z f1hf2 � �� dm car m est conforme= Z f1�f2 � �dm:Dans un Hilbert, les points �xes d'une contraction et ceux de son adjoint co��ncident, ainsidans L2(hdm), �� � � = �. Si g1 est une autre fonction propre de L� associ�ee �a �, g1



CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT. 69s'�ecrit g1 = �1h avec �1 une fonction �a valeur dans S1. Comme ci-dessus, on obtient��1 � � = �1, d'o�u ��1 � � = ��1 . Finalement, on a ��1h = L�( ��1 � �h) = L�( ��1h) ; 1 �etantune valeur propre simple, ceci implique que ��1 est constante et ainsi, � est une valeurpropre simple.Finalement, si g est une fonction propre associ�ee �a � racine pi�eme de l'unit�e, g s'�ecritg = �h avec � : � 7! S1 et �� � � = �. On a aussi, �2�2 � � = �2, : : :, �p�p � � = �p.Ainsi,� g2 = �2h est une fonction propre associ�ee �a �2,...� gp = �ph est une fonction propre associ�ee �a �p = 1, en particulier, �p � 1 et lesfonctions propres associ�ees aux valeurs propres de module 1 sont (a multiplicationpar une constante pr�es) h; �h; : : : ; �p�1h.Le fait que 1 soit la seule valeur propre de module 1 lorsque � est ap�eriodique se d�eduitdirectement de la preuve ci-dessus. En e�et, dans ce cas, la p�eriode de � est 1 (voir [Se]).�Dans toute la suite, nous supposerons que � est ap�eriodique. Pour � un nombre complexede module 1 et f 2 Cu(�), on noteQn;�f = 1=n n�1Xi=0 ��iLi�f:Le lemme suivant constitue la premi�ere �etape de la d�emonstration de la convergence desit�er�es de L�.Lemme 4.5 [Convergence des moyennes d'Abel.] Pour f 2 L, les suites Qn;�fconvergent vers 0 si � 6= 1. Cette convergence a lieu dans L1 et est uniforme sur lescompacts de �.Preuve : Soient f 2 L et � 2 S1. D'apr�es le lemme 4.1, la suite Qn;�f est �equicontinue etborn�ee. Elle est donc relativement compacte pour la topologie de la convergence uniformesur les compacts de �. Soit g une valeur d'adh�erence de cette suite, le même raisonnementque dans la preuve de la proposition 4.2 montre que g v�eri�e L�g = �g. Ainsi, par laproposition 4.4, g est nulle si � 6= 1. �



70 CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT.La �n de la preuve du th�eor�eme F (convergence des it�er�es Lk�f vers l'op�erateur deprojection �(f) = h Z fdm) reprend les id�ees de l'article de A. Raugi [Ra] concernantles op�erateurs markoviens agissant sur les fonctions continues d'un espace m�etriquecompact. Nous utiliserons en particulier la proposition suivante sur les suites presquep�eriodiques de `1(R) = fu = (un)n2Z 2 RZ = supn junj < 1g: Nous noterons @ led�ecalage sur `1(R).Proposition 4.6 Soit u 2 `1(R) v�eri�ant les deux propri�et�es suivantes :1. L'orbite O(u) = f@nu; n 2 Zg de u sous le d�ecalage est relativement compacte (lasuite u est alors dite presque p�eriodique).2. Pour tout � de module 1, les moyennes d'Abel 1=nPn�1i=0 ui�i convergent vers z�ero.Alors la suite u = (un)n2N est identiquement nulle.Ce r�esultat repose sur des techniques classiques d'analyse de Fourier sur les groupesab�eliens compacts, la preuve donn�ee ici est celle d'A. Raugi ([Ra]).Preuve : Notons X l'adh�erence dans `1(R) de l'orbite de u sous le d�ecalage @, @ estune isom�etrie de X. Soit G le sous-groupe des isom�etries de X engendr�e par @ et bG legroupe des caract�eres de G. G est un groupe ab�elien compact, bG est donc d�enombrable.Soit mG la mesure de Haar de G. Tout �el�ement f de L2(G;mG) s'�ecrit comme la sommede sa s�erie de Fourier (voir par exemple W. Rudin [Rud]) :f =X�2 bG bf(�)��1 avec bf(�) = ZG f(g)�(g)dmG(g):La suite de probabilit�es 1=nPn�1k=0 �@k sur G converge faiblement vers mG (car toute valeurd'adh�erence de cette suite est invariante par les translations de G). Soit f : X �! Rd�e�nie par f(v) = v0, consid�erons la fonction de L2(G;mG), ~f(g) = f(gu). Pour � 2 bG,il existe � 2 S1 tel que �(@n) = �n, la transform�ee de Fourrier bf de ~f s'�ecrit :bf(�) = limn!1 1=n n�1Xk=0 ~f(@k)�(@k) = limn!1 1=n n�1Xk=0 uk�k;la condition 2: implique alors que la transform�ee de Fourier de ~f est nulle, donc ~f aussi.Par cons�equent, u est identiquement nulle. �



CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT. 71Fin de la preuve du th�eor�eme F : Soit f 2 L, par le lemme 4.1, la suite (Ln�f)est �equicontinue et born�ee. Soit '(n) une sous-suite telle que 8k 2 N , L'(n)�k� f converge(uniform�ement sur les compacts de � et dans L1) vers une limite not�ee hk (la suite('(n))n2N est obtenue par un proc�ed�e diagonal. La suite hk v�eri�e Z hkdm = Z fdmpour tout k et L�hk = hk�1, soit h�k = Lk�h0, pour k 2 N , on obtient ainsi une suite(hk)k2Z v�eri�ant Lp�hn = hn�p, p 2 N . Nous allons montrer que hp = h Z fdm pour toutp 2 N , ce qui terminera la preuve.Soit � 2 S1, d'apr�es le lemme 4.5, la suite Qn;�hp converge vers 0 si � 6= 1, vers h Z fdmsi � = 1. Pour g 2 L2(�; m) orthogonal �a h, pour tout � 2 S1, on a donc :limn!1 1=n n�1Xk=0 �km(gLk�hp) = limn!1m(gQn;�hp) = 0:Pour g born�ee, nous allons montrer que la suite (m(ghp�k))k2Z est presque p�eriodique. Lad�emonstration du lemme 4.1 montre que la suite (hk)k2Z est �equicontinue et born�ee (ilr�esulte de (4.2) que chaque hk est lipschitzienne et que les constantes de Lipschitz K(hk)sont uniform�ement born�ees en k ). Soit nk une sous-suite telle que pour tout p 2 Z, hnk�pconverge vers une limite not�ee h?p. Cette convergence est uniforme sur les compacts de �et par le th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue, elle a lieu dans L1(m). De plus,pour p 2 N , hnk�p = Lp�hnk , on a donc h?p = Lp�h?0. Comme kLp�1k � M , la convergencede m(hnk�pg) vers m(h?pg) est uniforme en p, p 2 N . Montrons que m(ghnk�p) convergevers m(gh?p), uniform�ement en p pour p 2 Z�. Soit p 2 N ,j Z g(hnk+p � h?�p)dmj = j Z Lp� �g(hnk+p � h?�p)� dmj par invariance de m;� sup jgj Z ��Lp� �hnk+p � h?�p���= sup jgj Z jhnk � h?0jdm:Ceci montre que la convergence est uniforme en p et par cons�equent, la suite u =(m(hp�kg))p2Z est presque p�eriodique. La proposition 4.6 implique alors que m(hpg) =0 8p 2 Z pour g born�ee et orthogonale �a h dans L2(�; m). La densit�e des fonctions born�eesdans L2(�; m) permet de montrer que m(hpg) = 0; 8p 2 Z, pour toute fonction g ortho-gonale �a h. Ainsi, on a hp = cph, cp 2 R, en int�egrant on obtient cp = Z fdm. Finalement,



72 CHAPITRE II.4 �ETUDE DE L'OP�ERATEUR DE TRANSFERT.pour toute fonction f 2 L, Lk�f converge vers h Z fdm uniform�ement sur les compactsde � et dans L1(m). Par densit�e des fonctions de L dans Cu(�), cette convergence a lieupour f 2 Cu(�), ceci termine la preuve du th�eor�eme F. �Remarque 4.2 Lorsque � est seulement irr�eductible, pour f dans Cu(�), Ln�f convergevers �(f) o�u � est la projection dans L2 sur l'espace vectoriel engendr�e par les fonctionspropres h; �h; : : : ; �`�1h.



Chapitre 5Vitesse de convergence.L'objet de ce chapitre est d'obtenir une estimation de la vitesse de convergence,lorsque � est ap�eriodique, dans (II) pour des observables de L. Dans un premier temps,sous l'hypoth�ese suivante sur �,9k1; 9n1 tels que 8k > k1; 9�k < 1 tel que 8n > n1;Lk�1n � �k; (Exp1)nous montrerons que cette convergence est uniforme sur � et la vitesse est exponentielle.Remarquons que (Exp1) implique (K), ainsi les r�esultats du chapitre 4 s'appliquent.Lorsque (Exp1) n'est pas satisfaite, une estimation de la vitesse est n�eanmoins possiblepour des applications \sans grandes branches �a l'in�ni" (d�e�nition page 82), elle d�ependde la convergence �a z�ero des produits : mYj=1 �0k;j o�u�0k;j = supfLk�1(x) = x 2 [n]; N � n � N + kKjgpour k 2 N , N 2 N et K 2 N �x�es.Fixons tout d'abord quelques d�e�nitions et notations.Lorsque s et t sont �x�es, nous noterons Ps;t la partition �nie de � d�e�nie par� Ps;t = P1 [ P2� P1 est la partition en s-cylindres de l'ensemble [j0; tj] = fx 2 � = x0 � tg.� P2 = f[j0; tj]cg : = fP2g.Par ailleurs, D1 d�esignera le diam�etre, pour la distance d, de P1 :D1 = maxfdiam(P ); P 2 P1g = rs;73



74 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.et D2 la mesure de P2 : D2 = m([j0; tj]c):La mesure m �etant �nie sur �, D2 peut être choisit aussi petit que l'on veut �a conditionque t soit assez grand.Nous utiliserons de nouveau la convention suivante : x = y�z signi�e y�z � x � y+z.5.1 Convergence exponentielle.Dans cette section, nous supposons que (Exp1) est v�eri��ee, (Exp1) implique (K).Dans toute la suite, nous noterons � = hm o�u h est le point �xe de L� donn�e par leth�eor�eme F. Remarquons que h est born�ee parM = supk kLk�1k1 et h v�eri�e Z hdm = 1,la mesure � est donc une probabilit�e sur � et pour A 2 F , �(A)m(A) � M . La mesure � estclairement invariante par �. Pour f telle que fh 2 Cu(�), par le th�eor�eme F les it�er�esde L�(fh) convergent vers h�(f) dans L1(m) par le th�eor�eme de convergence domin�eede Lebesgue. Ceci implique la propri�et�e de m�elange :8A 2 F ; g = 1A; 8f tel que fh 2 Cu(�); j�(g � �nf)� �(g)�(f)j n!1�! 0:En e�et, soient g = 1A, A 2 F et f tel que fh 2 Cu(�),j�(g � �nf)� �(g)�(f)j = ����Z g[Ln�(fh)� hm(fh)]d������ kLn�(fh)� hm(fh)k1:De même, pour f 2 Cu(�), les it�er�es de L�(f) convergent vers hm(f) dans L1(m),ceci implique la propri�et�e de m�elange suivante qui sera utile pour estimer la vitesse deconvergence pour des observables dans L.8A 2 F ; g = 1A; 8f 2 Cu(�); jm(g � �nf)� �(g)m(f)j n!1�! 0: (5.1)Soient � et �0 tels que � < 1 < �0. La partition Ps;t �etant �nie le m�elange (5.1) impliquequ'il existe un entier k0 tel que :8k � k0; 8P ; P 0 2 Ps;t; � � m(��kP \ P 0)�(P )m(P 0) � �0: (5.2)Les techniques de cônes et m�etriques projectives permettent de montrer le r�esultatsuivant.



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 75Th�eor�eme G Si � v�eri�e (Exp1) alors, il existe 0 < � < 1, C > 0 tels que :8f 2 L; kLn�f � h Z fdmk1 � C�nkfk: (III)Pour montrer le th�eor�eme G, on adapte les cônes utilis�es dans le chapitre 2 en tenantcompte du fait que l'alphabet n'est pas �ni.5.1.1 Une famille de cônes.Consid�erons la famille de cônes suivante. �Etant donn�es a; b; c des r�eels positifs, s; t desentiers et Ps;t la partition associ�ee, Cs;ta;b;c est l'ensemble des fonctions de L qui v�eri�ent :� 8P 2 Ps;t; 0 < 1�(P ) ZP fdm � a Z fdm,� K(f) � b Z fdm,� supx2P2 jf(x)j � c Z fdm.Lorsqu'il n'y aura pas d'ambigu��t�es, on notera C ou Ca;b;c pour Cs;ta;b;c. Les propri�et�essuivantes d�ecoulent directement de la d�e�nition de C :� C \ �C = ;,� C est un cône convexe,� C est ferm�e pour la topologie de la norme uniforme.A�n d'utiliser ces cônes et leur m�etrique projective, nous avons besoin d'une normeadapt�ee. �Etant donn�e d > 0, consid�erons la normekfkd = max(d j Z fdmj; ������RP fdmm(P ) ������ P 2 Ps;t; kfk1):Remarquons que pour tout d, la norme k kd est �equivalente �a la norme uniforme sur �.Lemme 5.1 Si d � max(bD1; c) alors la norme k kd est adapt�ee au cône C au sens duchapitre 1.



76 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.Preuve : Toute fonction ' de L v�eri�e : (il su�t de proc�eder comme dans le chapitre 2,(2.3))8P 2 P1; 8x 2 P ; 1m(P ) ZP 'dm�K(')D1 � '(x) � 1m(P ) ZP 'dm+K(')D1: (5.3)Ainsi, si f et g sont telles que f + g et f � g appartiennent �a C, pour x 2 P , P 2 P1,f(x)� g(x) = 1m(P ) Z (f � g)dm� bD1 Z (f � g)dm;f(x) + g(x) = 1m(P ) Z (f + g)dm� bD1 Z (f + g)dm:Ceci donne, en soustrayant les deux in�equations,jg(x)j � max(1=m(P )j ZP gdmj; bD1 Z fdm):Or f � g 2 C et f + g 2 C, implique j ZP gdmj � ZP fdm pour tout P 2 Ps;t. Ainsi,pour x 2 P1, jg(x)j � kfkd si d � bD1. D'autre part, si x 2 P2, l'in�egalit�e jg(x)j �c Z fdm s'obtient de la même mani�ere. On a aussi j Z gdmj � Z fdm. Ainsi, pourd = max(bD1; c), on a kgkd � kfkd. �5.1.2 Contraction du cône.Nous allons montrer que le cône Cs;ta;b;c est strictement contract�e par Lk� pour k, a, b,c, s et t assez grands.Lemme 5.2 Il existe k 2 N� , a > 0, b > 0, c > 0, s 2 N� , t 2 N� et 0 <  < 1 tels queLk�Cs;ta;b;c � Cs;ta;b;c:Preuve : Fixons � < 1 < �0 et � 0 < � < 1. Les param�etres a; b; c, s et t sont choisis dela fa�con suivante :1. a > �0(1 + �2�0 )��1,2. c � Ma + 1,



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 773. b > Rc���0 ,4. D1 < 1=b �4�0 ,5. t tel que t � n1 et D2 < �8�0c .Soit, de plus, k0 v�eri�ant (Exp1), tel que (5.2) soit v�eri��ee pour � et �0 et 8k > k0,Mrk < � 0. Fixons k > k0. Soient  = max(�; �k) < 1. et f 2 Cs;ta;b;c. Pour P 2 P1, x 2 P ,(5.3) donne f(x) = 1m(P ) ZP fdm�K(f)D1; (5.4)et pour x et y 2 P2, �2 supP2 jf j � f(x)� f(y) � 2 supP2 jf j, ainsi en int�egrant sur P2 et y,on obtient f(x) = 1m(P2) ZP2 fdm� 2 sup jf j: (5.5)Soit P 2 P, 1�(P ) ZP Lk�fdm = 1�(P ) Z��kP fdm= 1�(P ) XP 02Ps;t Z��kP\P 0 fdm;en utilisant (5.4) et (5.5),1�(P ) ZP Lk�fdm = XP 02Ps;t m(��kP \ P 0)m(P 0)�(P ) ZP 0 fdm � D1K(f) XP 02P1 m(��kP \ P 0)m(P 0)�(P ) m(P 0) + 2m(��kP \ P2)m(P2)�(P ) m(P2) supP2 jf j! :Comme f appartient �a Cs;ta;b;c, ceci entrâ�ne (en utilisant (5.2)) :1�(P ) ZP Lk�fdm � �0 Z fdm [1 +D1 b + 2D2 c] et1�(P ) ZP Lk�fdm � [�� �0(D1b+ 2D2c)]Z fdm;ceci conduit, par les choix (4: et 5:) de a; b; c et Ps;t �a�=2 Z fdm � 1�(P ) ZP Lk�fdm � �0(1 + �=(2�0)) Z fdm: (5.6)



78 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.Remarque 5.1 Pour ' 2 Cs;ta;b;c, les in�egalit�es (5.4) et (5.5) montrent pour tout x 2 �,min[�c;Ma� bD1] Z 'dm � '(x) � max[c;Ma + bD1] Z 'dm:Rappelons l'in�egalit�e (4.2) :K(Lk�f) �MrkK(f) +R sup jf j:Celle-ci implique en utilisant la remarque 5.1 et la d�e�nition du cône,K(Lk�f) � Z fdm �bMrk + Rmax(c;Ma + bD1)�et par les choix 2: et 4: ci-dessus :K(Lk�f) � � 0b Z fdm+ cR Z fdm; (5.7)ainsi, K(Lk�f) � �bZ fdm si b > cR���0 (c'est-�a-dire 3.).En outre, pour x 2 P2,jLk�f(x)j = �����Xx02P2 gk(x0)f(x0) + Xx0 62P2 gk(x0)f(x0)�����(en utilisant (5.4));� c Z fdm Xx02P2 gk(x0) + (Ma + bD1) Z fdm Xx0 62P2 gk(x0);� max(c;Ma+ bD1) Z fdm [ supx2P2 Lk�1(x)];� �kc Z f; par les choix 2:, 4: et 5: ci-dessus et l'hypoth�ese (Exp1) ,ceci termine la preuve du lemme. �A�n d'obtenir la vitesse de convergence des it�er�es de l'op�erateur, il reste �a estimer lediam�etre projectif de Lk�(C) dans C.5.1.3 Calcul du diam�etre projectif et conclusion.Lemme 5.3 Le diam�etre projectif de Lk�C dans C est major�e par 2 logmax� 1+1� ; 2�0+�� �.



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 79Preuve : Soient f et g appartenant �a Lk�C et � > 0 tel que �f � g appartienne �a C, �doit v�eri�er :1. 8P 2 Ps;t, 0 � ��(P ) ZP fdm� 1�(P ) ZP gdm � a� Z fdm� a Z gdm,2. pour x et y dans un même 1-cylindre,�b� Z fdm+ b Z gdm � �(f(x)� f(y))� (g(x)� g(y))d(x; y)� b� Z fdm� b Z gdm;3. pour x 2 P2,�c(� Z fdm� Z gdm) � �f(x)� g(x) � c(� Z fdm� Z gdm):Pour v�eri�er 1:, il faut� � supP2Ps;t a Z gdm� 1=�(P ) ZP gdma Z fdm� 1=�(P ) ZP fdm ; et � � supP2Ps;t ZP gdmZP fdm;Par (5.6), il su�t d'avoir :� � Z gdmZ fdm max� 11�  ; 2�0 + �� � :Pour v�eri�er 2: et 3:, il su�t d'avoir� � Z gdmZ fdm 1 + 1�  :De la même mani�ere, soit � > 0 tel que g � �f 2 C, il su�t que � v�eri�e :� � Z gdmZ fdm min�1� ; 1� 1 +  ; �2�0 + �� :Ainsi, le diam�etre � de Lk�C dans C est major�e par 2 logmax�1+1� ; 2�0+�� �. �



80 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.Remarque 5.2 La constante 2�0+�� est compl�etement arbitraire et en changeant a; b; c; �; �0et Ps;t, on peut obtenir une constante aussi proche de 1 que l'on veut. Toutefois, on changealors k et donc  = max(�; �k). Dans l'estimation du diam�etre projectif, on peut remplacer2�0+�� par : �0(1 +D1b +D2c)�� �0(D1b +D2c)Soit � = (tanh(�=4))1=k. Les r�esultats du chapitre 1 nous donnent alors pour d �max(bD1; c) : 8f 2 C; kLn�f � h Z fdmkd � Cte �n Z fdmet comme les normes k k1 et k kd sont �equivalentes,8f 2 C; kLn�f � h Z fdmk1 � Cte �n Z fdmLe lemme suivant va nous permettre d'obtenir la vitesse de convergence pour des fonc-tions f de L. La d�emonstration de celle-ci suit exactement celle du lemme 2.5 et estomise.Lemme 5.4 Pour f 2 L, il existe C(f) � 0 telle que f +C(f)h appartienne au cône C,de plus, C(f) � Cte kfk.Soit maintenant f 2 L, notons fC = f + C(f)h.kLn�f � h Z fdmk1 � kLn�fC � h Z fCdmk1 + C(f)kLn�h� h Z hdmk= kLn�fC � h Z fCdmk1� Cte�n Z fCdm car fC 2 C� Cte�nkfk:Ainsi, on a (III) pour f 2 L. Ceci termine la preuve du th�eor�eme G. �La convergence (III) implique le m�elange exponentiel pour g 2 L1(m) et f telle quefh appartienne �a L :j�(g � �nf)� �(g)�(f)j � Cte �nkfhkkgkL1(m): (5.8)Par ailleurs, les arguments de [B,K,S] permettent de d�emontrer le r�esultat suivant.



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 81Proposition 5.5 L'op�erateur L� agissant sur L est quasi-compact.Preuve : Il su�t de montrer pour f 2 L,kLn�f � h Z fdmk � Cte �nkfk;avec � < 1. En utilisant (4.2), on obtientK �L2n� f � h Z fdm� = K �Ln�[Ln�f � h Z fdm]��MrnK �Ln�f � h Z fdm�+RkLn�f � h Z fdmk1:De plus, (4.2) implique que K(Ln�') � Ctek'k, pour ' appartenant �a L. (III) donne alorspour f 2 L, kL2n� f � h Z fdmk � Ctemax(�n; rn)kfk;ceci su�t pour montrer la quasi-compacit�e de L�. �Pour conclure cette section, donnons un exemple de dynamique v�eri�ant (Exp1).Le syst�eme (�; �) est dit �a port�ee courte s'il existe un entier K tel que pour tout n 2 N ,pour x 2 [n], si y est un ant�ec�edent de x alors y 2 [p] avec p � n �K. Autrement dit,la matrice qui d�e�nit � est de la forme :0BBB@ � � � � � 0 � � � � � � � � �... . . . . . .� � 0... . . . . . .
1CCCAo�u � d�esigne une r�eel positif ou nul.Exemple 5.1 [Dynamiques �a port�ee courte v�eri�ant (Exp1).]Si (�; �) est �a port�ee courte et si � v�eri�e :9n0 tel que 8n > n0; (L�1)n � � < 1; (Exp2)alors � v�eri�e (Exp1) .Remarquons tout d'abord que (Exp2) implique (H) (page 61) qui implique (K). Ainsi,il existe M > 0 tel que pour tout n 2 N , kLn�1k1 � M . Si (�; �) est �a port�ee courte et� v�eri�e (Exp2), montrons par r�ecurrence,



82 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.8p � 1; 8n > n0 + (p� 1)K; (Lp�1)n � �p: (*)L'hypoth�ese (Exp2) implique que (*) est v�eri��ee pour p = 1. Soit p > 1, n > n0 + pKet x 2 [n], Lp+1� 1(x) = X�y=x g0(y)Lp�1(y);comme � est �a port�ee courte, si y est un ant�ec�edent de x, y 2 [n0] avec n0 > n0+(p�1)K,ainsi par hypoth�ese de r�ecurrence, Lp�1(y) � �p. Ainsi, Lp+1� 1(x) v�eri�eLp+1� 1(x) � �p X�y=x g0(y) = �pL�1(x) � �p+1:Fixons maintenant k1 et n1 = n0 + (k � 1)K, pour k � k1, et n � n1, on a :Lk�1n � sup(Lk�k1� 1)Lk1� 1n �M�k1 :Il su�t alors de choisir k1 tel que M�k1 � � < 1. �
5.2 Dynamiques sans grandes branches �a l'in�ni.Dans cette section, nous ne supposons plus (Exp1). Nous donnons une estimation(sous exponentielle) de la vitesse de convergence dans (II) pour des dynamiques \sansgrandes branches �a l'in�ni". Le syst�eme (�; �) est dit sans grandes branches �a l'in�nis'il existe un entier K tel que pour tout n 2 N , pour x 2 [n], si y est un ant�ec�edent dex alors y 2 [p] avec p � n+K. Autrement dit, la matrice qui d�e�nit � est de la forme :0...K0BBBBBBBBBB@

� � � � � � � � � � � � �...�0 �... . . . . . .0 0 �... . . . . . .
1CCCCCCCCCCAo�u � d�esigne une r�eel positif ou nul.Consid�erons (�; �) sans grandes branches �a l'in�ni, soit K comme dans la d�e�nition :



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 83pour tout n 2 N , pour x 2 [n], si y est un ant�ec�edent de x alors y 2 [p] avec p � n+K.Si n1 et N > n1 sont �x�es, nous noterons�0k;j : = supf(Lk�1)n = N � n � N + kKjg; j � 0:Nous ferons l'hypoth�ese suivante sur � :il existe n1 tel que pour N � n1, il existe k1(N) tel que pour k � k1, il existe R(k),0 < R(k) < N + kK et�0k;j � �1� R(k)N +Kkj�� ; � > 0; 8j � 0: (S-Exp1)Remarquons que l'hypoth�ese (S-Exp1) implique (K) et que l'hypoth�ese (Exp1) im-plique (S-Exp1) : �0j;k = �k pour tout j � 0. D'autre part, l'hypoth�ese (S-Exp1) ex-prime que pour k et n assez grand, (Lk�1)n est major�e strictement par 1, mais que cettemajoration n'est pas uniforme en n ; de plus, la majoration de �0k;j par �1� R(k)N+kKj��permet d'assurer la convergence des produits Y`=1;:::;j �0k;`, elle peut être remplac�ee par unecondition moins forte qui sera explicit�ee plus loin (remarque 5.8)Remarque 5.3 Nous supposerons de plus que limj!1 �0k;j = 1. Si lim supj!1 �0k;j < 1, alors �v�eri�e en fait (Exp1) et les r�esultats de la section pr�ec�edente donnent une convergenceuniforme sur � et exponentielle.Pour N 2 N , k kN d�esigne la norme uniforme sur [j0; N j] (notation page 73). En adaptantles cônes de la section pr�ec�edente, nous montrerons l'estimation suivante.Proposition 5.6 Si (�; �) est sans grandes branches �a l'in�ni et v�eri�e (S-Exp1) alors,8N � n1; 8f 2 L, 8k � k1, il existe une suite (�j(N))j2N, �j(N)! 0 telle quekLkj� f � h Z fkN � �j kfk+m([j0; N j]c) sup f; (IV)De plus, �j s'exprime en fonction des produits Qj̀=0 �0k;` et en choisissant convenablementN par rapport �a j, on obtient ainsi une estimation de la vitesse de convergence sur chaquecompact de � et de la d�ecroissance de corr�elations.La preuve de cette proposition suit la preuve du th�eor�eme G. Il s'agit de prendre encompte le fait que pour k et n assez grands, (Lk�1)n est major�e strictement par 1 maisque cette majoration n'est pas uniforme en n. C'est pourquoi nous utilisons une famillede cônes de fonctions sp�eci��ees uniquement sur [j0; N+kKjj], c'est �a dire loin de l'in�ni.



84 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.Dans [F,S 2], pour �etudier une application �a point �xe neutre de l'intervalle, P. Ferreroet B. Schmitt utilisent aussi des cônes de fonctions sp�eci��ees sur une famille exhaustivede compacts de ]0; 1].Pour N � n1 et k � k1 �x�es, D(j) d�esigne l'ensemble [j0; N+kKjj] et Kj(f) la constantede Lipschitz de la fonction f : D(j)! R.Consid�erons la famille de cônes suivante. �Etant donn�es a; b; c des r�eels positifs, j; s; t 2 Net Ps;t la partition d�e�nie page 73, Cs;t;ja;b;c est l'ensemble des fonctions de L qui v�eri�ent :1. 8P 2 Ps;t; P � D(j); 0 < 1�(P ) ZP fdm � a ZD(j) fdm,2. Kj(f) � b ZD(j) fdm,3. supx2P2\D(j) jf(x)j � c ZD(j) fdm.Les arguments de la preuve du lemme 5.1, montrent que la normekfkd;j = max(d j ZD(j) fdmj; ������RP fdmm(P ) ������ P 2 Ps;t \D(j); kfkN+kKj) (5.9)est adapt�ee au cône Cs;t;ja;b;c pour d = max(bD1; c). Remarquons que pour tout d > 0, lanorme k kd;j est �equivalente �a la norme uniforme sur D(j). De plus, Cs;t;ja;b;c est un côneconvexe ferm�e pour la norme k kD(j) et 2 Cs;t;ja;b;c \ �Cs;t;ja;b;c = ;.Lemme 5.7 Comme � est sans grandes branches �a l'in�ni, pour tout ` 2 N v�eri�e,��kD(`� 1) � D(`):De plus la suite m(D(`) n ��kD(`� 1)) est sommable.Preuve : En e�et, si x 2 ��kD(`�1) alors �kx 2 [n] avec n � N +kK(`�1). Comme �est sans grandes branches �a l'in�ni, x appartient �a [p] avec p � n+ kK � N + kK`, c'est�a dire x appartient �a D(`). Montrons maintenant que la suite uj = m(D(j)n��kD(j�1))



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 85est sommable. On auj = m(D(j))�m(��kD(j � 1)) = m(D(j))� (1�m(��kD(j � 1)c)) etm(��kD(j � 1)c)) = Z 1D(j�1)c � �kdm= ZD(j�1)c Lk�1dm:L'hypoth�ese (S-Exp1) implique Lk�1(x) � 1 sur D(j � 1)c � [j0; N j]c, ainsim(��kD(j � 1)c)) � m(D(j � 1)c):On en d�eduit que uj � m(D(j))�m(D(j � 1)) et donc uj est sommable. �5.2.1 Contraction du cône.Nous allons montrer, pour  < 1 et k; a; b; c;Ps;t bien choisis, Lk�Cs;t;ja;b;c � Cs;t;j�1a;b;�jc etle diam�etre de Lk�Cs;t;ja;b;c dans Cs;t;j�1a;b;c est major�e par 2 log 1+�j1��j o�u �j = �0j;k(1�m(j))�1 etm(j) = c m(D(j) n ��kD(j � 1)).Remarque 5.4 Pour c �x�e, il existe j0 tel que pour tout j � j0, m(j) < 1 et �j < 1. A�nde simpli�er la r�edaction, dans toute la suite nous supposerons que j0 = 1.Notons m = supjm(j), m < 1 car m(j) < 1 pour tout j � 1 et m(j)! 0.Fixons � < 1 < �0, 0 < � < (1 � m),  = �1�m et � 0 < �. a; b; c, s, t et k sontchoisis de la fa�con suivante :1. a > �0(1 + �2�0 )��1,2. k0 tel que 8k > k0, Mrk < � 0,3. c �Ma + 1,4. b > Rc���0 ,5. D1 < 1=b �4�0 ,6. t tel que t � N et D2 < �8�0c ,



86 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.7. k1 tel que (5.2) soit v�eri��ee pour Ps;t et k1 v�eri�e (S-Exp1),8. k � max(k0; k1).Soient f 2 Cs;t;ja;b;c et P � D(j�1), le lemme 5.7 implique que ��kP � D(j). En reprenantles arguments de la d�emonstration du lemme 5.2, on obtient (en utilisant (5.2) et lad�e�nition du cône : 1�(P ) ZP Lk�fdm � �0 ZD(j) fdm [1 +D1 b + 2D2 c]1�(P ) ZP Lk�fdm � [�� �0(D1b+ 2D2c)] ZD(j) fdm:ceci conduit, par les choix (5. et 6.) de a; b; c et Ps;t �a�=2 ZD(j) fdm � 1�(P ) ZP Lk�fdm � �0(1 + �=(2�0)) ZD(j) fdm:Par ailleurs, le fait que � n'a pas de grandes branches �a l'in�ni implique, en reprenantles arguments de la preuve du lemme 4.1,Kj�1(Lk�f) �MrkKj(f) +R supD(j) jf j:Remarque 5.5 Si f 2 Cs;t;ja;b;c, en proc�edant comme dans la section pr�ec�edente (remarque5.1), on obtient, pour x 2 D(j),min[�c;Ma � bD1] ZD(j) fdm � f(x) � max[c;Ma+ bD1] ZD(j) fdm:Ceci donne Kj�1(Lk�f) � ZD(j) fdm �bMrk +Rmax(c;Ma + bD1)� et donc, par les choix(3. et 5.) ci-dessus, Kj�1(Lk�f) � �b ZD(j) fdm si b > cR� � � 0 :En�n, pour x 2 P2 \D(j � 1), (S-Exp1) donne :jLk�f(x)j � �0j;kc ZD(j) fdm:



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 87Pour montrer que Lk�Cs;t;ja;b;c � Cs;t;j�1a;b;�jc, il reste �a comparer ZD(j) fdm et ZD(j�1) Lk�fdm.Lemme 5.8 Pour f 2 Cs;t;ja;b;c, ZD(j�1) Lk�fdm = ZD(j) fdm[1�m(j)].Preuve : Soit f 2 Cs;t;ja;b;c, d'apr�es la remarque 5.7, ��kD(j � 1) � D(j),ZD(j�1) Lk�fdm = Z��kD(j�1) fdm = ZD(j) fdm� ZD(j)n��kD(j�1) fdm:Pour x appartenant �a D(j) n ��kD(j � 1),min[�c;Ma � bD1] ZD(j) fdm � f(x) � ZD(j) fdm max[c;Ma + bD1];ceci donne ZD(j�1) Lk�fdm = ZD(j) fdm[1�c m(D(j)n��kD(j�1))] (car on a choisit bD1 < 1et c � aM + 1), d'o�u le r�esultat. �Ainsi, Lk�Cs;t;ja;b;c � Cs;t;j�1a;b;�jc. Il reste �a estimer le diam�etre projectif.Lemme 5.9 Le diam�etre projectif �j de Lk�Cs;t;ja;b;c dans Cs;t;j�1a;b;c est major�e par 2 log 1+�j1��jet toutes fonctions f et g de Cs;t;ja;b;c v�eri�ent,�Cs;t;j�1a;b;c (Lk�f;Lk�g) � �j�Cs;t;ja;b;c(f; g): (5.10)Preuve : Il su�t de reprendre les arguments de la d�emonstration du lemme 5.3, onobtient alors �j � 2 logmax(1+�j1��j ; 2�0+�� ; 1+1� ) et comme lim �0j = 1, on peut supposer1+�j1��j � 2�0+�� et 1+�j1��j � 1+1� , ainsi �j � 2 log 1+�j1��j et tanh �j4 � tanh h2 log 1+�j1��j i = �j.Soient f et g appartenant �a Cs;t;ja;b;c, la proposition 1.1 et l'estimation de �j impliquentalors �Cs;t;j�1a;b;c (Lk�f;Lk�g) � �j�Cs;t;ja;b;c(f; g): �Remarquons en�n que Pjm(j) < 1, donc le produit des (1 �m(j))�1 converge versune limite strictement positive, ainsi, Y`=0;:::;j �` � Cte Y`=0;:::;j �0k;`.



88 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.5.2.2 Estimation de la d�ecroissance des corr�elations.Dans cette section, nous �nissons la preuve de la proposition 5.6 et montrons com-ment (IV) permet d'estimer la d�ecroissance des corr�elations. Fixons N � n1, soitC = Tj>0Cs;t;ja;b;c.Remarque 5.6 Pour a; b; c assez grand, C est un cône non vide. En e�et, si� a Z[j0;n1j] hdm �M sup h,� b Z[j0;n1j] hdm � K(h),� c Z[j0;n1j] hdm � supx2P2 h(x).alors h appartient �a C.Il su�t de remarquer :� h �etant positive, ZD(j) hdm � Z[j0;n1j] hdm, pour tout j,� supP2Ps;t 1�(P ) ZP hdm � sup h supP m(P )�(P ) �M sup h,� Kj(h) � K(h) pour tout j.Dans ce qui suit, a; b; c v�eri�ent les in�egalit�es ci-dessus, de sorte que h 2 C.Fixons f 2 C et j 2 N , f appartient �a Cs;t;ja;b;c et Lk�̀ f appartient �a CPs;t;j�`a;b;c; pour ` =0; : : : ; j. �CPs;t;0a;b;c; (Lkj� f; h) � �1�CPs;t;1a;b;c; (Lk(j�1)� f; h): : : � �j j�1Ỳ=1 �`:



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 89La norme k kd;0 d�e�nie par (5.9) et �(f) = ZD(0) fdm = Z[j0;N j] fdm sont adapt�ees au côneCPs;t;0a;b;c; , de plus les normes k k�;0 et k kN sont �equivalentes, ainsi, pour f 2 C,kLkj� f � hR[j0;N j] h Z[j0;N j] Lkj� fkN � �j j�1Ỳ=1 �` exp �j j�1Ỳ=1 �`! ZD(0) fdm:Si p = kj + r,kLp�f � hR[j0;N j] h Z[j0;N j] Lp�fkN � kLr�k kLkj� f � hR[j0;N j] h Z[j0;N j] Lkj� fkN� M kLkj� f � hR[j0;N j] h Z[j0;N j] Lkj� fkN :Estimons la di��erence k hR[j0;N j] hdm Z[j0;N j] Lp�fdm� h Z fdmkN ,k hR[j0;N j] hdm Z[j0;N j] Lp�fdm� h Z fdmkN= k hR[j0;N j] hdm Z[j0;N j] Lp�fdm� h Z Lp�fdmkN� k hR[j0;N j] hdm Z[j0;N j]c Lp�fdmkN + khk1j Z fdmj264 1R[j0;N j] hdm � 1375� Cte sup jf jm([j0; N j]c) + khk1R[j0;n1j] hdm j Z fdmj j1� Z[j0;N j] hdmj (N � n1)� Cte sup jf jm([j0; N j]c) en utilisant que Z hdm = 1:Finalement, pour f 2 C et p de la forme kj + r, on a,kLp�f � h Z fkN � Cte �j j�1Ỳ=1 �` exp �j j�1Ỳ=1 �`! j Z fdmj+ Cte m([j0; N j]c) sup jf j:(5.11)



90 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.Remarque 5.7 �j j�1Ỳ=1 �` exp �j j�1Ỳ=1 �`! d�epend de N et k, l'hypoth�ese (S-Exp1)implique que pour N et k �x�es, cette quantit�e tend vers z�ero quand j tend vers l'in�ni.Le lemme suivant permet d'obtenir l'in�egalit�e (IV) pour les fonctions de L.Lemme 5.10 Pour f 2 L, positive, il existe R(f) � 0 tel que f + R(f)h 2 C, de plusR(f) � CtekfkPreuve : Suivant la remarque 5.6, il su�t que R(f) v�eri�e� R(f) � M sup f � a R[j0;n1j] fa R[j0;n1j] h�M sup h ,� R(f) � K(f)� b R[j0;n1j] fb R[j0;n1j] h�K(h) ,� R(f) � supP2 f � c R[j0;n1j] fc R[j0;n1j] h� supP2 h . �Le lemme 5.10 et (5.11) impliquent pour f 2 L,kLkj� f � h Z fkN � Cte �j kfk+m([j0; N j]c) sup f;avec �j(N) = �j Qj�1`=1 �` exp �j j�1Ỳ=1 �`!. Ceci termine la preuve de la proposition5.6. �Nous allons maintenant montrer comment (5.11) permet d'estimer la vitesse de conver-gence sur les compacts de � et la d�ecroissance des corr�elations. Soient q 2 N et fappartenant �a C, en particulier, f appartient �a CPs;t;k(j+2q)a;b;c et Lk(j+q)� f 2 CPs;t;kqa;b;c , ceciconduit �a la majoration suivante qui va nous permettre d'obtenir d'estimer la vitessede convergence sur les compacts de �.kLk(j+q)� f � h Z fkN+Kkq �



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 91exp[�j+q j�1Ỳ=1 �`+q]�j+q ZD(0) fdm j�1Ỳ=1 �`+q +m([j0; N +Kkqj]c) sup jf j: (5.12)Choisissons une suite q(j) telle que q(j) j!1�! 1 et�j+q(j) j�1Ỳ=1 �`+q(j) exp �j+q(j) j�1Ỳ=1 �`+q(j)! : = e�j �! 0:Par exemple, si �0k;j � (1� 1N+Kkj )�, comme �j � 2 log 1+�j1��j , pour 0 < " < "0 < 1 �x�es,si q(j) = j", on obtient e�j � C(N; "; "0) 1j��"0 .Remarque 5.8 La condition (S-Exp1) peut être remplac�ee par : il existe une suite q(j)qui tend vers l'in�ni avec j et telle que�j+q(j) j�1Ỳ=1 �`+q(j) j!1�! 0:Finalement, pour x dans un compact Q de �, il existe j0 tel queQ � [0; N + Kkq(j0)] � [0; N + Kkq(j)] 8j � j0, de sorte que pour f 2 L, j � j0 etp = k(j + q(j)) + r, le lemme 5.10 et (5.12) donnent,����Lp�f(x)� h(x) Z fdm���� � Cte [ e�j +m([0; N +Kkq(j)]c)]kfk:Si uj = e�j +Rm[0; N + kKq(j)]c], cette in�egalit�e s'�ecritkLp�f � h Z fdmkQ � C(j0)ujkfko�u C(j0) ne d�epend pas de f et tend vers l'in�ni avec j0 :C(j0) = supk(j+q(j))�p<k(j+1+q(j+1))j�j0 kLp�f � h R fdmkQuj kfk � Cte supj�j0 1uj :Remarquons en�n que si q(j) = o(j) alors pour p 2 N , l'entier j qui v�eri�e k(j+ q(j)) �p < k(j + 1 + q(j + 1)) est de l'ordre de pk .



92 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.Pour �nir, la d�ecroissance des corr�elations s'obtient de la même mani�ere, pour f telleque fh 2 L et g 2 L1(m) :j�(g � �pf)� �(g)�(f)j� j Z[0;N+Kkq(j)] [Lp�(fh)� h Z fhdm]gdmj+ j Z[0;N+Kkq(j)]c) Lp�(fh)gdmj+ j Z[0;N+Kkq(j)]c) (gh)dmj j Z fhdmj� kLp�(fh)� h Z fhdmkN+Kkq(j)kgk1 + Ctekfk1kgk1m([0; N +Kkq(j)]c)� [ e�j + Cte m([0; N +Kkq(j)]c)]kfkkgk1 = ujkfk kgk1: (5.13)Pour conclure cette section, donnons une classe d'exemple pour laquelle il est facile dev�eri�er (S-Exp1). Le syst�eme (�; �) est dit �a port�ee born�ee s'il existe un entier K telque pour tout n 2 N , pour x 2 [n], si y est un ant�ec�edent de x alors y 2 [p] avecn�K � p � n+K. Autrement dit, la matrice qui d�e�nit � est de la forme :0BBBBBBBBBB@
� � � � � � � � 0 � � � � � � � � � � � � � � � � � �... . . . . . .� � 00 � � 0... . . . . . . . . . . . .0 0 � � 0... . . . . . . . . . . . .

1CCCCCCCCCCAo�u � d�esigne une r�eel positif ou nul. Remarquons que si � est �a port�ee born�ee alors �est localement compact. En e�et, pour tout n 2 N , le cylindre [n] est compact :[n] � fx 2 NN = 0 � xk � n+ kKg:Exemple 5.2 [Dynamiques v�eri�ant (S-exp1).]Si (�; �) est �a port�ee born�ee et si � v�eri�e les deux propri�et�es suivantes :1. 9n0 tel que 8n > n0; (L�1)n � (1� 1n)� � > 0; (S�Exp2)2. la densit�e invariante h tend vers z�ero �a l'in�ni (c'est �a dire, si supx2[n]h(x) : = hn, hntend vers z�ero quand n tend vers l'in�ni),



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 93alors � v�eri�e (S-Exp1) .En e�et, si (�; �) est �a port�ee born�ee et � v�eri�e (S-Exp2), montrons par r�ecurrenceque pour k � 1 et n > n0 + (k � 1)K,(Lk�1)n � k�1Yj=0(1� 1n+Kj )�: (5.14)L'hypoth�ese (S-Exp2) exprime que (5.14) est v�eri��ee pour k = 1. Soient k > 1 et x 2 [n]avec n � n0 +Kk, si x0 est un ant�ec�edent de x par �, alors x0 2 [p] avecn0 +K(k � 1) � n�K � p � n +K:Lk+1� 1(x) = X�x0=x g0(x0)Lk�1(x0)� X�x0=x g0(x0) k�1Yj=0(1� 1n+K(j + 1))� (par hypoth�ese de r�ecurrence)� k�1Yj=0(1� 1n+K(j + 1))�L�1(x)� k�1Yj=0(1� 1n+K(j + 1))�(1� 1n)�:Le lemme suivant permet d'estimer (Lk�1)n pour N � n � N + (k � 1)K, si N etk sont su�samment grands et de montrer que (S-Exp2) + port�ee born�ee impliquent(S-Exp1).Lemme 5.11 Pour tout (12)� < � < 1, il existe n1 � n0 tel que pour tout N � n1 ilexiste k1 tel que pour k � k1, supN�n<N+(k�1)K(Lk�1)n < �:Preuve : Soit " < 1 tel que 2" < �, soient1. N0 � n0 tel que pour n � N0, hn � ", et n1 = max(N0+K; n0), �xons alors N � n1.2. k0 tel que 8k � k0, Lk�1(x) � h(x) + ", pour x 2 [n], n � N ,11Comme � est �a port�ee born�ee, l'ensemble [j0; N j] est compact. Ainsi, les r�esultats du chapitre 4impliquent qu'un tel k0 existe.



94 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.3. k0 > k0 tel que pour tout k > k0, �N +K(k + 1)N + 2Kk �� < � et k1 > k0 tel que pourtout k > k1, uk0 �N + (k0 + 1)KN + (k � 2)K �� < � o�u uk est d�e�ni paruk = supfLk�1(x) = x 2 [n]; N � n < N +K(k � 1)g:Soient k > k1, N � n1 et x 2 [n] avec N � n < N + kK, si x0 est un ant�ec�edent de x par�, alors, x0 2 [n0] avec N0 < N �K � n0 < N + (k + 1)K,Lk+1� 1(x) = X�x0=x g0(x0)Lk�1(x0)= XN0<n0�N g0(x0)Lk�1(x0)| {z }[1] + XN<n<N+(k�1)K g0(x0)Lk�1(x0)| {z }[2] + XN+(k�1)K�n0<N+(k+1)K g0(x0)Lk�1(x0)| {z }[3]Par les choix de N0 et k, on a[1] � XN0<n0�N g0(x0)["+ h(x0)] (par le choix 2: de k � k0);[2] � uk XN<n0<N+(k�1)K g0(x0);[3] � XN+(k�1)K�n0<N+(k+1)K g0(x0) k�1Yj=0(1� 1n0 +Kj )� (par (5.14))� k�1Yj=0(1� 1N +K(j + k + 1))� XN+(k�1)K�n0<N+(k+1)K g0(x0):Ainsi, pour k > k0,Lk+1� 1(x) � max["+ supN0<n0�N hn0 ; uk; k�1Yj=0(1� 1N +K(j + k + 1))�]L�1(x)� max[2"; uk; (N +K(k + 1)N + 2Kk )�](1� 1N + kK )�� max[uk; �](1� 1N + kK )�;et �nalementuk � max[uk0 k�2Y`=k0+1(1� 1N + `K )�; �](1� 1N + (k � 1)K )� � �



CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE. 95�Ainsi, pour 12� < � < 1 �x�e, on a : pour tout N � n1, il existe k1 tel que pour k � k1,�0k;j = supf(Lk�1)n = N � n � N + kKjg� max � supN�n�N+kK(Lk�1)n; supN+kK�n�N+kKj(Lk�1)n�� max"�; k�1Yi=0 �1� 1N +K(kj + i)��# (en utilisant 5:14)ce qui su�t pour obtenir (S-Exp1). �



96 CHAPITRE II.5 VITESSE DE CONVERGENCE.



Chapitre 6Exemples.Les r�esultats des chapitres 4 et 5 permettent d'�etudier les propri�et�es de m�elangede certaines matrices stochastiques et d'applications markoviennes non uniform�ementdilatantes de l'intervalle sans grandes branches �a l'in�ni. Pour montrer que ces syst�emesentrent dans le cadre pr�ec�edent, il peut être utile de recourir �a un changement de poten-tiel.Soit B un espace de Banach stable par L�, v une fonction continue strictement positivesur � et m une mesure r�eguli�ere sur �. Notons :{ Bv = ff = fv 2 Bg, muni de la norme kfk0 = kfvk pour f 2 Bv, o�u k k est lanorme sur B.{ 	 = � + log v � log(v � �), 	 et � sont alors dits cohomologues et on a L	f =v�1L�(fv) pour f 2 Bv.{ mv = vmPar exemple, si v est un point �xe pour L�, l'op�erateur L	 est normalis�e (L	1 = 1).Le diagramme suivant commute : B L��! B�v�1 # # �v�1Bv L	�! Bv:De plus, pour f 2 B, notons fv = fv , f est une fonction propre associ�ee �a une valeurpropre c pour L� si et seulement si fv est une fonction propre associ�ee �a une valeurpropre c pour L	 : L�f = vL	fv. De même, une mesure r�eguli�ere m est c-conforme97



98 CHAPITRE II.6 EXEMPLES.pour L� si et seulement si mv est c-conforme pour L	 :Z L	fdmv = Z L�fdm;pour f 2 Bv, kLn	f � hvmv(f)k0 = kLn�(fv) � hm(fv)k. Par ailleurs, si h est un point�xe pour L�, � = hm est invariante par � et f est telle que fhv 2 Bv si et seulement sifh 2 B, ainsi pour estimer la d�ecroissance des corr�elations, on peut utiliser soit L� soitL	 : j�(fg � �)� �(f)�(g)j = j Z g[Ln�(fh)� h Z fhdm]dmj= j Z g[Ln	(fhv)� hv Z fhvdmv]dmvj:Remarque 6.1 Si � est Lipschitz sur les 1-cylindres et v constante sur les 1-cylindresalors 	 est Lipschitz sur les 2-cylindres. De plus, si supx2� v(x)v � �(x) est born�e alors 	 estLipschitz sur les 1-cylindres. Dans les deux chapitres pr�ec�edents, nous avons suppos�e quele potentiel � �etait Lipschitz sur les 1-cylindres. Si � est Lipschitz sur les k-cylindres, onpeut d�e�nir la constante de Lipschitz locale de f appartenant �a L comme �etant le supsur les k-cylindres des constantes de Lipschitz de f restreinte aux k-cylindres. Tous lesr�esultats des chapitres pr�ec�edents s'adaptent alors. Dans le chapitre 5, il su�t d'ajouter�a la d�e�nition de bonne partition : P1 est form�ee de s-cylindres avec s � k.Remarque 6.2 Soit v : � �! R+ une fonction positive constante sur les 1-cylindres quitend vers z�ero �a l'in�ni et telle que supx2� v(x)v � �(x) est born�e. S'il existe n0 tel que8n � n0; supx2[n] 1v(x)L�v(x) � 1alors, la densit�e invariante h tend vers z�ero �a l'in�ni.En e�et, consid�erons v comme un changement de potentiel et L l'op�erateur associ�eLf = 1vL�(fv); pour f telle que fv 2 Cu(�);l'op�erateur L v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme F (modulo la remarque 6.1) et la mesuremv est �nie et conforme pour L. Soit h1 la densit�e invariante par L construite par leth�eor�eme F, soit h = vh1, h est invariante par L�. Comme h1 est une fonction born�ee,la densit�e invariante par L� tend bien vers z�ero �a l'in�ni.



CHAPITRE II.6 EXEMPLES. 996.1 Matrices stochastiques.Consid�erons une N�N matrice stochastique P = (pi;j)i;j2N,Pj pi;j = 1 pour tout i et� le sous d�ecalage de type �ni associ�e �a la matrice transpos�ee P t. On a P1 = 1, il s'agitde trouver une probabilit�e stationnaire, c'est-�a-dire � 2 (R+)N tel que �P = P t� = � etPn �n < 1. Si � est le potentiel constant par morceaux d�e�ni par �(x) = � log pji six 2 [i; j]1, l'op�erateur de transfert associ�e est la matrice P t. Pour appliquer les r�esultatsdes chapitres 4 et 5, il faut une probabilit�e conforme. Soit m1 la mesure d�e�nie sur lescylindres par m1[i] = 1 et m1[i1; � � � ; in] = pi1i2 � � � pin�1in , m1 est une mesure conformepour P t mais elle n'est pas de masse totale �nie. L'id�ee est d'utiliser un changement depotentiel. Consid�erons v : �! R+� constante sur les 1-cylindres et sommable, c'est �a diresi vn = v(x) pour x 2 [n] alors P vn < 1. Soit L l'op�erateur associ�e �a ce changementde potentiel : Lf = v�1P t(fv) pour f telle que fv est uniform�ement continue et born�ee.La mesure m = vm1 est �nie et c'est une mesure conforme pour L.Nous dirons que v est un vecteur sous-harmonique �a l'in�ni siil existe M > 0 tel que 8n 2 N ; 8k 2 N (vP k)n �Mvn:Le th�eor�eme F donne le corollaire suivant.Proposition 6.1 Soit P une matrice stochastique ap�eriodique. S'il existe un change-ment de potentiel v, sommable et sous-harmonique �a l'in�ni, alors P admet une uniqueprobabilit�e stationnaire � (autrement dit, P est r�ecurrente positive), et pour f telle quefv 2 Cu(�), j(P t)nf(x)� �im1(f)j �! 0 pour x 2 [i]: (6.1)Preuve : Le fait que v soit sous-harmonique �a l'in�ni implique que l'op�erateur L associ�e�a ce changement de potentiel v�eri�e (K). Le th�eor�eme F donne l'existence de u 2 Lpoint �xe de L qui v�eri�e m(u) = 1 (m d�esigne la mesure vm1 comme ci-dessus) et laconvergence de Lng vers um(g) pour g 2 Cu(�). Soit � = uv, on a pour f telle quefv 2 Cu(�), (P t)nf(x)� �im1(f) = v[Ln(fv )� um(fv )]; x 2 [i]: �Consid�erons P une matrice stochastique ap�eriodique admettant un vecteur sous-harmonique�a l'in�ni v. Les r�esultats du chapitre 5 permettent de pr�eciser la convergence (6.1). Si v1par d�e�nition de �, si le cylindre [i; j] est non vide, pj;i 6= 0



100 CHAPITRE II.6 EXEMPLES.v�eri�e de plus9n1 9p1 tels que 8n > n1; 8p > p1; 90 < �p < 1 (vP p)n � �pvnc'est-�a-dire que L v�eri�e (Exp1), ou si � est �a port�ee courte et v v�eri�e90 < � < 1; 9n1 tel que 8n > n1 (vP )n � �vnc'est-�a-dire que L v�eri�e (Exp2) alors, il existe 0 <  < 1 tel que pour toute fonction fde Lv�1 , k1v [(P t)nf � � m(f)]k1 � Knkfv k:En particulier, si f = 1[j], kfvk = 1vj , soit x 2 [i],(P t)nf(x) =Xk pnk;if(k) = pnj;iet on obtient, ��pnji � �i�� 1vj � Kn 1vj ; i.e. ��pnji � �i�� � Kn;c'est-�a-dire que P est g�eom�etriquement ergodique au sens de Vere-Jones [V-J1]. On peutaussi estimer la vitesse de convergence lorsque P est sans grandes branches �a l'in�ni etnon n�ecessairement g�eom�etriquement ergodique. Soit�0p;j = sup[(vP p)n; N � n < N +Kpj];en rempla�cant �0p;j par �0p;j dans la section 5.5.2, on obtient une estimation de la d�ecrois-sance des corr�elations qui s'exprime en fonction de la convergence �a z�ero des produits�`�0p;`.6.2 Applications uniform�ement dilatantes de l'inter-valle.Les techniques d�evelopp�ees dans les chapitres 4 et 5 peuvent être adapt�ees pour �etu-dier des applications markoviennes (au sens de [A,D,U], voir page xviii) de l'intervallene v�eri�ant pas les hypoth�eses de [L, S, V1] ou non uniform�ement dilatantes et sansgrandes branches �a l'in�ni.



CHAPITRE II.6 EXEMPLES. 101Dans ce qui suit I d�esigne l'intervalle [0; 1], � la mesure de Lebesgue sur I. �Etantdonn�ee I = (In)n2N une partition (mod 0) de I en sous intervalles ouverts, B d�esignel'espace des fonctions born�ees sur I, lipschitzienne sur chaque In et dont les constantesde Lipschitz sont uniform�ement born�ees. Soit K(f) le sup des constantes de Lipschitzde f 2 B sur chaque In. Pour f 2 B, kfk = max(kfk1; K(f)), k k est une norme surB qui en fait un espace de Banach. Si T : I ! I est C1 et injective sur chaque In, alorsla mesure de Lebesgue est conforme pour l'op�erateur de transfert associ�e au potentiel� logT 0. On suppose que T v�eri�e la propri�et�e de Markov : pour tout n 2 N , TIn estune union (mod 0) d'�el�ements de la partition I et que la partition I engendre la tribudes bor�eliens sous T . De tels syst�emes sont toujours mesurablement conjugu�es �a un STF(voir page xix), on dit aussi que le syst�eme est cod�e sur un STF, soit � le STF associ�eet T l'application de conjugaison. Nous dirons que T est dilatante si T 0(x) > 1 pourtout x 2 Sn In et uniform�ement dilatante s'il existe D > 1 tel que T 0(x) � D pourtout x 2 Sn In. Lorsque T est uniform�ement dilatante, le codage est bon dans le senssuivant :soit f 2 B, on d�e�nit ef : � �! � par ~f(~x) = f(T (x)). Pour r = D�1, ~f appartient �a L.Cependant, comme on souhaite aussi consid�erer des applications non uniform�ement di-latantes de l'intervalle, il est pr�ef�erable de travailler directement sur I. Les techniquesd�evelopp�ees dans les chapitres 4 et 5 s'adaptent directement dans le cas o�u T est unifor-m�ement dilatante et demandent quelques modi�cations dans le cas non uniform�ementdilatant. Dans ce cadre, les k-cylindres correspondent aux sous-intervalles de I de laforme Tk�1i=0 T�iIni .Remarque 6.3 Pour que la partition I engendre la tribu des bor�eliens sous T , il su�tque T soit dilatante.Nous allons traiter l'exemple suivant.Exemple 6.1Soit T : I ! I d�e�nie de la mani�ere suivante :T est C2, monotone et croissante sur chaque In, elle se prolonge en une application continuesur l'adh�erence de chaque In et TIn = In�1[In[In+1 (en convenant que In = ; si n < 0),nous supposons de plus que T est uniform�ement dilatante.Remarquons que les dynamiques ainsi d�e�nies sont ap�eriodiques et �a port�ee born�ee,elles ne v�eri�ent pas l'hypoth�ese de recouvrement (page xviii)



102 CHAPITRE II.6 EXEMPLES.6.2.1 Cas a�ne.Supposons dans un premier temps que T est a�ne sur chaque In. Notons �n = �(In)et �n = 1T 0 (x) pour x 2 In, �n = �(In)�(In+1)+�(In)+�(In�1) et L l'op�erateur de transfert associ�eau potentiel � logT 0, L v�eri�e :L1n = �n+1 + �n + �n�1:Rappelons l'hypoth�ese de faible contribution de l'in�ni (page 61) :9n0 tel que 8n > n0; (L�1)n = supx2[n]L�1(x) � 1; (H)Lemme 6.2 Si la suite (�n)n2N v�eri�e l'une des deux propri�et�e suivantes :1. limn!1 �n+1�n < 1, dans ce cas on dira que la suite �n est de type exponentiel2. �n+1�n crô�t vers 1 pour n � n0alors L v�eri�e l'hypoth�ese de faible contribution de l'in�ni.Preuve : Supposons que limn!1 �n+1�n = � < 1, alors �n converge vers ��2+�+1 < 1=3 et L1nvers 3 ��2+�+1 < 1 ainsi (H) est v�eri��ee.Supposons qu'il existe n0 tel qu'�a partir de n0, la suite �n+1�n crô�t vers 1, soit 0 < un < 1tel que pour n � n0 un+1 � un et �n+1�n = (1� un);on a pour n � n0 + 1 : ��1n = 3� un + un�1 + 1Xi=2 (un�1)i � 3ainsi, L1n � 1 si n � n0 + 1 et (H) est v�eri��ee. �L'hypoth�ese (H) et le fait que � soit une mesure conforme pour L impliquent (K) (voirpage 61), nous noterons h la densit�e invariante et � = h�. La d�emonstration du lemme6.2 montre que si la suite (�n)n2N est de type exponentiel, alors L v�eri�e (Exp2), commeT est �a port�ee born�ee, l'exemple 5.1 montre que L v�eri�e (Exp1), ainsi la d�ecroissance



CHAPITRE II.6 EXEMPLES. 103des corr�elations est exponentielle sur l'espace B. D'autre part, il est facile de constaterque k d�e�ni par k(x) = �n+1 + �n + �n�1 si x 2 In est un point �xe de L� (donc le seul�a normalisation pr�es par le th�eor�eme F). Consid�erons JN = Sn>N In. On aj�(T�NJN \ I0)� �(JN)�(I0)j = �(JN)�(I0) car T�nJN \ I0 = ;:En particulier, on ne peut pas avoir de d�ecroissance exponentielle des corr�elations dutype (5.8) si la suite �n n'est pas major�ee par une suite exponentielle. La vitesse dem�elange peut n�eanmoins être pr�ecis�ee dans certains cas.Proposition 6.3 Si �n = Kn� + o(n�), 1=2 < � < 1 alors, pour tout r > 0, il existeC(r) tel que pour f telle que fh 2 B et g 2 L1,j�(fg � T n)� �(f)�(g)j � C(r) 1nrkfhk kgk1:Preuve : Supposons que �(In) = Kn� + o(n�), � < 1. �n v�eri�e :�n = 13 � �2(log )29n2(1��) + o( 1n2(1��) ):Soit C < �2(log )29 , il existe n0 tel que pour n � n0,�n � 13 � Cn2(1��) :Ainsi, pour n � n0, L1n � 1� 3Cn2(1��) : = 1� cn2(1��) :Soit � = 2(1��) � 1 si � � 12 , ce que nous supposons dor�enavant. En reprenant l'exemple5.2 page 92, on montre l'estimation suivante.Lemme 6.4 Il existe n1 tel que pour N � n1, il existe k0 tel que pour k � k0,�0j;k = supN�n�N+kjLk1n � k�1Yi=0 1� c(N + kj + i)� � k�1Yi=0 �1� 1(N + kj + i)��c :Ainsi, L v�eri�e (S-Exp1) et les estimations du chapitre 5 (pages 91 et 92) donnent pourf telle que fh 2 B et g 2 L1, q(j) = ju, 0 < u < 1 et n = k(j + q(j)) + r, j = O(nk ), si� < 1,j�(fg � T n)� �(f)�(g)j � Cte(N) [exp(�c(N + kj)1��) + Xn�N+kq(j) n� ] (6.2)



104 CHAPITRE II.6 EXEMPLES.si � = 1, j�(fg � T n)� �(f)�(g)j � Cte(N) [ 1j(1�u)ck + Xn�N+kq(j) n�]: (6.3)Remarquons que Pp�n p� = O(n1��n�), on en d�eduit l'estimation annonc�ee. �Remarque 6.4 Lorsque la convergence �a z�ero de �(In) est moins rapide que n� , 12 �� < 1, par exemple polynomiale, on peut montrer queL1n � (1� Cn� )pour n su�samment grand et � > 1, ceci ne su�t pas pour utiliser les techniques duchapitre 5. Il est peut-être n�eanmoins possible d'obtenir des majorations de la vitesse dem�elange en am�eliorant l'estimation pour des it�er�es de L.6.2.2 Cas C2 par morceaux.Consid�erons maintenant que T est C2 sur chaque In, T 00(x) est uniform�ement born�epar R > 0 et T est dilatante. Pour x et y appartenant �a In on a,jT 0(x)� T 0(y)j � supz2In T 00(z)jx� yj:Ainsi, en int�egrant en y, on obtient :�R�(In) + 1�n � T 0(x) � R�(In) + 1�n : (6.4)Cette estimation implique, en reprenant la d�emonstration du lemme 6.2Lemme 6.5 Si la suite (�n)n2N est de type exponentiel alors l'op�erateur L est quasi-compact sur l'espace B, il existe une unique mesure invariante absolument continue etelle est exponentiellement m�elangeante sur B.Si la suite (�n)n2N v�eri�e�n+1�n crô�t vers 1 pour n � n0alors il existe une unique mesure invariante absolument continue et elle est m�elangeante.L'estimation (6.4) conduit comme pr�ec�edemment au r�esultat suivant.Proposition 6.6 Si �n = Kn� + o(n�), 1=2 < � < 1 alors, pour tout r > 0, il existeC(r) tel que pour f telle que fh 2 B et g 2 L1,j�(fg � T n)� �(f)�(g)j � C(r) 1nr kfhk kgk1:



CHAPITRE II.6 EXEMPLES. 1056.3 Applications non uniform�ement dilatantes de l'in-tervalle.Nous donnons une estimation de la vitesse de m�elange pour des applications del'intervalle de type Gaspard-Wang, admettant une probabilit�e invariante absolumentcontinue.Soit (In)n2N une partition (mod 0) de I telle que �(In) = K(n+1)� , K > 0, � > 1.Consid�erons l'application T a�ne par morceaux suivante. T est croissante, a�ne surchaque In, TIn = In�1 pour n � 1 et TI0 = I. Cette transformation est une lin�earisationd'applications lisses non uniform�ement dilatantes de l'intervalle consid�er�ees par exemplepar M. Thaler ([T]), C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti ([L, S, V2]) et introduites parP. Gaspard et X.-J. Wang ([G, W], [Wan]) pour mod�eliser des ph�enom�enes d'intermit-tence. Il est connu que T admet une unique mesure invariante absolument continue parrapport �a la mesure de Lebesgue dont la densit�e h v�eri�e cn � h(x) � Cn si x 2 In([La,Si,V]). En particulier, � = h� est de masse totale �nie si et seulement si � > 2. Parailleurs, cette mesure invariante est m�elangeante. Remarquons que la dynamique ainsid�e�nie est sans grandes branches �a l'in�ni et ap�eriodique.Pour d > 0 notons vd : I ! R+ la fonction constante sur les In d�e�nie par :vd(x) = vn = nd si x 2 In;soit E l'espace des fonctions f telles quefhvd 2 B pour tout d > 1 et supd>1 fhvd  : = jjjf jjj <1Nous allons montrer le r�esultat suivant.Proposition 6.7 Pour tout " > 0, il existe C(") telle que pour toutes f 2 E et g 2 L1,j�(fg � T n)� �(f)�(g)j � C(")jjjf jjj kgk1 1n��2�" : (V)Remarquons que comme cn � h(x) � Cn si x 2 In, les fonctions de B appartiennent �aE et pour f 2 B, on a jjjf jjj � Ctekfk.Remarque 6.5 Soit JN = Sn�N In, pour tout N , T�NI0 \ JN = ;, ainsij�(T�NI0 \ JN)� �(I0)�(JN)j = �(I0)�(JN) � CteN��2 :



106 CHAPITRE II.6 EXEMPLES.Sur l'espace B, la vitesse de m�elange ne peut donc pas être inf�erieure �a 1n��2 . De nombreuxr�esultats sur la d�ecroissance des corr�elations d'applications de ce type (lin�earis�e ou non)existent. Les plus anciens sont ceux de A. Lambert, S. Siboni, S. Vaienti ([La,Si,V]),M. Mori ([Mo]) et N. Chernov ([Ch]). A.M. Fisher et A. Lopes ([F, L]) et S. Isola ([I])obtiennent une vitesse en 1n��2 pour des observables qui sont des combinaisons lin�eaires�nies de fonctions caract�eristiques de cylindres. Pour le mod�ele lisse, en utilisant destechniques d'approximation, C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti ([L, S, V2]) obtiennentune vitesse en log nn� pour des fonctions lipschitziennes sur l'intervalle I, cet espace estinclus dans E. Par une m�ethode de couplage, L.-S. Young ([Y1]) obtient, sur le mêmeespace, une vitesse en 1n� ; dans [H] H. Hu montre le même r�esultat et que cette vitesseest optimale sur l'espace des fonctions lipschitziennes sur I. Plus r�ecemment, M. Pollicottet M. Yuri ([Po,Y]) obtiennent une estimation de la d�ecroissance des corr�elations sur unespace fonctionnel contenant f 1x ; 0 <  < 1�g.Preuve de la proposition 6.7 : L'op�erateur de transfert L� associ�e au potentiel� = � logT 0 v�eri�e L�1n = �n + 1n + 2�� + �(I0):La densit�e h n'�etant pas born�ee, L� ne v�eri�e pas l'hypoth�ese (K). C'est pourquoi on arecourt �a un changement de potentiel.Soit Ld l'op�erateur correspondant au changement de potentiel associ�e �a vd, Ldf = 1vdL�(fvd).Ld1n = �n + 1n + 2���d + �(I0)nd :Ainsi, pour n su�samment grand, Ld1n � 1, c'est-�a-dire que Ld v�eri�e (H). Ceci impliqueque Ld v�eri�e (K) si la mesure conforme md = vd� reste de masse totale �nie : le potentielest constant sur les In donc pour x 2 In,Lkd1(x) = 1md(In) ZIn Lkd1dmd;on montre alors (K) en proc�edant comme page 61. On a md(I) = P vn�(In), md(I) est�ni si et seulement si � � d > 1, comme d > 1, on retrouve la condition � > 2 quigarantit l'existence d'une probabilit�e � invariante et absolument continue. Dans la suite,nous supposons que � > 2, ��d > 1 et que la mesure md est normalis�ee (i.e. md(I) = 1).Notons aussi hd le point �xe de Ld tel que md(hd) = 1, la mesure � v�eri�e � = hdmd = h�.Montrons que Ld v�eri�e (S-Exp1). Fixons 0 < � < �� d, soit � = �� d� �.



CHAPITRE II.6 EXEMPLES. 107Lemme 6.8 Il existe n1 = n1(d; �), il existe k0 tels que pour N � n1 et k � k0,�0k;j = supN�n�N+kjLkd1n � k�1Ỳ=0�1� 1N + kj + `+ 2��Preuve : L'op�erateur Ld v�eri�e (K), c'est-�a-dire qu'il existeM > 0 tel que kLnd1k1 �Mpour tout n 2 N . Fixons dans un premier temps n0 tel que pour tout n � n0, (1� 1n+2)�+2��(I0)Mnd � 1. Ce choix de n0 implique pour n � n0, Ld1n � (1� 1n+2)� :Ld1n = �n + 1n + 2���d + �(I0)nd � �1� 1n + 2��si (1� 1n+1)� + �(I0)nd (n+2n+1)� � 1, ce qui est le cas par le choix de n0. Nous allons montrerl'estimation suivante par r�ecurrence :pour tout n � n0 + k; Lkd1n � k�1Ỳ=0 �1� 1n+ `+ 2�� :Nous venons de montrer que cette estimation est vraie pour k = 1, supposons qu'elle soitvraie jusqu'au rang k. Soit n � n0 + k + 1,Lk+1d 1n = �1� 1n + 2���d Lkd1n+1 + �(I0)nd Lkd10� �1� 1n + 2���d k�1Ỳ=0�1� 1n + `+ 3�� + �(I0)Mnd� kỲ=0�1� 1n + `+ 2��si (1� 1n+2)" + �(I0)Mnd Qk̀=0 �1� 1n+`+2��� � 1, or,kỲ=0�1� 1n+ `+ 2��� = (n + k + 2n + 2 )�= �1 + kn+ 2�� � 2� car n � n0 + k + 1:le choix de n0 donne l'estimation souhait�ee. Pour conclure la preuve du lemme, il reste �aestimer Lkd1n pour N � n < n0 + k.Lk+1d 1n � �1� 1n + 2���d Lkd1n+1 + �(I0)Mnd ;



108 CHAPITRE II.6 EXEMPLES.par r�ecurrence, on montre,Lkd1n � k�1Ỳ=0(1� 1n + j + 2)��d + �(I0)Mnd [1 + k�1Xp=2 pỲ=1(1� 1n+ `+ 2)��d]:Ceci conduit �aLkd1n � �n+ 1n+ k���d + Knd�1 o�u K est une constante ne d�ependant ni de n ni de k:Soit �12���d <  < 0 < 1, choisissons n1 tel que pour n � n1, Knd�1 <  � 0 et N � n1,choisissons k0 tel que pour k � k0, (1 � kn0+2k)��d < 0, comme, N � n < n0 + k,n+1n+k � 1� kn0+2k , ainsi Lkd1n � . Ces estimations su�sent pour obtenir le lemme. �Ainsi, �0k;j � k�1Ỳ=0�1� 1N + kj + `+ 2��= � N + kj + 2N + k(j + 1) + 2��= �1� kN + k(j + 1) + 2��� �1� 1N + k(j + 1) + 2��k ; et Ld v�eri�e (S-Exp1):Pour appliquer la m�ethode de la section 5.2, il su�t d'estimer Kj(Lkdf) pour f 2 Cs;t;ja;b;c.Notons �(x) = (T 0(x))�1, �k(x) =Qk�1i=0 �(T ix) et gk(x) est d�e�ni par :Lkd1(y) = XT ky0=y gk(y0):Soient x et y 2 In, n � N+k(j�1) et f 2 B, en utilisant que T est sans grandes branches�a l'in�ni, on obtient :jLkdf(x)� Lkdf(y)j � Kj(f) d(x; y) XT kx0=x gk(x0)�k(x0);� �k � 1, ainsi, pour n � NjLkdf(x)� Lkdf(y)j � Kj(f) d(x; y) �0k;j



CHAPITRE II.6 EXEMPLES. 109� Soit 0 � n < N . Pour tout p � k et z 2 �, on a �k(z) � �p(z). Ainsi,XT kx0=x gk(x0)�k(x0) � XT kx0=x gk(x0)�p(x0) = Lkd�p(x);pour x 2 [j0; N j], le th�eor�eme F appliqu�e �a Ld implique que Lkd�p(x) converge vershd(x)md(�p) uniform�ement en x. Or, le th�eor�eme ergodique de Birkho� appliqu�e �alog � et le fait que �(log �) < 0 impliquent que �p(z) converge vers z�ero quand p tendvers l'in�ni pour �-presque tout z. On a � = hdmd, ainsi �p(z) converge vers z�eroquand p tend vers l'in�ni pour md-presque tout z. Par le th�eor�eme de convergencedomin�ee de Lebesgue, md(�p) tend vers z�ero si p tend vers l'in�ni. Il existe donck(N) tel que pour k > k(N),XT kx0=x gk(x0)�k(x0) � Lkd�p(x) � �0k;j:Finalement, pour k � k(N), on a Kj�1(Lk�f) � Kj(f)�0k;j. Ainsi, avec les notations de lasection 5.2, pour k � max(k(N); k0) et 0 <  < 1LkdCs;t;ja;b;c � Cs;t;j�1a;�jb;�jcet le diam�etre hyperbolique de LkdCs;t;ja;b;c dans Cs;t;j�1a;�jb;�jc est major�e par 2 log 1+�j1��j . Le point�xe de Ld v�eri�e hd = hvd . Si f est telle que fhd = fhvd 2 B et g 2 L1, l'estimation (5.13)donne pour q(j) = ju, 0 < u < 1 et n = k(j + q(j)) + r, j = O(nk ),j�(fg � T n)� �(f)�(g)j� Cte"log(N + k(j + q(j)))�N + kq(j)N + kj ��k +m([N + kq(j)]c)# kfhvd k kgk1� Cte(d; u) � 1j(1�u)�k + 1ju(��d�1) � kfhvd k kgk1:Soit f appartenant �a E. Fixons " > 0 et 1 < d < 1+", soient u = ��2�"��d�1 < 1 et k > ��2�"�(1�u) ,alors j�(fg � T n)� �(f)�(g)j � Cte(") 1j��2�" jjjf jjj kgk1:Comme j = O(nk ) et k = k(") on en d�eduit :j�(fg � T n)� �(f)�(g)j � Cte(") 1n��2�" jjjf jjj kgk1:Ceci termine la preuve de la proposition. �
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Annexe : codage pour des petitesperturbations de di��eomorphismesAxiome ALe cadre de la section 3.1 peut repr�esenter un codage pour des petites perturbationsde di��eomorphismes Axiome A. L'objet de cette section est de construire ce codage. Ila �et�e r�ealis�e �a l'aide d'une id�ee de C. Bonatti (preuve du lemme A.2).Soit f un di��eomorphisme C1 Axiome A sur une vari�et�e compacte Riemannienne M ,soit �(f) = Tn2ZfnU son ensemble hyperbolique, o�u U est un voisinage fondamentalde �(f). Nous donnons une construction d'un codage pour des petites perturbations def .Soit (
; S; P ) un syst�eme dynamique inversible abstrait, B un petit voisinage de f pourla topologie C1 et une application mesurable g : 
 �! B. Notons g(n; !) = gSn�1! � � � ��g! pour n � 0 et g(n; !) = g�1Sn! � � � � � g�1S�1! pour n < 0. Soit �! = Tn2Zg(n; !)�1U . Ilest clair que g!�! � �S!.Proposition : codage Il existe une sous-d�ecalage � (bilat�ere) de type �ni sur un alphabet�ni et pour tout ! 2 
, il existe une application surjective �! telle que le diagrammesuivant commute : � ��! ��! # # �S!�! g!�! �S!et l'ensemble des points de �! n'ayant qu'un seul ant�ec�edant est un G� dense.T. Bogensch�utz et V.M. Gundlach [Bog,G] ont obtenu un codage pour des syst�emesdynamiques al�eatoires (pas n�ecessairement des perturbations) dilatants, sur un sousd�ecalage de type �ni al�eatoire.Soit (�; �) le sous-d�ecalage (bilat�ere) de type �ni associ�e �a f ([Bo]), nous avons le111



112 CODAGE POUR DES PETITES PERTURBATIONSdiagramme commutatif suivant : � ��! �� # # ��(f) f�! �(f);o�u � est continue et surjective et l'ensemble des points de �! n'ayant qu'un seul ant�ec�e-dant est un G� dense. Il su�t ainsi de construire un hom�eomorphisme  ! : �! 7! �(f).Cette construction est faite �a l'aide de deux \lemmes de pistages al�eatoires". Rappellonsle lemme de pistage classique.Une suite fxiga<i<b, �1 � a < b � +1 est une �-pseudo-orbite pour f si d(fxi; xi+1) <�, pour a < i < b. Une orbite o(x) = ff ix i 2 Zg "-piste la pseudo-orbite fxiga<i<b, sid(f ix; xi) < " pour a < i < b. Le r�esultat suivant est fondamental dans la th�eorie desdi��eomorphismes hyperboliques, il a �et�e tout d'abord obtenu par D.V. Anosov [A] avecune formulation un peu di��erente. La formulation g�en�erale peut être trouv�ee dans [Bo].Lemme de pistage. Soit f un di��eomorphisme Axiom A d'ensemble hyperbolique �.Pour tout " > 0 assez petit, il existe � > 0 tel que toute �-pseudo orbite dans � soit"-psit�ee par une orbite dans �.Commen�cons la construction du codage. La preuve du lemme suivant est directementadapt�ee de celle de S. Newhouse (Th�eor�eme 3:7 [N]). Rappelons qu'un di��eomorphismeAxiom A est expansif dans le sens suivant. Il existe " > 0 tel que d(fnx; fny) < " pourtout n 2 Z implique x = y. Un tel " > 0 est applel�e constante d'expansivit�e.Lemme A.1 Soit " une constante d'expansivit�e pour f . Si B est assez petite, pour toutx 2 �! il existe un unique z =  !x 2 �(f) tel que :8n 2 Z; d(fnz; g(n; !)x) < "=2:De plus,  ! : �! ! �(f) est continue.Preuve : Choisissons :1. �1 < " tel que toute �1-pseudo-orbite pour f soit "=4-pist�ee.2. � < �1=3, � < "=4 tel que d(x; y) < � =) d(fx; fy) < �1=3.On peut toujours supposer que U � B��(f) et B � BC1(f; �=3). Soit x un �el�ement de�! = Tn2Zg(n; !)�1U , alors pour tout n 2 Z, il existe xn 2 �(f) tel que d(xn; g(n; !)x) < �.



DE DIFF�EOMORPHISMES AXIOME A 113On a alors :d(fxn; xn+1) � d(fxn; fg(n; !)x) + d(fg(n; !)x; g(n+ 1; !)x) + d(g(n+ 1; !)x; xn+1)< �1:En utilisant le lemme de pistage, on obtient z =  !x 2 �(f) de sorte que d(fnz; xn) < "=4.Il est alors facile de voir que z convient. De plus, l'unicit�e provient du choix de ".Montrons que  ! est continue. Si  ! n'�etait pas continue en x 2 �!, alors il existerait�0 > 0 et une suite yk 2 �! telle que yk converge vers x et d( !x;  !yk) > �0. Parcompacit�e, on peut toujours supposer que  !yk converge vers un point z 2 �(f), on aalors d( !x; z) > �0. Maintenant, pour tout n on a :d(fn !x; fnz) � d(fn !x; g(n; !)x) + d(g(n; !)x; g(n; !)yk)+d(g(n; !)yk; fn !yk) + d(fn !yk; fnz)< "+ d(g(n; !)x; g(n; !)yk) + d(fn !yk; fnz):Ainsi, si k tend vers l'in�ni, on obtient pour tout n, d(fn !x; fnz) � ", ceci contredit lechoix de ". �Il reste �a montrer que  ! est bijective.Lemme A.2 Pour � et B su�samment petits, pour z 2 �, il existe un unique x 2 �! telque 8n 2 Z d(fnz; g(n; !)x) < �.Preuve : Pour montrer ce lemme, rappelons quelques r�esultats qui se d�eduisent directe-ment de la th�eorie de di��eomorphismes hyperboliques ([N]).Si B est un voisinage su�samment petit de f , il existe un voisinage fondamental U de�(f), et � > 1 tels que :1. La d�ecomposition hyperbolique TxM = Eux � Esx; x 2 �(f) s'�etend en une d�ecom-position continue TxM = E1x � E2x; x 2 U ,2. pour g 2 B, x 2 U , Txg pr�eserve un champ de cône instable et est une �-dilatationsur ce champ de cône, c'est �a dire,Cux;� = fv = v1 + v2 2 TxM; v1 2 E1x; v2 2 E2x = jv1j < �jv2jgTxg(Cux;�) � Cugx;� et pour v 2 Cux;�, jTxgvj > �jvj,



114 CODAGE POUR DES PETITES PERTURBATIONS3. pour g 2 B, x 2 U , Txg�1 pr�eserve un champ de cône stable et est une �-dilatationsur ce champ de cône, c'est �a dire,Csx;� = fv = v1 + v2 2 TxM; v1 2 Esx; v2 2 Eux = jv1j � �jv2jgTxg�1(Csx;�) � Csg�1x;� et pour v 2 Csx;�, jTxg�1vj > �jvj.
������ ��

L1!(x) fx
Eu g�1! g!

Esf�1L(x; �) L(f�1x; �)f�1x Esg�1! L(x; �) Du Eu
x L(x; �)Es

EufL(x; �)
g!L(x; �)L(fx; �)

Figure 6.1Soit z 2 �(f) et L(z; �) un petit voisinage de Liapunov ([Po1]) de z, inclus dans U , (c'est�a dire f(L(x; �)) intersecte L(fx; �) transversalement dans le sens que leur con�gurationest hom�eomorphe �a la �gure 6.1). On appellera disque stable (resp. disque instable) toutC1 disque D tel que pour tout x 2 D \U , TxD � Csx;� (resp. TxD � Cux;�). Pour A � M ,on appelle u-largeur (resp. s-largeur) `u(A) = maxfdiamDu\A;Du disque instableg (resp`s(A) = maxfdiamDs \ A;Ds disque stableg).Il est clair que, `s(g!L(f�1x; �)) � ��1`sL(f�1x; �) et `u(g�1! L(fx; �)) � ��1 `uL(fx; �).Pour ! 2 
, x 2 �(f), soit L1!(x) = g�1S�1![L(fx; �)]\L(x; �) (voir �gure) et par induction,Ln!(x) = g�1S�1![Ln�1S�n+1!(fn�1x)] \ L(x; �). On obtient ainsi une suite d�ecroissante de sousensembles de L(x; �) dont la u-largeur tend vers z�ero (`u(Ln!(x)) � ��n). De même, soitR1!(x) = g![L(f�1x; �)]\L(x; �) et par induction, Rn!(x) = g![Rn�1Sn�1!(f�n+1x)]\L(x; �).On obtient une suite d�ecroissante de sous ensembles de L(x; �) dont la s-largeur tend versz�ero (`s(Rn!(x)) � ��n), x = Tn2N Ln!(x) \ Rn!(x) convient. De plus, tout x v�eri�ant lelemme appartient �a Tn2N Ln!(x) \ Rn!(x), ceci implique l'unicit�e. �



DE DIFF�EOMORPHISMES AXIOME A 115Remarque 6.6 Nous avons cod�e la dynamique al�eatoire sur un d�ecalage bilat�ere (i.e.� � AZ). Le passage du d�ecalage bilat�ere au d�ecalage unilat�ere s'e�ectue comme dansle cas d�eterministe ([Bo], [Pa, Po], [Po2]). Si F est un potentiel al�eatoire appartenant �aL1(
; C(�)), on construit un potentiel eF 2 L1(
; C(�)) ne d�ependant pas du pass�e :fF!(x) = fF!(y) si xi = yi pour i � 0 et une application u 2 L1(
; C(�)) tels queF!(x) = fF!(x) + u!(x)� u!(�x):Cette relation implique que fF! et F! ont les mêmes �etats d'�equilibre. De plus, on avn(fF!) = vn2 (F!) (cf [Po2]).
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PerspectivesTout au long de ce travail, nous avons cherch�e �a estimer la d�ecroissance des cor-r�elations pour des syst�emes Markoviens m�elangeants. Ces estimations permettent ded�egager des propri�et�es probabilistes de ces syst�emes : th�eor�eme de la limite centrale,stabilit�e stochastique. A chaque fois, la technique utilis�ee repose sur l'�etude de l'op�era-teur de transfert. Les r�esultats obtenus pourraient être d�evelopp�es et approfondis dansles directions suivantes.1. Dans le cas o�u l'op�erateur de transfert, comme op�erateur sur un espace de BanachB, n'est pas quasi-compact, le lien entre le spectre de l'op�erateur et la d�ecroissancedes corr�elations pour des fonctions de B n'est pas explicit�e. Une premi�ere approchepour pr�eciser ce lien pourrait être d'�etudier la fonction zêta dynamique associ�eeet plus particuli�erement les singularit�es de cette fonction.2. D'autre th�eor�emes limites peuvent être obtenus �a partir d'une bonne estimationdu m�elange. Plus particuli�erement, le probl�eme de l'estimation du temps d'entr�eedans les cylindres peut être abord�e.3. Dans tout ce travail, les syst�emes dynamiques �etudi�es �etaient Markoviens. Dansle cadre d'un alphabet d�enombrable, la �-variation d�e�nie par X. Bressaud ([Bre])pourrait permettre d'obtenir des r�esultats pour des sous-d�ecalages non Marko-viens. Pour un n-cylindre [i1; : : : ; in], soit vi1;:::;in(f) la variation de f sur ce cy-lindre : vi1;:::;in(f) = supfjf(x)� f(y)j = x; y 2 [i1; : : : ; in]gpour 0 < � < 1, la �-variation g�en�eralise la notion de fonction �a variation born�eesur l'intervalle : V�(f) =Xn�1 �n Xi1;:::;in vi1;:::;in(f)117



118 PERSPECTIVESLes techniques mises en �uvre au chapitre 5 pourraient être adapt�ee pour estimerla d�ecroissance des corr�elations, pour des fonctions �a �-variation born�ee, pour dessous-d�ecalages non Markoviens, lorsque l'op�erateur de transfert n'est pas quasi-compact. Dans le même ordre d'id�ees, la condition que � est sans grandes branches�a l'in�ni est assez forte. Les techniques d�evelopp�ees dans la section 5.2 devraits'adapter pour des syst�emes poss�edant des grandes branches �a l'in�ni, �a conditionque la contribution �a l'op�erateur de transfert de ses branches soit su�sammentfaible.4. En�n, les r�esultats obtenus pour des applications non uniform�ement dilatantes etlin�eaires par morceaux de l'intervalle (chapitre 6) pourraient être �etendus �a desapplications C2 par morceaux en consid�erant des cônes de fonctions C1 par mor-ceaux dont le comportement de la d�eriv�ee est sp�eci��e. Ce point de vue a �et�e adopt�edans [F,S 2] et [L, S, V2].Par ailleurs, dans [K, T], T. Kr�uger et S. Troubetzkoy codent des di��eomorphismesnon uniform�ement hyperboliques et C1+� sur un STF, sur un alphabet d�enom-brable, localement compact. Aussi, il parâ�t int�eressant de relier les STF consid�er�esici �a ceux construits par T. Kr�uger et S. Troubetzkoy.



Bibliographie[A,D,U] J. AARONSON, M. DENKER & M. URBANSKI Ergodic theory for Markov�bred systems and parabolic rational maps. Trans. Amer. Math. Soc. (1993),337 (2), 495-548.[A,D] J. AARONSON &M. DENKER Local limits theorems for Gibbs-Markov maps.(1998).[A] D.V. ANOSOV Geodesic ows and closed Riemannian manifolds with negativecurvature. Proc. Steklov Inst.Math. 90 (1967).[Ba] V. BALADI Correlation spectrum of quenched and annealed equilibrium statesfor random expanding maps., Comm. Math. Phys. (1997) 186, 671-700[B, K] V. BALADI & G. KELLER. Zeta functions and transfer operator for Piecewisemonotone transformations. Commun. Math. Phys. (1990), 127, 459-477.[B,K,S] V. BALADI, A. KONDAH, B. SCHMITT Random correlations for smallperturbations of expanding maps. Random & Comput. Dyn., (1996) 4, 179-204.[Bi1] G. BIRKHOFF Extensions of Jentzch's theorem. T.A.M.S. (1957), 85, 219-227.[Bi2] G. BIRKHOFF Lattice theory (3rd edition). Amer. Math. Soc. (1967).[Bog1] T. BOGENSCH�UTZ Entropy, pressure and a variational principle for randomdynamical systems. Rand. & Comput. Dynamics (1992) 1, 219-227.[Bog2] T. BOGENSCH�UTZ Stochastic stability of equilibrium states. Rand. & Com-put. Dynamics (1996) 4(2 & 3), 85-98.119



120 BIBLIOGRAPHIE.[Bog,G] T. BOGENSCH�UTZ and V. M. GUNDLACH Symbolic dynamics for expan-ding random dynamical systems. Rand. & Comput. Dynamics (1992-93) 1(2),219-227.[Bo] R. BOWEN Equilibrium states and the ergodic theory of Anosov di�eomor-phisms. Lect. Notes in Math. (1975), 470 Springer Verlag.[Bre] X. BRESSAUD Op�erateurs de transfert sur le d�ecalage �a alphabet d�enombrableet applications. (1996) Th�ese de l'Universit�e de Paris 6.[B,F,G] X. BRESSAUD, R. FERN�ANDEZ & A. GALVES Decay of correlations fornon H�olderian dynamics. A coupling approach. (1998) Pr�ebublication.[Bro] A. BROISE Aspects stochastiques de certains syst�emes dynamiques : Trans-formations dilatantes de l'intervalle, Fractions continues multidimensionnelles.(1994) Th�ese de l'Universit�e de Rennes1.[Buz1] J. BUZZI Absolutely continuous S.R.B. for random Lasota-Yorke maps. (1998)[Buz2] J. BUZZI Exponential decay of correlations for random Lasota-Yorke maps.(1998)[Ch] N. CHERNOV Markov approximations and decay of correlations for Anosovows. Pr�epublication.[Co] P. COLLET Some ergodic properties of maps of the interval . Dynamical anddisordered systems. R. Bamon, J.M. Gambaudo and S. Martinez ed. - Herman(1996).[C, I] P. COLLET, S. ISOLA On the essential spectrum of the transfer operator forexpansive Markov maps. Comm. Math. Phy. (1991), 139, 551-557.[D, S] M. DUNFORD, J.T. SCHWARTZ Linear operators, Part I. Interscience(1957).[Du] R. DURRETT Probability : Theory and examples. Duxbury Press, Belmont,California (1991).[F,S 1] P. FERRERO, B. SCHMITT Ruelle Perron Frobenius theorems and projectivemetrics. Colloque Math. Soc. J. Bolyai Random Fields. Estergom (Hungary)(1979).



BIBLIOGRAPHIE. 121[F,S 2] P. FERRERO, B. SCHMITT On the rate of convergence for some limit ra-tio theorems related to endomorphisms with a non regular invariant density.Pr�ebuplication (1994).[F, L] A.M. FISHER, A. LOPES Polynomial decay of correlations and the centrallimittheorem for the equilibrium state of a non-H�older potential. (1997).[G, W] P. GASPARD & X.J. WANG. Proc. Math. Acad. Sci. USA (1988) 85 4591.[Go] P. GORA Properties of invariant measures for piecewise expanding one-dimensional transformations with summable oscillations of derivative. Erg. Th.and Dyn. Syst. (1994), 14, 475-492.[Gor] M.I. GORDIN The central limit theorem for stationary processes. Soviet.Math. Dokl. (1969), 10, (5), 1174-1176.[G, L] M.I. Gordin & B. A. Lifshitz The central limit theorem for stationary markovprocesses. Soviet Math. Dokl., (1978), 19 (2), 392-394.[G,H] Y. GUIVARC'H, J. HARDY Th�eor�emes limites pour une classe de châ�ne deMarkov et application aux di��eomorphismes d'Anosov. Ann. Ins. Poincarr�e,(1988), 24, (1), 73-98.[H, K] F. HOFBAUER, G. KELLER. Ergodic properties of invariant measures forpiecewise monotonic transformations.Math. Zeitschrift. (1982), 180, 119-140.[H] H. HU Decay of Correlations for Maps with Indi�erent Fixed Points (1998)pr�ebuplication.[I, L] I. M. IBRAGIMOV, Y. LINNIK Independant and stationary sequences of ran-dom variables Walters-Noardho� Pub. Groningen (1971)[I] S. ISOLA On the rate of convergence to equilibrium for countable ergodic Mar-kov chains. Pr�epublication (1997).[Ka] T. KATO Perturbation theory for linear operators. Springer-Verlag (1984).[Kh,Ki] K. KHANIN & Y. KIFER Thermodynamic formalism for random transfor-mations and statistical mechanics. [CA] Bunimovich, L. A. (ed.) et al., Sinai's
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