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Résumé
Cette these traite des propriétés de mélange de systemes dynamiques markoviens.
[’étude de 'opérateur de transfert associé conduit a des estimations de la décroissance
des corrélations ou vitesse de mélange. Ces estimées permettent d’établir des théoremes
probabilistes, par exemple le théoreme de la limite centrale, pour des systemes qui ne
possedent pas, en général, la propriété du trou spectral.

La premiere partie porte sur les dynamiques markoviennes sur un espace d’états fini,
associé a un potentiel non holdérien. La décroissance des corrélations dépend du module
de continuité de ce potentiel. De plus, ces systemes sont stochastiquement stables.

Dans une deuxieme partie, on s’intéresse a des systemes markoviens sur un espace
d’états infini dénombrable. La décroissance des corrélations dépend de la contribution
a lopérateur de transfert du complémentaire d’'un nombre fini de cylindres. Des esti-
mations effectives sont données pour des applications non uniformément dilatantes et

pour des processus de naissance et de mort.

Abstract
This thesis treats of mixing properties of Markovian dynamical systems. The study
of the transfer operator leads to estimates of decay of correlations or speed of mixing.
Such estimates lead to probability theorems, like the central limit theorem, for systems
which, in general, have no spectral gap.

The first part in devoted to Markovian dynamics of a finite states space, associated
to a non holderian potential. The decay of correlations depends on the continuity mo-
dule of this potential. Moreover, these systems are stochastically stable.

In a second part, we study Markovian dynamics whose states space is countable in-
finite. The decay of correlations depends on the contribution to the transfer operator
of the complementary of finitely many cylinders. Estimates are given for some non
uniformly expanding maps and for birth and death processes.

Mots clés : théorie ergodique, systeme dynamique, formalisme thermodynamique,
opérateur de transfert, décroissance de corrélations, stabilité stochastique
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Introduction générale.

Le comportement statistique d’un systeme dynamique discret est décrit par ses pro-

priétés ergodiques et probabilistes. Plus précisément, ces propriétés portent sur l'er-
godicité, le mélange, la décroissance des corrélations d’une part, les théoremes limites
(théoreme de la limite centrale par exemple) et la stabilité stochastique d’autre part. De
nombreux systemes dynamiques peuvent étre représentés par des sous-décalages de type
fini, sur un alphabet fini ou non. C’est pourquoi nous nous placons dans ce cadre, méme
s’il peut etre préférable d’éviter le codage afin de préserver les propriétés géométriques
du systeme par exemple. La problématique est alors d’étudier les propriétés statistiques
de mesures d’équilibre associées a un potentiel.
Les sous-décalages de type fini sur un alphabet fini, associés a un potentiel holdérien
ont été entierement étudiés (D. Ruelle [Rul], R. Bowen [Bo|, W. Parry et M. Pollicott
[Pa, Pol). Les principaux résultats de cette théorie sont un théoreme de type Perron-
Frobenius et la propriété de mélange exponentiel pour des observables suffisamment
régulieres. Cette propriété conduit au théoreme de la limite centrale. Dans le cas ou 1’al-
phabet est dénombrable et le potentiel constant par morceaux, I’étude rejoint celle des
chaines de Markov ou plus généralement des matrices positives dénombrables. E. Seneta
([Se]) et D. Vere-Jones ([V-J1], [V-J2]) ont généralisé le théoreme de Perron-Frobenius
a ce cadre. Des résultats plus récents concernent des potentiels non constants par mor-
ceaux possédant la propriété de mélange exponentiel (J. Aaronson et M. Denker [A,D],
X. Bressaud [Bre], O. Sarig [Sa]). La plupart de ces résultats découlent de la propriété
de quasi-compacité de 'opérateur de transfert, sur des espaces d’observables adaptés.

Ce travail comporte deux parties. La premiere porte sur les sous-décalages de type
fini sur un alphabet fini associé & un potentiel non holdérien. La seconde porte sur les
sous-décalages de type fini sur un alphabet non fini. En général, pour de tels systemes,
lopérateur de transfert n’est pas quasi-compact et la propriété du mélange exponen-
tiel n’est pas vérifiée. En utilisant les techniques de cones et métriques projectives de
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G. Birkhoff, nous donnons néanmoins une estimation de la décroissance des corréla-
tions. Lorsque la décroissance des corrélations est suffisamment rapide, des techniques
probabilistes permettent d’obtenir le théoreme de la limite centrale.

Dans le cas des sous-décalages de type fini sur un alphabet fini, associés a un potentiel
non holdérien, la vitesse de décroissance des corrélations dépend du module de conti-
nuité du potentiel. Dans le cas des sous-décalages de type fini sur un alphabet non fini,
elle dépend de la contribution a I’opérateur de transfert du complémentaire d’un nombre
fini de cylindres.

1 Propriétés statistiques et sous-décalages

Etant donné un espace mesurable (X,B) et T : X — X une application mesu-
rable, il s’agit de décrire le comportement d’un point x de X sous 7. On souhaite
décrire lorbite de = sous T définie par O(z) = {T"z / n € N}, ou plutot la suite des
“mesures” (p(T"x))neny ou @ est une fonction sur X & valeurs réelles ou complexes,
la suite (¢(T"z))nen peut s’'interpréter comme une suite de mesures physiques. Sou-
vent, le comportement de ces suites est compliqué, méme pour des systemes simples
et, est tres sensible aux conditions initiales dans le sens suivant. Des modifications tres
petites sur x € X conduisent a des comportements significativement différents de la
suite (¢(T"x))nen. C’est pourquoi on s’oriente vers une description statistique de ces
systemes.

1.1 Propriétés statistiques des systemes dynamiques

Les résultats de cette section peuvent étre trouvés, par exemple, dans [Wa2].
Une probabilité p sur X est T-invariante si pour tout A € B, u(T-'A) = u(A), ou de

maniere équivalente si

vieL' [

X

(f o T)dy = /X fd.

Elle est dite ergodique si pour A € B, T™'A = A implique pu(A)u(A¢) = 0, ou de maniere
équivalente si pour f € L'(u), f = foT, pu presque partout implique f est constante p
presque partout. La tribu des invariants par T est C = {A € B / T7'A = A}, lorsque
T est ergodique, la tribu C est triviale (elle est réduite aux ensembles de mesure zéro
ou un). Soit E(f|C) l'espérance conditionnelle de f par rapport a C. L’ergodicité de
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T est équivalente a E(f|C) = /fdu pour f € L'(u). Le théoréme suivant décrit le
comportement asymptotique des suites (f o T"),cn, f € L'(p), sous une probabilité
invariante et révele I'importance de la recherche de probabilités invariantes.

Théoréme ergodique de Birkhoff. Soit ;1 une probabilité T-invariante. Pour f € L' (),

n—1
la suite — Z foT"* converge dans L'(u) et pu p.p. vers E(f|C). Ainsi, si T' est ergodique,
"=

n—1
1 n—oo
- E foTF™% / fdu i — p.p. et dans L*(p).
n X

k=0

Le théoreme ergodique de Birkhoff implique que T est ergodique si et seulement, si

Vf.ge L (p 7}520/ Z foT"gdu = /fdu/gdu

L’application T est dite (fortement) mélangeante si et seulement si

Vf,g € L*(u) lim (foT")gduz/ fdu/ gdp,
n—oo Jx X X
ou de maniere équivalente si pour tout A, B € B, u(T~"AN B) converge vers p(A)u(B),
c’est-a-dire que les événements T " A et B sont asymptotiquement indépendants. Evide-
ment, le mélange implique I'ergodicité. Lorsque T est mélangeante, il est parfois possible
d’obtenir une estimation de la décroissance des corrélations sur un sous-espace de L?(p),
c’est-a-dire d’estimer la vitesse de convergence de C,(f,g) : = |u(foT"g) — u(f)u(g)|
vers zéro, pour f et g dans un sous-espace de L*(u). Il n’est, en général, pas possible
d’obtenir d’estimation de la décroissance des corrélations sur L?(u). Nous dirons que
T possede la propriété de mélange exponentiel sur un sous-espace B de L?*(u) s'il existe
0 < v <1 tel que
Vf,g € B, y "Cu(f,9) =% 0.

Une bonne estimation de C,(f, g) pour f et g appartenant a B permet d’obtenir des
théoremes limites ([I, L], [Gor], [Li3]) Pour T ergodique, les théoremes limites précisent
la convergence de £S5, (f): =t > /" foT* vers [ fdu. Nous nous intéresserons plus

particulierement au théoreme de la hrmte centrale.
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L’application T vérifie le théoréme de la limite centrale pour f € L'(u) s'il existe
o=o(f) € R tel que

1 .

ou N (0,1) désigne la loi normale centrée et réduite.

Un systeme dynamique aléatoire décrit la composition successive de transformations
choisies au hasard, la stabilité stochastique exprime que le systeme est stable par per-
turbations aléatoires. De tels systeémes ont été introduits par Y. Kifer ([Kil], [Ki2]).
Plus précisément, soit (2, P, F,S) un systéeme dynamique inversible, ot ) est un espace
de Lebesgue, avec S ergodique et P-invariant. Soient M (X) un sous espace normé des
applications mesurables de X dans X, B. la boule de centre 7" et de rayon ¢ de cet
espace et une application mesurable 7 : Q — M(X). La dynamique aléatoire est décrite
par le produit gauche sur Q@ x X, © : Q x X — Q x X défini par O(w, z) = (Sw, T,z). Si
I'image de €2 par T est incluse dans B., on parle de perturbations aléatoires. Le systeme
est stochastiquement stable s’il existe une mesure ji sur €2 x X, invariante par © qui se

désintegre en une famille (11,)ucq de sorte que /f(w,x)du = //f(w,x)duw(x)d]P’(w)
et telle que pour P-presque tout w € €2, u, converge faiblement vers une mesure p,

T-invariante quand ¢ tend vers zéro.

Nous n’étudierons ici que les propriétés statistiques de systemes dynamiques symbo-
liques.
Rappelons quelques définitions relatives aux sous-décalages de type fini.

1.2 Sous-décalages de type fini

Soit A un alphabet dénombrable (fini ou non) muni de la topologie discrete, le
décalage (ou décal age plein) o sur AN est défini par (0x), = 2, pour n € Net z € AV,
L’espace AN est muni de la topologie produit, de la distance d(z,y) = r" si x; = ¥,
1=0,....n—1et z, #yn, 0 <r <1et dela tribu des boréliens. Un sous-décalage sur
I'alphabet A est la restriction de o & un sous-ensemble X de A", invariant et fermé. La
restriction de o a X est encore notée o et nous parlerons de sous-décalage pour désigner
aussi bien cette restriction que ’espace X. Etant donné (ag,...,ax_) € Ak, soit

lag,...,ap 1| ={r e X [xi=a; 1 =0,...,k—1}.
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Si [ag, - - ., ag_1] est non vide, il est appelé cylindre ou k-cylindre. Les cylindres engendrent
la topologie sur X, en particulier, les sous-décalages sont séparables. Les sous-décalages
de type fini (STF') sont définis de la fagon suivante. Soit B une A x A matrice positive :
B = (bi,j)(z’,j)eAan bi,j > 0, soit

Xp={xe A" /by, 4., >0}

Le sous-espace Xp est fermé et invariant par o, il est appelé sous-décalage de type fini
associé a B.

Si I’alphabet A est fini, Xp est compact. Lorsque 'alphabet est infini, X n’est pas en
général compact ni méme localement compact. En fait, les affirmations suivantes sont

équivalentes :

— Xp est localement compact,
— sur chaque ligne de la matrice B le nombre d’éléments non nuls est fini,

— les cylindres sont compacts.

Remarquons que les STF vérifient la propriété de Markov suivante : étant donnés ¢ et
j dans A, z et y dans [j] N X, 1'élément iz de AN appartient & Xp si et seulement si
1y lui appartient. Ceci n’est pas le cas pour des sous-décalages généraux. Par exemple,
soit X C {0, 1}" défini par

X={ze{0,1}" /siz,=1etxz,=1, alors |p—n|=2* ke N}L

L’espace X définit bien un sous-décalage mais ne possede pas la propriété de Markov.

Un STF est dit irréductible si pour tout 4,5 € A, il existe n € N tel que b7; > 0, il
est dit apériodique si pour tout 4,7 € A, il existe N € N tel que pour n > N, b}, > 0. Si
I’alphabet est fini, 'apériodicité est équivalente a B” > 0 pour n assez grand. Lorsque
lalphabet n’est pas fini, il peut n’exister aucun entier n tel que B™ > 0 (voir [Se]).

Un outil puissant pour I’étude de tels systemes est le formalisme thermodynamique.
Il a été introduit par D. Ruelle ([Rul], [Ru2]) dans le cadre de la mécanique statistique,
puis a été étendu a I’étude de systemes dynamiques ([Bo], [Wal]). Ce point de vue a per-
mis notamment de construire des mesures invariantes dites de Sinai-Ruelle-Bowen, pour
des difféomorphismes Axiome A en codant la dynamique par un STF sur un alphabet
fini.
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2 Formalisme thermodynamique et opérateurs de trans-
fert

Considérons un STF sur un alphabet fini et ® appartenant & lespace C(X) des
fonctions continues de X a valeurs réelles ou complexes, une telle fonction est appelée
potentiel. Soit M (X, o) ’ensemble des probabilités sur X, invariantes par o.

2.1 Formalisme thermodynamique

La pression topologique w(®) de ® peut étre définie par le principe variationnel suivant
([Wa2]) :

r(@) = sup {ho(u) + / Bdp},

pEM(X,0)
ot h,(p) désigne I'entropie mesurée de o par rapport a p. Une probabilité invariante
p est appelée état d’équilibre si elle réalise ce sup : 7w(®) = h,(u) + / ddp. L’existence
d’états d’équilibre est assurée par la continuité de o sur X et le fait que le systeme soit
expansif, c’est-a-dire, il existe ¢ > 0 tel que si d(o"z,0™y) < £ pour tout n € N, alors
x =y ([Wa2]). En particulier, si ® = 0, les états d’équilibre sont les mesures d’entropie
maximale. Les propriétés statistiques des mesures d’équilibre sont liées aux propriétés

spectrales de ["opérateur de transfert Lo ou opérateur de Ruelle-Perron-Frobenius, associé
au potentiel ®. Il est défini comme suit, Le : C(X) — C(X), pour f € C(X),

Lof(zr) = fy)e

oY=2

son dual agit sur les mesures régulieres sur X par

[ facim) = [ cagam

Remarquons que si f et g appartiennent a C'(X), Lo(f oo g) = fLpg. S'il existe ¢ > 0
une valeur propre de L4, h € C(X), une fonction propre positive associée a ¢ et v une
probabilité réguliere sur X telle que L5v = cv, (une telle mesure est dite c-conforme),
alors = hv est o invariante. En effet, soit f € C(X),

/(foa) hdv = ¢~ /Léfoah _l/fﬁq>hdu_/fhdu
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De plus, si v est une mesure 1-conforme, L4 apparait comme le dual de 'opérateur sur
L'(v) : f — foo. En effet, soient f € L'(v) et g € L®(v) = (L'(v))*,

/(f oo)gdv = /Eq>(f oog)dv car v est 1-conforme

= / fLagdv.

Le résultat suivant permet de relier les propriétés spectrales de L4 aux états d’équilibre.

Théoréme a ([Wal]) Soit ¥ € C(X) un potentiel tel que Ly1 = 1, alors 7(¥) = 0 et
pour j € M(X,0), les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Lyp=p,

2. i est un état d’équilibre pour V.

Si ® est un potentiel tel que L admette une valeur propre ¢ strictement positive, une
fonction propre associée h € C(X) strictement positive et une probabilité v c-conforme,
alors ;1 = hv est un état d’équilibre et 7(®) = loge. En effet, il suffit de considérer
U =0 +logh —loghoo —logc et d’appliquer le théoreme a.

[’introduction des opérateurs de transfert est naturelle dans 1’étude des endomor-
phismes dilatants sur une variété Riemannienne compacte et connexe. Soient M une
telle variété, T : M — M, C! et dilatante’, m la mesure de Lebesgue sur M et
® = —log|JT| (ou JT désigne le jacobien de T'). Soit u = hm une mesure absolument
continue par rapport a m alors p est T-invariante si et seulement si Loh = h. En effet,
il suffit de remarquer que la formule de changement de variables implique que m est
1-conforme et procéder comme plus haut. Pour 7" : M — M continue, une mesure
T-invariante u vérifie la propriété de Sinai-Ruelle-Bowen ou est une mesure SRB ? 'l
existe A C X de m-mesure strictement positive tel que

n—1
Ve e A, Vf e C(X), %ZfoTi(x) — /fdu.
=0

1T est dilatante sur M s’il existe A > 1 tel que

|IDT(z) - v|| > A||v|| pour tout x € M et v € T, M.

2Voir [Ru3] pour la définition historique de mesures SRB.
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En particulier, une mesure ergodique absolument continue par rapport a m est une
mesure SRB. Les opérateurs de transfert permettent de construire des mesures SRB
pour des difféomorphismes C''*¢ Axiome A, soit en codant la dynamique sur un STF
sur un alphabet fini ([Bo]), soit en travaillant directement sur la variété ([Li2], [V]).

2.2 Propriété de trou spectral

La théorie des opérateurs quasi-compacts, appliquée a 1’étude des opérateurs de
transfert, permet d’obtenir des résultats sur les propriétés statistiques des mesures
d’équilibre : la propriété de mélange exponentiel d’une part, des théoremes limites
d’autre part.

Le rayon spectral essentiel ros(P) d’'un opérateur borné P agissant sur un espace de
Banach B est défini par R. D. Nussbaum ([Nu]) :

res(P) = lim ||P"||},/" ou ||Pllc= inf [|P—-K]|.
n— o0 K compact

Soit r(P) le rayon spectral de P, si r.s(P) < r(P), P est dit quasi-compact et pour tout
res(P) < © < r(P), P se décompose ([D, S|, VIII 8.2) en P = R+ K avec RK = KR = 0,
PR = RP et KP = PK, R est un opérateur borné de rayon spectral inférieur a © et K
est un opérateur compact n’ayant qu’'un nombre fini de valeurs propres de multiplicité
finie dans la couronne {x € C / © < |z| < r(P)}.

Si Lg est quasi-compact sur un espace de Banach B C C(X), soient spp = {\ €
r(Ls) | |A = r(Le) = c} le spectre périphérique de Lo et I1 la projection sur l'espace
propre associé alors,

C% — TI(f) exponentiellement vite.

Le taux de cette convergence est 7 = ‘%‘ ou 7 est la seconde valeur propre (en module)
de Lg si elle existe, r.s(Lg) sinon. Si spp = {c¢} avec ¢ valeur propre simple, L¢ posséde
alors la propriété du trou spectral, si h € B et v € M(X) vérifient Loh = ch, Liv = cv

Laf expo , / fdv.

alors,

on
Cette convergence a lieu dans la norme du Banach B et permet de montrer le mélange
exponentiel pour des fonctions de B. D’autre part, ¢ étant alors valeur propre isolée et
simple, les théories de perturbations des opérateurs ([Kal, [D, S]) permettent de démon-
trer des théoremes limites ([G,H], [Bre], [Bro]).
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Pour un STF sur un alphabet fini, lorsque ® est holdérienne pour la métrique usuelle,
la situation est bien connue ([Bo], [Pa, Po], [Rul]) : L& en tant qu’opérateur sur un
espace de fonctions holdériennes est quasi-compact. Si le sous-décalage est apériodique,
® possede un unique état d’équilibre et cet état d’équilibre est exponentiellement mé-
langeant pour des observables holdériennes. Dans ce cas, il peut étre intéressant d’avoir
une estimation du taux de cette convergence, ce que ne permet pas la théorie des opéra-
teurs quasi-compacts. Lorsque 'opérateur de transfert n’est pas quasi-compact, il existe
diverses méthodes pour estimer la décroissance des corrélations ([Y1], [L, S, V2], [I]).
Nous utiliserons la technique des cones et métriques projectives de G. Birkhoff, intro-
duite pour I’étude de systemes dynamiques par P. Ferrero et B. Schmitt ([F,S 1]). Nous
exposerons cette théorie dans le chapitre 1.

3 Résultats pour des potentiels non holdériens

Soit (X,0) un STF sur un alphabet fini, apériodique. Dans les chapitres 2 et 3,
nous considérerons des potentiels non holdériens. Ces potentiels vérifient néanmoins
une condition de régularité due a P. Walters ([Wal]), cette condition est plus faible
que celle de sommabilité du module de continuité utilisée dans [Sc] et [Gol. Elle est
vérifiée par exemple par des dynamiques de 'intervalle considérées par P. Collet, dont
la dérivée est de la forme K + (1 + |logz|)™ 1™, a > 0, K > 1, pour z pres de 0
([Col). Pour de tels potentiels, il existe un sous-espace de Banach L de l’espace des
fonctions continues, naturel et stable par I'opérateur L. C’est un espace de fonctions
lipschitziennes par rapport a une métrique produit “inusuelle”. Cet espace est dense
dans 'espace des fonctions continues, la norme sur cet espace est notée || ||, || || désigne
la norme uniforme sur X. Dans [Wal], P. Walters montre 'existence et 'unicité d’un
triplet (h,c,v) vérifiant Loh = ch, Liv = cv, v(h) = 1, v(1) = 1. Nous montrerons les
résultats suivants (chapitre 2) obtenus sous une premiere forme en collaboration avec

A. Kondah et B. Schmitt ([K,M,S]).

Théoréme A Il existe une suite de réels positifs (up)nen, Un — 0, telle que pour toute

fonction f € L,

La suite (uy)nen peut étre déterminée explicitement et dépend de la régularité de ®.
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De tels résultats ont étés obtenus simultanément par M. Pollicott ([Po2]) en utilisant
une méthode d’approximation mise en place par N. Chernov ([Ch]) et C. Liverani ([Li4]).
La méthode que nous utilisons donne une estimation plus précise de la suite (u,)nen

dans certains cas.

Théoreme B Si & vérifie une propriété supplémentaire exprimant que son module de
continuité n’est “vraiment pas exponentiel”, le spectre de L¢ sur L est le disque fermé
D(0,¢), chaque point du disque ouvert est une valeur propre de multiplicité infinie. En
particulier, la vitesse de mélange sur L ne peut pas étre exponentielle.

Lorsque la suite (uy,),en est sommable, des techniques probabilistiques introduites par
M.IL. Gordin ([Gor]), LM. Ibragimov & Y. Linnik ([I, L]) et généralisées par C. Liverani
([Li3]) permettent de démontrer le théoréme de la limite centrale (section 2.3).

De plus, ces systemes sont stochastiquement stables : on montre qu’il n’existe qu’une
seule “bonne” mesure invariante sur {2 X X pour le produit gauche et qu’elle converge
au sens de la section 1 vers la mesure invariante déterministe p. Ces résultats sur les

perturbations aléatoires peuvent étre étendus a certains systemes dynamiques aléatoires.

Systémes dynamiques aléatoires et principe variationnel relati-
visé
Le formalisme thermodynamique a été étendu aux systemes dynamiques aléatoires

par F. Ledrappier et P. Walters ([L, W]), Y. Kifer ([Ki3]) et T. Bogenschiitz ([Bogl]).
Considérons (Q,P, F,S) un systéme dynamique inversible, ot  est un espace de Le-

besgue, avec S ergodique et P-invariant et ¥ : Q — C'(X) tel que / [V, || dP(w) < oo
Q

(T e LY(Q,C(X))); ¥ est appelé potentiel aléatoire. Ici, seul le potentiel est aléatoire et
le produit “gauche” © est en fait I’application produit direct O(w,z) = (Sw, oz). Néan-
moins, un tel systéme dynamique aléatoire peut représenter des petites perturbations
C' de difféomorphismes Axiome A (Annexe).

Soit M(IP, o) I'espace des probabilités invariantes par © et dont la marginale sur  est
P. Les éléments de M (P, o) se désintégrent en une famille = = (p1,)weq, i appartenant
a P(X) lensemble des probabilités régulieres sur X. La dynamique que 'on souhaite
décrire est celle de o, associée au potentiel aléatoire ¥, c¢’est pourquoi on considere [’en-
tropie hz(o) de © relative ¢ S définie par hz(o) = ha(Op~'F) 3 ol p est la projection
canonique de Q x X sur Q. La pression aléatoire m : L'(Q,C(X)) — RU {0} peut étre

3L entropie h;(O]p~!F) de O relativement a la tribu p~'F est définie dans [Bogl] par exemple.
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définie par le principe variationnel relativisé suivant : ([L, W] [Ki3], [Bogl])
7(¥) = sup [hu(a) +/ \I/d,u] :
pEM(P,0) Ox X

Une mesure i € M(P,0) est un état d’équilibre pour ¥ si elle réalise ce sup : (V) =

hy(o)+ Wdj. Comme dans le cas déterministe, les opérateurs de transfert jouent un
QxX
role primordial dans I’étude des mesures d’équilibre. Notons L, 'opérateur de transfert

associé¢ a ¥, et L, , la composition Lgn, 0+ 0 L.

Théoréme b([Ki3]) Soit G un potentiel aléatoire appartenant a L'(Q,C (X)), tel que
pour tout w, Lg,1 =1, alors 1(G) = 0 et pour i € M(P, o), les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. ['E;W,U/Sw = Uy

2. 1 est un état d’équilibre pour G.

En posant G, = ¥, + log h,, — log hs, 0 0 — log c,,, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire b.1([Ki3]) S’il existe trois applications mesurables :

H: Q — CX) C: Q — RY/{0} 7: Q — PX)
w — hy, w — C, w o Y,

telles que
o YVweQ Lyh, =c,hg, et L vg, = c,ly,

e v,(h,) =1, logc, et ||logh,||lw sont intégrables,

alors i = (hyvy,)weq est un état déquilibre pour ¥ et w(¥) = / log ¢, dP(w).
Q

Par analogie avec le cadre déterministe, on peut définir les corrélations aléatoires, pour

i € M(P, o), pour f et g dans L*(p,) et pour tout w,

Cy(f.9) = I/f(goan)duw—/gdmnw/fdM-

Soit ® un potentiel dont le module de continuité (défini page 3) est sommable et ¥ un
potentiel aléatoire tel que le module de continuité de |V, — ®| est £ proche de celui de @
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et ||¥, — @l < &, ¥ décrit des perturbations aléatoires de ®. Dans le chapitre 3 nous

montrerons les résultats suivants parus dans [Ma].

Théorémes D, E Pour tout 0 < ¢ < 1, il existe un unique triplet (H,C, ) d’applications
mesurables vérifiant les hypothéses du corollaire b.1. De plus, il existe une suite (v,)nen
telle que pour f € L,

L
N I e
Cgn-1, X ... X Cy 00

L, 5-n
el [ fivge,

Cg-1y X ... X Cg—ny

< Cte vy || £1],

o0

Ceci permet d’estimer les corrélations :

Ci(1.9) < Cte vy sup(| [ gdu)f] et

05 (1.0) < Creva sl [ o)

pour f € L et g telle que sup,.q(| [ gdvs|) < 0o . La mesure i = (hyvy,)weq est le seul état
d’équilibre de V. Par ailleurs, (H,C, ) vérifie les propriétés de stabilité forte suivantes :

lim sup [|ho — hwl|so = 0,
E_)O(UGQE

lim sup aa =1
e=04,e0. Cu
Vfe C(X), limsup |v(f) —v,(f)] = 0.

e—0 wGQe

)

Des résultats de stabilité forte similaires ont été obtenus par V. Baladi, A. Kondah &
B. Schmitt ([B,K,S]) pour des perturbations d’endomorphismes dilatants C*, k > 1+ a,
T. Bogenschiitz ([Bog2]) obtient des résultats similaires dans un cadre symbolique, pour
des potentiels holdériens.

Enfin, pour certains systémes dynamiques aléatoires (qui ne sont pas nécessairement des
perturbations) non héldériens, nous obtenons ’existence et 'unicité d’un état d’équilibre
et la convergence des opérateurs £, g-n,, vers un opérateur de rang 1 (proposition 3.10).
Des résultats similaires ont étés obtenus par P. Ferrero & B. Schmitt ([F,S 1]), Y. Kifer

([Ki3]), V.aladi ([Ba]), T. Bogenschiitz ([Bogl]) et K. Khanin & Y. Kifer ([Kh,Ki]) dans
diverses situations pour des potentiels aléatoires holdériens. Dans [F,S 1] et [Bogl], les
corrélations aléatoires sont exponentielles pour des observables holdériennes. J. Buzzi
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([Buzl], [Buz2]) considére une famille d’applications aléatoires de Lasota-Yorke de I'in-
tervalle. Il construit des mesures invariantes pour le produit gauche dont les fibres p,, sur
I’intervalle sont toutes absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue. En
utilisant une condition de “recouvrement aléatoire” il obtient des corrélations aléatoires

exponentielles.

4 Espace d’états dénombrable

Lorsque l’espace d’états n’est pas fini, les premiers résultats concernent les chaines
de Markov et les matrices dénombrables positives ([Se], [V-J2]). Ils généralisent les
notions de récurrence, transcience, récurrence positive et récurrence nulle & des matrices
dénombrables positives et irréductibles. Lorsque la matrice est apériodique et récurrente
positive, les itérés de la matrice convergent vers I'unique mesure stationnaire (théoreme
de type Perron-Frobenius).

Concernant des potentiels non constants par morceaux, citons les travaux de X. Bressaud
et O. Sarig.

X. Bressaud ([Bre]) étudie des sous-décalages (non nécessairement markoviens) sur un
alphabet infini et donne des conditions garantissant la quasi-compacité de 'opérateur
de transfert sur un sous-espace de Banach de ’espace des fonctions continues sur ¥ et
I’existence d’'une mesure conforme. Il utilise en particulier une condition sur la “pression

a l'infini” : pour p e N, n € N,

Ay, =supsup Lg1(z),
3>p z€lj]

1
Aeop: = in{I A, et la pression a l'infini de @ est Py (®) : = limsup —log A .
n

’ pE n—00

il suppose que P, (®) < 0. Cette condition est assez proche des conditions (Expl) et
(Exp2) du chapitre 5 (pages 73 et 81).

Plus récemment, O. Sarig ([Sa]) développe un formalisme thermodynamique pour des
STF sur un alphabet dénombrable en utilisant la “pression de Gurevich” et obtient des
décroissances des corrélations exponentielles pour certaines applications vérifiant une
propriété de “grandes branches” : inf(m(o[a]) /a € A) > 0 pour toute mesure m dont
le support est X.

D’autres résultats concernent des généralisations d’applications de l'intervalle [0, 1] = I
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de type Lasota-Yorke possédant un nombre dénombrable infini de branches de monoto-
nicité. Le premier résultat est celui de M. Rychlick ([Ri]) : sous I'hypothese que (77)~!
peut etre pris égal a zéro sur les bord de la partition, il montre la quasi-compacité de
I'opérateur de transfert sur l’espace des fonctions a variations bornées. Pour des ap-
plications ayant une propriété de grandes branches, A. Broise ([Bro]) obtient le méme
résultat. En utilisant la propriété de “recouvrement” :

pour tout sous-intervalle ouvert et non vide J de I, il existe un entier N(.J) et une
constante C'(J) > 0 tels que Eg(‘])lj > C(J),

une hypothese similaire & celle de M. Rychlick et une hypothese sur la pression de ®, C.
Liverani, B. Saussol et S. Vaienti ([L, S, V1]) construisent des mesures conformes pour
des potentiels a variation bornée et montrent que la décroissance des corrélations est

exponentielle sur I’espace des fonctions a variations bornées.

Le but de la deuxieme partie de ce travail est de donner des estimations de la vi-
tesse de mélange, pour des systemes markoviens a espace d’états dénombrable, lorsque
celle-ci n’est pas exponentielle. Les techniques dévelopées sont bien adaptées aux sys-
temes ayant des “petites branches” (voir les définitions de “portée bornée” page 92 et
de systémes “sans grandes branches & U'infini” page 82).

Le point de vue adopté est celui de J. Aaronson, M. Denker et M. Urbanski ([A,D,U],
[A,D]) sur les applications markoviennes non singuliéres.

Soit (X, B, m) un espace de Lebesgue. Une application T : X — X est Marko-
vienne s'il existe une partition R = {a; , j € S} (modulo m) de X, ici S sera infini
dénombrable, telle que :

1. pour a € R, Ta est une union (mod m) d’éléments de R,

2. R engendre la tribu B sous T, c’est-a-dire, si B; désigne la tribu engendrée par la
partition

i
Ri={()T *ap, a, € R},
p=0
alors B, = |J; B; coincide avec la tribu B aux ensembles de mesure nulle pres.

3. poura € R, T, : a — Ta est bijective et non singuliére, c’est-a-dire m(A) =0
implique m(T1A) =0, A € BN [a].
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Un tel systeme est mesurablement conjugué au décalage :

Y = {s=(51,5,...) €S, m(ﬂTkask> >0VYn > 1},

k=1
muni de la mesure image encore notée m, dont le support est X. En effet, comme R
engendre la tribu B sous T, il existe Xy C X de m-mesure pleine tel que

Ve e Xy, = mT_iCLsi(m)

=1

ol s;(x) est défini par s;(z) = s si Tz € ay. L’application
T: Xo — 2
r o~ (s1(x), ..., s(x), . .0)
est bien définie et bijective, elle vérifie coT = T oT, T est "application de conjklgaison.

L’image par T de la tribu B est la tribu produit F sur X (car 'image par T de ﬂ T as,
i=1
est le cylindre [sq,...,s,] et les cylindres engendrent F).

Le systeme markovien (X, R, T, m) sera dit irréductible si :
Vi,j €8, In(i,j) >0 tel que m(a; N T "a;) > 0,

c’est-a-dire si le décalage associé est irréductible.
Il sera dit apériodique si :

Vi,j €8, In(i,j) > 0 tel que VN > n(i,7), m(a; N"T Na;) >0,

c’est-a-dire si le décalage associé est apériodique.

Nous considérerons (X, F,m,o) un sous-décalage de type fini sur un alphabet infini
dénombrable S, muni de la tribu F des boréliens et de m une probabilité borélienne
dont le support est 3 et par rapport a laquelle o est non singuliere. On peut toujours
supposer S = N, ce que nous ferons par la suite.

Pour r €]0,1] fixé, la métrique usuelle sur X est définie par d(z,y) = r*@¥) on t(z,y) =
min{n > 1 / z, # y,}. Pour cette métrique, o est lipschtzienne sur X.

La formule suivante définit une mesure o-finie sur X :

moa(A) =Y m(o(lajNA) VA€ F.

ac€S
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La non singularité de o par rapport a m implique que m est absolument continue par

dm
dmoo

mesure 1-conforme pour Lo (m(Lsf) = m(f) pour toute f € L'(m)). Trouver une

rapport a moo. Soit ® = log et Lo 'opérateur de transfert associé, m est une
mesure finie invariante par ¢ et absolument continue par rapport a m revient a trouver
un point fixe dans L'(m) pour Lg. Les propriétés ergodiques de cette mesure invariante
sont alors liées aux propriétés spectrales de 'opérateur, agissant sur un espace approprié.
L désigne 'espace des fonctions de ¥ lipschtziennes et bornées, C,(X) 'espace des
fonctions uniformément continue et bornées sur 3. Si @ est telle que sup,ey [|£5 1] < 00
(hypothese (K) page 60), nous montrons le résultat suivant (chapitre 4).

Théoréme F Si @ est lipschitzienne, vérifie (K) et si o est irréductible alors 1 est valeur
propre simple de I'opérateur Lg agissant sur L. La fonction propre associée h est stricte-
ment positive sur . De plus, L¢ n’a qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1. Si
o est apériodique, 1 est la seule valeur propre de module maximal et on a la convergence :

%f’”—‘?h/fdm,

uniformément sur les compacts de ¥ et dans L'(m), pour f € Cy(2).

Le chapitre 5 est consacré a ’estimation de la vitesse de convergence pour des obser-
vables de L, lorsque o est apériodique. En utilisant les techniques de cones et métriques
projectives, on obtient, sous une condition proche de celle de X. Bressaud sur la pression
a l'infini que la vitesse de mélange est exponentielle sur 1’espace L.

Théoreme G Si ¢ vérifie (Expl définition page 73) alors, il existe 0 < k < 1, C' > 0
tels que :

Vfe L |Chf—h / Fdmllws < CHI].

L’intérét d’utiliser les métriques projectives pour obtenir ce résultat est que ces tech-
niques s’étendent pour donner des vitesses sous-exponentielles dans le cas ot cette condi-

tion n’est plus vérifiée.

Proposition 5.6 Si (X,0) est sans grandes branches a l'infini (définition page 82) et
vérifie (S-Exp1 définition page 83) alors, pour N et k suffisamment grands, il existe une
suite (aj(N))jen, a;(N) — 0 telle que Vf € L,

ek f— h / fllw < a5 11| +m(10, N[°) sup .
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ou [0, N| désigne 'ensemble des = de X tels que o < N et || ||x la norme uniforme sur
10, N|. La suite ();en peut étre déterminée explicitement et dépend de la contribution
a LE1 du complémentaire d’un nombre fini de cylindres.

En choisissant convenablement N par rapport a j, on obtient ainsi une estimation de la
vitesse de convergence sur chaque compact de Y et de la décroissance des corrélations.

Des exemples de systémes vérifiant (Expl) ou (S-Expl) sont traités au chapitre 6.
En particulier, on obtient des estimations effectives de la vitesse de mélange pour des
applications a “petites branches” ne vérifiant pas les hypotheses de [Bre| ou [L, S, V1].
On estime aussi la décroissance des corrélations pour des applications non uniformément
dilatantes de l'intervalle, de type Gaspard-Wang sur un espace d’observables contenant
les fonctions lipschtziennes (section 6.3).
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Premiere partie

Potentiels non holdériens :
dynamiques déterministes et
aléatoires






Introduction

Cette partie est consacrée a I’étude des propriétés statistiques de sous-décalages de
type fini sur un alphabet fini, associé a un potentiel non holdérien.
Soit (X, o) un sous-décalage de type fini sur un alphabet fini A, associé & une matrice
positive T'. Nous supposerons que (X, o) est apériodique. M désigne alors le plus petit
entier tel que 7™ > 0. La topologie produit sur X est donnée par la distance d(x,y) = r",
siz;=y;pour j =0,---,n—1et x, # y,, pour 0 < r < 1. Notons = ~ y si d(z,y) < r"
et B la tribu des boréliens de X.
Soit f € C(X) = C(X,R), le module de continuité de f est la suite (v,,(f))n>0 avec :

on(f) =sup | f(z) = fy) |-

T~y

Nous étudions, dans un premier temps, le systéme déterministe associé a un potentiel
vérifiant une condition un peu moins forte que celle de sommabilité du module de conti-
nuité (chapitre 2). Pour de tels potentiels, nous estimons la vitesse de convergence vers
I’état d’équilibre pour des observables dans un sous-espace de Banach de 'espace des
fonctions continues (théoreme A). Nous déterminons le spectre de 'opérateur de trans-
fert sur cet espace (théoreme B) et montrons le théoreme de la limite centrale (théoreme
C).

Dans un second temps, nous étudions des dynamiques aléatoires (chapitre 3). Nous consi-
dérons tout d’abord des perturbations aléatoires de potentiels dont le module de conti-
nuité est sommable et nous montrons que ces systemes sont stochastiquement stables
(théoremes D et E). Des systemes dynamiques aléatoires non hdldériens plus généraux
sont étudiés ensuite (proposition 3.10).

La plupart des résultats de cette partie reposent sur 'utilisation des techniques de cones
et métriques projectives de G. Birkhoff. Ces techniques sont exposées dans le chapitre 1.
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Chapitre 1

Cones et métriques projectives

La théorie des cones et métriques projectives de G. Birkhoff [Bil] constitue un outil
puissant pour I'étude des opérateurs linéaires. P. Ferrero et B. Schmitt [F,S 1] 1'ont
appliquée pour estimer la décroissance des corrélations de systemes dynamiques aléa-
toires. Cette stratégie a ensuite été utilisée par de nombreux auteurs. C. Liverani [Lil]
I’a adaptée pour estimer la décroissance des corrélations d’applications de Lasota-Yorke
possédant la propriété de “recouvrement”. C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti [, S, V1]
ont amélioré la technique afin de construire une mesure conforme et obtenir des corréla-
tions exponentielles pour une classe de dynamiques de type Lasota-Yorke sur un nombre
dénombrable de morceaux et possédant la propriété de “recouvrement”, associées a un
potentiel & variation bornée. En dimension plus grande, C. Liverani [Li2] a adapté la
méthode pour retrouver des corrélations exponentielles dans le cas d’Anosov préservant
la mesure de Lebesgue ; M. Viana [V] a mis en ceuvre cette technique pour retrouver les
résultats relatifs aux difféfomorphismes Axiome A attracteurs. V. Baladi, A. Kondah,
B. Schmitt [B,K,S] ont estimé les corrélations aléatoires de perturbations aléatoires de
systemes dynamiques dilatants et montré la stabilité stochastique de ces systemes. T.
Bogenschiitz a utilisé ces techniques dans un cadre de sous-décalages aléatoires ([Bogl]),
J. Buzzi (|[Buz2]) pour obtenir des corrélations aléatoires exponentielles, dans le cas des
dynamiques de Lasota-Yorke aléatoires.

Rappelons les définitions et propriétés des cones et métriques projectives.

1.1 Définitions

Considérons B un espace vectoriel et €' C B un cone convexe. C’est-a-dire si x
appartient a C', alors A\x appartient a C' pour tout A > 0 et C' est convexe. C est un bon
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cone Si :
- Cn-C=40,

— si ay, est une suite de réels tels que a,, > a et v — a,y € C Vn alors z — ay € C.
On dit alors que le cone est “intégralement clos”.

Pour un tel cone, la pseudo-métrique 6 sur C' est définie de la fagon suivante. Soient
r,y €C,

p(z,y) =inf{3 > 0 tel que fz —y € C'},

Az, y) =sup{a > 0 tel que y — ax € C},

en convenant que u(x,y) = oo et A(z,y) = 0 si les ensembles correspondants sont vides.
Soit fc(z,y) = log 4. 0 est une pseudo-métrique car 6(z,y) n’est pas nécessairement
finie. Par exemple, si = appartient au bord du cone, 6(x,y) est infini pour tout y. De
plus, # est une pseudo-métrique projective : si x et x; sont proportionnels, pour tout y
dans le cone, 6(z,y) = 0(x1,y). Enfin, si on appelle a et b les points d’intersection du
bord du cone avec la droite (z,y), 8(x,y) est le log du birapport de ces quatre points :

[z —al [y —b|

O(z,y) = |log ———————| .

’ |z —blly — af
Par exemple, si C' est le quart de plan positif, §(z,y) = |log(§—;z—;)| (x = (x1,22), y =
(y1,92))-
Si C*(X) est le cone des fonctions continues et positives sur un espace métrique compact

X, Oc+(f,9) = 0:(f, 9) = log(SLsuea).

1.2 Propriétés

[’intéret des métriques projectives réside dans les deux résultats suivants.
Soient C et C' deux bons cones et P un opérateur linéaire P : C' — C'. Notons A le
diametre de PC dans C' :
A = sup O (Pf, Pg).

f,9eC

Proposition 1.1 [Bil| Pour f,g dans C, on a :

HC"(Pfa Pg) S tanh (%) 00(f7 g)
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Preuve : Soient f et g appartenant a C. Si 0¢(f, g) = oo, I'inégalité est triviale. Sup-
posons donc O¢(f,g) = log4 < oo en particulier, u # oo et A # 0. La propriété de
cloture intégrale implique que p et A vérifient : uf —g € C et g — Af € C. On a alors
uPf—Pge C'et Pg— APf € (', ainsi O (Pf, Pg) < 0c(f,g), ce qui donne le résultat
si A = oco. Supposons donc que A soit fini. On a alors

Oc(P(pf —g), P(g — Af)) <A

par définition de la métrique projective, il existe « et § tels que logg < Aet

BP(uf —g) —P(g—Af) € C', P(g—\f) —aP(uf —g) € C".

Cela s’écrit aussi :

A A
Pt Apr  pye e Py 2T
a+1

PfecC.
8+1 /

Ainsi, par définition de la métrique, Pf et Pg vérifient :
(Bp+A)(a+1)

O (PFf, P <

B + e~tc(f9) B+1

- loga+e*‘90(f9) _lOga—l— 1
0 (f.9 .
- / (e~ ""’—l—a e I+ﬁ)dx
(B—a)t

< N U
< ol g)oi‘i% (t+a)(t+ 5)
< Lo
- 1+\f
< h—
< Bc(f.g)tanh %

O

Cette proposition implique qu’un opérateur P : C' — C' est toujours une contraction
(au sens large) pour les métriques projectives. Si A < oo, P est une contraction stricte.

Remarque 1.1 Pour C' C C' et P = Id, la proposition 1.1 implique :

Vf,gEC’, 90’(fag) SHC(fag)
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La proposition suivante relie la métrique 6 a certaines normes sur B. Une norme || ||
sur B est une norme adaptée a C, si pour f et g dans B tels que f + g appartient C' et
f — g appartient a C alors ||g|| < ||f]|, p est une forme homogéne adaptée a C si p est
une application de C' dans R vérifiant, pour A > 0, p(Af) = A\p(f) et si f —g € C alors

p(g) < p(f)-

Proposition 1.2 [Bil], [L, S, V1] Soient || || une norme et p une forme homogéne adap-
tées a un cone C. Toutes fonctions f et g dans C telles que p(f) = p(g) # 0 vérifient :

If = gll < ("7 — 1y min(|| £, llg]).

Preuve : Soient f et g appartenant a C' telles que p(f) = p(g) # 0. Si 0(f,g) = oo,
I'inégalité est trivialement vérifiée. Supposons donc que (f, g) = log § avec pu # 0o, A # 0
et uf —ge C, g— Af € C. Les propriétés de la forme p donnent :

Ao(f) < plg) < pp(f),

ainsi, A <1 < pu. Comme A est le plus petit réel positif tel que g — Af € C, ceci implique
que

g—f—A-pfelC
et de méme, (u— A)f — (¢ — f) € C. Le fait que la norme || || soit adaptée au come C
implique alors :

If=gll < (w=NIfl

(=2
< =7
< =y
= [exp(c(f. 9)) — 1| fI]-
L’inégalité annoncée résulte du fait que les roles de f et g peuvent étre échangés. O

Par exemple, pour X un espace métrique et m une mesure sur X, la norme uniforme
et p = [dm sont adaptées & C*(X), p = || || convient aussi. L’exemple suivant sera

utilisé dans le chapitre 3.
Exemple 1.1 Pour g € C*(X), ensemble :
ﬂ.(g) = {f € C+(X) / HCJF(X)(fag) < 00}7

ot C*(X) est l'espace projectif de C(X) identifié & C+(X) = {f € CT(X) / [ fdm =
1}, est complet pour la métrique projective.
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Soit ¢ € C*(X), vérifions que ’ensemble 7(g) est complet pour la métrique projec-
tive. § définit une métrique sur m(g). Soit (f,)nen une suite de Cauchy de 7(g). Par la
proposition 1.2, cette suite vérifie

1o = folle < ("5 — 1)]| folloc et
1o = Farmlloo < ("I Im0m) — 1| fulloo.

La suite (f,)nen étant de Cauchy pour la métrique projective, 6(f,, fo) est bornée et
O(fny frrm) tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Ainsi, la suite (f,)nen est de
Cauchy pour la norme uniforme sur X. Soit f la limite de cette suite pour la norme

uniforme. f appartient au cone C*(X), car celui-ci est fermé pour la norme uniforme,
et vérifie / fdm =1 (car pour tout n € N, / fndm = 1). Vérifions que f, converge

vers f pour la métrique #. Par définition de la métrique projective,

@)

Comme f, converge vers f en norme uniforme, p(f,, f) tend vers 1. De la méme maniere,

A fn, f) tend vers 1. Ainsi, 0(f,, f) tend vers zéro et I'espace 7(g) est bien complet.
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Chapitre 2

Dynamiques déterministes non
holdériennes

Les résultats de ce chapitre sont parus sous une premiére forme dans I'article [K,M,S] :
A. KONDAH, V. MAUME et B. SCHMITT Vitesse de convergence vers [’état d’équi-
libre pour des dynamiques markoviennes non holdériennes, Ann. Inst. Poincaré Sec. Prob.
Stat. (1997) 33 (6) 675-695. La principale différence entre les résultats présentés ici et
ceux de l'article réside dans les cones utilisés pour estimer la vitesse de convergence
vers 1'état d’équilibre. Dans [K,M,S| nous utilisions des cénes de fonctions strictement,
positives. Ici, nous utilisons des cones de fonctions dont I’espérance conditionnelle par
rapport a une partition finie est strictement positive. Cette nouvelle approche fait suite
a des conversations électroniques avec C. Liverani et B. Saussol. Elle permet de préciser
la vitesse de convergence en fonction du module de continuité du potentiel (voir section
2.1.2).
Soit @ € C'(X) un potentiel a valeurs réelles. Le décalage o étant markovien, pour z et
y dans un méme 1-cylindre, les antécédents de = par o”, n € N, sont en bijection avec
ceux de y. Si 0"z’ =z et 2’ € [a], a = (a1,...,a,) € A", notons y' Pantécédent de y qui

appartient & [a]. Pour = et y dans X appartenant au méme 1-cylindre, notons
n—1

Co(x,y) = sup sup Z@ oo (z') — doo'(y)|.

neN* gng'=x i—0
On suppose qu’il existe Cg > 0 tel que Cy(z,y) < Cp Vr,y € X. Soit :

Cp(p) = sup Cp (7, y).

T~y

11
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L’hypothese (W) due & P. Walters [Wal] est :
La suite (Co(p))pen est strictement positive et décroit vers 0.

Rappelons que pour f € C(X), la suite (v,(f))nen est le module de continuité de f
(définition page 3).

Remarque 2.1 Soient z et y tels que z X y, p € N,

n—1 n—1
S @oo(@) = @od'(y)| < D vuiy i(®)
1=0 1=0

n-+p

i=p+1

De plus, Cy(p) > SUp, 2, SUPyyr—y |®(z") — ®(y')| = vp41(P), en particulier, si le module de
continuité de ® est sommable, v,,1(®) < Ca(p) < 372, vi(®) et @ vérifie 'hypothese
(W). Par ailleurs, la suite Cg(p) est majorée par une suite géométrique si et seulement si
la suite vg(p) lest aussi.

La suite Cg(n) définit une métrique sur X :
do(z,y) = Co(n) si d(z,y) =1",do(z,z) = 0.
Soit L, l’espace des fonctions lipschitziennes par rapport a cette métrique ; c¢’est-a-dire :
L={feC(X)/3IK>0/Yn>1, v,(f) < KCs(n)}.
Pour f € L, la constante de Lipschitz K(f) est définie par :
K(f) =inf{K >0 /Vn>1, v,(f) < KCs(n)}.

Soit || f ||= max(|| f ||, K(f)). || || définit une norme sur L qui en fait un espace
de Banach. L’espace L est dense dans C'(X) : il suffit de remarquer que les fonctions
caractéristiques des cylindres appartiennent a L. Remarquons de plus, que si f et ¢
appartiennent & L, alors fg € L et K(fg) < ||fllcK(g) + |9llacK(f);si f € L, f >0

alors ; € L et K(3) < g K(f)-

Remarque 2.2 Si le potentiel ® est localement constant, I’hypothese (W) n’est pas
vérifiée car Co(n) = 0 pour n suffisamment grand. Dans ce cas, pour 0 < 0 < 1 fixé,
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posons Cg(n) : = max(Cg(n),0"). Par convention, nous travaillerons alors avec Cg(n) au
lieu de Cy(n). En fait, on peut utiliser & la place de la suite (Cy(n)),eny n’importe quelle

suite décroissante vers zéro qui la majore.

Remarquons que Lq préserve Pespace L : soient n > 1, x et y tels que z ~ y et f € L,

Lo f(z )—£q>f( )|
< Ze |+Sup|f|z6 NJexp(®(2') - @(y)) — 1,

< (f)0<1>(n+ )||E<1>1||oo+||f||oo||ﬁ<1>1||oolec“’ —1
< Cte Cg(n).

Le théoreme suivant, di a P. Walters, est a la base de ce chapitre.
Théoréme 2.1 [Wal] Si (X, o) vérifie (W), il existe un unique triplet (h,c,v) vérifiant

1. he L, ||logh|ls < 00, ¢c € RT et v est une probabilité sur X de support X et telle
que v(h) =1,

2. Loh = ch,
3. Lyv =cv.
De plus, toute fonction f de C(X) vérifie
‘ Lsf

C’I’L
et ® a un unique état d’équilibre 1 = hv.

—hu(f)H 0 (2.1)

o0

Dans toute la suite de ce chapitre, h, ¢, v et i sont les objets définis par le théoreme
2.1. La convergence (2.1) implique que p est mélangeante. En effet, remarquons tout
d’abord que par densité de C'(X) dans L' (), les fonctions f de L'(u) vérifient

Ly f
CTL
Soient f € L'(u) et g =14, A € B,

urtgo0) — ool = | [ L~ pisn)] gav
.

n—o0

— 0.

— hv(f)

n— 00

— 0,
1

hv(fh)




14 CHAPITRE 1.2 DYNAMIQUES NON HOLDERIENNES

ce qui suffit pour montrer le mélange.

L’objet de ce chapitre est d’estimer la vitesse de convergence dans (2.1) pour des ob-
servables de L, lorsque le potentiel ® n’est pas nécessairement holdérien. Lorsque le
module de continuité de ® est géométrique : v, (P) < CH", 0 < § < 1 (c’est a dire que P
est holdérienne pour la métrique usuelle d), la situation est bien connue ([Bo], [Pa, Po],
[Rul]) : L en tant qu’opérateur sur L est quasi-compact!. Ceci implique que la vitesse
de convergence vers 1’état d’équilibre, sur cet espace, est exponentielle. Cette propriété
du trou spectral ou de la vitesse exponentielle des corrélations peut aussi étre établie
en utilisant les métriques projectives. En effet, le cone

C={feCHX)/ flz) < fly)e™™™ siz S y,n> 1},

est strictement contracté par LY pour k et a suffisamment grands. Les résultats du cha-
pitre 1 (propositions 1.1 et 1.2) permettent alors de montrer que la vitesse de convergence
dans (2.1) est exponentielle. Dans le cadre non holdérien, il n’existe pas, a priori, de cone
strictement Le—invariant. Afin d’obtenir une estimation de la vitesse de mélange sur
L, nous suivons une nouvelle approche en introduisant une suite de cones. Précisément,
on construit une suite (A;)en de cones convexes de fonctions de L et une suite (ky)pen-
d’entiers tels que : E];)[Ag_l C Ay, ¢ > 1 et pour lesquels, E’;f est une contraction de A,_;
dans Ay, de coefficient de contraction uniforme § < 1. Le captage d’une décroissance des
corrélations non exponentielle provient alors du fait que Egﬁ“'%’-’ est une contraction de
Ay dans Ay, dont le coefficient de contraction est majoré par 6 (section 2.1). L’analyse
de l'application ¢ — k, permet de préciser §¢ en fonction de la suite (Cp(n)),en (section
2.1.2). Evidemment, dans le cas holder, la suite k, est constante et on retrouve une
vitesse de convergence exponentielle. Cette méthode nous permet d’estimer la vitesse
dans d’autres cas; par exemple, si Cs(n) = O(n™*), a > 0 alors la vitesse de mélange

est en L.
n

Lorsque la vitesse de mélange est sommable, les fonctions de L vérifient un théoreme
de la limite centrale (section 2.3).

Enfin, si Cg(n) vérifie une propriété supplémentaire impliquant que la suite (%)%N
est bornée pour tout 0 < # < 1, le spectre de L sur L est le disque fermé D(0, ¢), chaque
point du disque ouvert est une valeur propre de multiplicité infinie. En particulier, la

vitesse de mélange ne peut pas étre exponentielle (section 2.2).

IDans ce cas, L est un espace de fonctions holdériennes par rapport & la métrique usuelle.
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2.1 Estimation de la vitesse de convergence
Dans cette section, nous montrons le résultat suivant.

Théoréme A Il existe 0 < § < 1, C' > 0 et ({(n)),en une suite d’entiers tendant vers

e si Cy(n) = O(n™%), a > 0 alors 6“™ = O(n™%),

l'infini tels que, pour f € L,

CTL

Laf /w(f)H <08 ). m

De plus,

e s5i Cp(n) = O(A"), 0 < 0 < 1 alors il existe 0 < y < 1 tel que §“™ = O(y"),
e s5iCyp(n) = 0(018™") 0 < 6 < 1,a > 1 alors, pour tout ¢ > 0, 6™ = O(glos™)" "),

Récemment M. Pollicott ([Po2]) et X. Bressaud, R. Ferndndez & A. Galves ([B,F,G])
obtiennent des résultats similaires. Ce résultat précise celui de A. Raugi ([Ra]) : si

Zn21 Zan ve (k) < 0o, alors
D 1L flloo < 00

pour f vérifiant 37 o, >, vs(k) <ooet [ fdv=0.

Considérons I'opérateur £ normalisé : Lf = ¢ 'h™' Lg(fh), il vérifie L1 =1 et L*p = p.
En effet, pour f € L'(X),

/ Lfdy = ¢ / h Lo (fh)hdy
X X

= /X Fhdy = / fd.

Pour obtenir la vitesse de convergence dans (2.1) pour f € L, il suffit d’estimer la vitesse
de convergence de L™ f vers u(f) pour f dans L. En effet, h étant un élément de L borné
loin de zéro, f appartient a L si et seulement si % y appartient et on a

C’I’L

- hV(f)H < IRl /R = F /) e

oo

Pour k£ € N, soit
k1

h i
Ckhoaexp(;q)oa),

9k =
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gp Vvérifie :
Lofa)= > gl@)f().
D'kl":I
comme h appartient a L et est bornée loin de zéro, log h appartient a L, g, vérifie alors
la propriété de distorsion bornée : il existe alors K > 0 tel que pour tout k& € N,

gr(z") n
‘1— o) < KCg(n) pour x ~ y,n > 1.
En effet,
ge(@') _ @) h(y) NS o
o) ~ hiy) hla) P2 = 2]
et
. Zg; < ﬁgz) Co(n+k) + 1 < exp[Cte Cp(n)),
. Zg; < i ihz;) Ca(n) + 1 < exp[Cte Ca(n)],
o exp[z_: ® o'z’ — ® o' y] < exp[Cy(n)] par définition de Cg(n).

Ces trois inégalités impliquent la propriété de distorsion bornée.
La mesure p étant mélangeante, pour toute partition finie, P, de X, formée d’ouverts
non vides, pour tout a < 1 < o/, il existe kg tel que V& > ko,

ple *rnpry

VPP e P,a<Bl — <y,
p(P)pu(P)

(2.2)

(remarquons que p(P) > 0 pour tout P € P car le support de v est X et h est strictement,
positive).
Pour s € N*, notons P; la partition finie de X en s-cylindres, soient a, b des réels positifs.

Ag,p est le cone des fonctions de L qui vérifient :

1VPEPS,0<—/fdu<a/fd,u,cestad1reO<Ef|P /fd,u

<[ san

Remarquons que A, est un bon cone au sens du chapitre 1.
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2.1.1 Construction des cones.

Nous allons maintenant construire une suite de métriques d,, une suite d’entiers k,
et une suite de cones A, tels que £¥A, C Ayyy et vérifiant, de plus, le diametre A, de

L* A, dans Ay, est uniformément borné en /.

Commencons par étudier I’action de £* sur les fonctions de Agp.
Notons Dy le diametre pour la métrique dy de la partition P, définie ci-dessus,

Dy = sup sup do(z,y) = Cp(s).
PcPs x,ycP

Nous utiliserons aussi la convention suivante, pour a,b,¢ € R, a = b £ ¢ signifie que
b—c<a<b+e.
Remarquons que toute fonction ¢ de L vérifie pour P € P, et x € P :
1 / 1
i [ du = K(@)D0 < o) < o [t K(o)Do (2.3)
u(P) Jp w(P) Jp

En effet, soient x et y appartenant a P,

o(y) — K(p)do(w,y) < o(x) < o(y) + K(p)do(r,y),

ceci donne (2.3) en intégrant en y. Soient f € Ay, et z ~ y, n > 1.

1LFf(x) — y)|=| Z g(w — k() f ()]
< Z s () = )+ Z 195(2") — g ()] £ ()]
< LF¥1(2)K(f)Ca(n + k) +sup|f] Uk;mgk(x’)ll - gigigl
< K(f)Co(n + k) +sup[f| K Co(n)
soit, en utilisant (2.3) et la définition de A,y
f k a+ bD
IL¥f(x) = Lf(y)] < b/fdu {C’q)(nka) + Co(n)K 7 ] : (2.4)

Pour k; € N* qui sera fixé plus tard et D > 1 considérons
Ci(n) = D[Cq(n + k1) + Ca(n)].

La suite (C1(n))nen définit une nouvelle métrique sur X notée d; :

di(z,y) = Cy(n) sid(z,y) = r", soit K;(f) la constante de Lipschitz de f pour la métrique d;.
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L’équation (2.4) montre que si Dy est suffisamment petit et b suffisamment grand,

Ky (L4 f) < / i

Par ailleurs, pour un élément P de P;, (2.3) donne aussi :

1 1 1
—— | LFfdp= —— dp = —— d
M(P)/P fan u(P) /tr—ka : pu(P) zp,:/—kpmpff a

*’“PmP’ *’“PmP’ ,
—Z’“‘ ) | fdn £ DK Z“ )u(P)-

P'ePy

Ainsi, si k vérifie (2.2), on obtient :

1
Soit A}, le cone des fonctions de L qui vérifient :

1
OVPEPS,O<—/ d ga/d,

« Ki(f) < b / fdu,

Le lemme suivant montre que si les parametres sont bien choisis, £*! est une contraction

de A, dans Ay.

Lemme 2.2 Il existe D > 1, k; € N*, > 0,b> 0 et s € N* tels que, L A, C A} ;. De
plus, le diamétre Ay de L¥' A, dans AL, est majoré par 2log 54

Preuve : Fixons 0 < ( < 1, a <1 < o et ky tel que (2.2) soit vérifiée pour « et o'
Soient

a. a tel que a > ¢ (o + a/2),

b. b tel que b > K(a+ 1),

c. D> 1 tel que B+ > max [20‘?%, ﬁ],
d. s € N tel que b(D 4 1)Cs(s) < 5%,

e. ki tel que (2.2) soit vérifiée et DCs(s + k1) < Ca(s),
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Soit f € Agp, avec les choix ci-dessus, bDy = bCs(s) < 535 < 1, I'équation (2.5) donne :
o} 1
S [ ctsan < s [ epn
2 / u(P) Jp
< (o +af2) /Ekfdu < Ca/ﬁkfdu (a vérifie a.) (2.6)

et équation (2.4), Ky (L¥f) < & [ fdp. Ainsi, L5 Ay, C AL,
Il reste a estimer le diametre projectif. Soient f et g appartenant & L1 (A, ;) et n > 0 tel
que nf — g appartienne a Aa p: 1 doit vérifier :

n 1
L. VPeP,, 0< —/fdu——/gdusan/fdu—a/gdu,
w(P) Jp w(P) Jp
2. pour x et y dans un méme 1-cylindre,

—bn /fd/urb /gdu < n(f(x)—f(zfzx—y()g(x)—g(y))

< bn/fdu—b/gdu,
o [a-1/nip) [ 4 Lo

Pour vérifier 1., il faut

7 > sup et 7 > sup .
PePs /f_l/u /f PEPs/f
P
Or, par (2.6), on a :
1
/gdu— —/gdu /gdu
"IP) VP € P,

/fdu—m/fdu C/fclu

/gdu / /gdu
9
r ata VP P,

[ ran * [

Alinsi, pour avoir 1., il suffit que n vérifie :

et
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Pour vérifier 2., il faut, pour x et y dans un méme 1-cylindre,

b/g_gx—gy
X di(z,y)

n b/f Fr— fy et
d1($ y)
/ T —gy
d1 (x,y)
"= [ o ey
d1 (x,y)
comme K (f /fdu et Ki(g) < %/gdu, il suffit d’avoir :
/gd“1+D

/ fau P

De la méme maniere, soit ¢ > 0 tel que g — (f € Al,, il suffit que ¢ vérifie :

a,b?
/ D—l «Q
Y min
D+1’20/+a

/f

Comme D vérifie 2L > 22/ 2 et Dil > L 'le diametre Ay de £EA,, dans Al , est alors
D1 D—1 = T—° o\, ab

D+1 ]

majoré par 2log 25

Remarque 2.3 Dans la preuve du lemme 2.2, on utilise bDy < 55 < 1.
La condition e. implique que le diametre D; = C(s) de P, pour la métrique d; est majoré
par (D 4 1)Cs(s). La condition b(D + 1)Cs(s) < 527 permet d’amorcer une récurrence.

En effet, on a alors bD; < 5.

Fixons a, b, D et s tels que le lemme 2.2 soit, vérifié. Soit ko = inf{k € N/ (2.2) soit vérifiée}
et ky =inf{k > ko / DCs(k + s) < Cs(s)}.

En procédant comme pour montrer (2.4), on obtient, pour z et y tels que x ~ y, n > 1
et f € Acll,b :

CL+bD1
b )

1£850) — £55)| <b [ Fa [cl(n T E) 4 Coln)E

on est alors conduit & définir par induction k, et Cy(n) de la facon suivante :
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° kg+1 = 1nf{k > ko / DC@(S + kg+1) < C@(S)},

e la suite (Cy(n))nen est définie par induction par

Cg(n) = D[Cg_l(n + kg) + Cq>(n)]

Chaque suite (Cy(n)),en définit une métrique sur X notée d,. Pour f € L, K,y(f) désigne
la constante de Lipschitz de f pour la métrique d, et D, désigne le diametre de la
partition Py pour la métrique dy, par construction, D, = Cy(s) < (D + 1)Cs(s) et donc
bDy < 3. Soit AL, le cone des fonctions de L qui vérifient :

1. VPEPS,O<L/fdu§a/fdu,
u(P) Jp

2. Kilf) <b [ fan

Notons A) , = A, En procédant comme dans la démonstration du lemme 2.2 on obtient
le résultat suivant.

Proposition 2.3 La suite d’entiers (ky)sen et la suite de cones (Aﬁ,b)geN vérifient :

— LEAG O AL, 0>,

a,b?

D+1 . A

— Le diamétre A, de £klAf;’_bl dans A’ , est majoré par 2log b =

a,

Soit A le cone des fonctions f de L telles que 0 < sup .y |f(z)] < (a+ 1)/ fdu. Les
X

propriétés suivantes découlent directement de la définition de A :
1. AN —A =0,
2. A est un cone convexe,
3. A est fermé pour la topologie de la norme uniforme.

Pour utiliser les résultats du chapitre 1, nous avons besoin d’une norme adaptée a A.
Etant donné d > 0, considérons la norme

1fla = max(d | / Fdul, [1f]10)-

Remarquons que pour tout d, la norme || ||; est équivalente & la norme uniforme sur X.
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Lemme 2.4 Pour tout d > a + 1, la norme || || est adaptée au céne A.

Preuve : Si f et g sont telles que f + g et f — g appartiennent a A,

f@) —gx) = +(a+1) / (f — g)dp et
f@) +g@) = *a+1) / (f + 9)du

Ceci donne, en soustrayant les deux inéquations,

9(0)] < (a+1) / fdu

de plus,si f—g € Aet f+g € A alors |/gd,u| < /fd,u. Ainsi, pour z € X, [|g]la < || f|la
sid>a+ 1. O
Remarquons que par les choix de a,b, s et k;, les cones Af;’b sont des sous-cones de A.
En effet, si f appartient a Aab, f vérifie

1
OVPE’PS,O<—/ d ga/d,

o« Ki(f) <b / fdp.

En utilisant la métrique d, & la place de dy dans la démonstration de (2.3), on obtient

sup |f| < supE(f|Ps)+ Ki(f)Dy
suplf| < a [ fdu+oDs [ sy

sup |f] < (a+ 1)/fdu car bD; < b(D 4+ 1)Cq(s) < 1

La proposition 1.1 implique 0, < QAﬁ,b pour tout ¢ € N. Soient 6 = tanh % et f € Ay,

£k1+ ke £ appartient A Aa »» 1a proposition 1.1 donne alors
9A(£kl+"'+k[f, 1) S 9Alz b(£k1+...+klf, 1) S 69/\[_; ([’k1+...+k[,1 f, 1) S L S 5471A.
Pour n € N, il existe un unique entier ¢(n) tel que

kl—f—...—f—kg(n)§n<k1+...+k£(n)+la
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La proposition 1.2, appliquée avec || ||q et p comme forme homogene, permet alors
d’estimer la vitesse de convergence de L™ f vers u(f) pour f dans Ay, soit n =k +...+
kl(n) +u, u > 07

127 f = p(F)lla = LU LE 0 f — ()]l
<[l fall LR — () g
< Cte 5“™pu(f). (2.7)

Le lemme suivant va nous permettre d’obtenir une estimation de la vitesse de conver-

gence de L™ f vers p(f) pour f dans L.

Lemme 2.5 Pour toute fonction f de L, il existe R(f) > 0 tel que f+ R(f)1 appartienne
a Ao et R(f) < Ctellf]].

Preuve : Soit f € L, R(f) doit vérifier

1/uP) [ sin—a [ fau
o R(f) > sup ]

PePs
—b
5 /Xf‘
b

Ainsi, choisissons R(f) vérifiant

e R(f) >

R(f):max[ /fd,u,sup|f| —1 < Ctell f]]-

[
Soit f € L, notons fy, = f+ R(f)1 € Ay. L’équation (2.7) et le lemme 2.5 impliquent,

1L —p()lla < L fag — 1(fao)lla + I1R(F)L"T — R(f) (D)4
< Cted" ™| f]I.

Comme la norme || ||4 est équivalente & la norme uniforme sur X, on obtient, pour toute
fel,
1£7f = p(f)lle < Cted ™| ]I

On a ainsi obtenu I'inégalité (I) du théoreme A.
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2.1.2 Exemples d’estimation explicite de la vitesse de mélange.

Pour terminer la preuve du théoreme A, estimons ¢ dans les cas suivants :
i) Co(n) =0(1/n%), a >0,
ii) Co(n) =0(0"), 0 <6 <1,
iii) Cop(n) = OO1™M"), 0<0 <1, a>1.
Il s’agit d’expliciter £(n) en fonction de n. Remarquons que pour tout ¢ € N,
Co(n) = DCs(n) + -+ DCo(n+ ke + -+ k) + DCo(n+ ke +---+ k). (2.8)

La suite Cg(n) étant décroissante, (2.8) implique :

{41
Cg(S + kg_H) S C@(S + kg_H) Z Di = C@(S -+ kg_H)

=1

D2 — D

D1 (29)

Dans ce qui suit, R désigne une constante ne dépendant que de la suite (Ceo(n))nen -
Cas i).

Supposons que Cy(n) = O(1/n*), a > 0 et montrons que 6™ = O(-%). Par (2.9), pour
avoir DCy_1(s+ k¢) < Co(s), il suffit de choisir &, tel que (zzj)lz < 1 prenons k; = O(Dé)
et ky > ko. Pour n € N, soit ¢ tel que

k1+"'+kg§n<k1+"'+kg+1

alors, £ > al5E 1 De plus, § = tanh £ = D', ainsi 6t < Cte (%)%, ce qui est le

log D
résultat annoncé.

Cas 1i).
Si maintenant Cg(n) = O(0"), 0 < 0 < 1, soit k € N, par (2.8),

¢
Co(s+k) < RO* > (DO,
i=1
ainsi, pour £ suffisamment grand, DCy(s + k) < Cg(s), c’est-a-dire que la suite k, peut
étre choisie constante et la vitesse de convergence est exponentielle. On retrouve ainsi

le résultat classique ([Bo], [Pa, Po]).
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Cas iii).
Supposons Cp(n) = O(A18™"), 0 < § < 1, a > 1, montrons que pour tout € > 0 on a
5/ = O(A°e™* ™) Par (2.9), pour avoir DCy_ (s + k¢) < Cs(s), il suffit de choisir k,

1

tel que RD0°ek)* < 1 on peut prendre k, = O(exp [ tlog D ]5) et k; > kq. Pour tout

log(6~1)
u>1ety<1,lasommeu+u? +-- +u est un O/ u?) = O(u?"), pour tout
n>0.Avecy=a"! et u=exp [hl)‘ég—al_)l], pour n € N, on obtient pour / tel que

ky+- ki <n<k + 4k

¢ > (log %)%—n l‘ffge;. Finalement, on obtient (avec £ > 0 tel que aL—n = a—¢,un tel £

existe car o > 1),

1\ n a-c
51 = <5> < exp [—(log E)a’g logf~t| = O(pMs™" ™),

Ceci termine la preuve du théoreme A. 0]

2.2 Spectre de L.

Dans cette section, nous étudions le spectre de Lg en tant qu’opérateur sur I'espace

L. Dans le cas ou v,(®) < K#" pour un 0 < § < 1 (ou, de maniére équivalente,
log 0
logr

dans le cas ou ® est holdérienne d’ordre ( = par rapport a la métrique d), Le,
en tant qu’opérateur sur l’espace L des fonctions holdériennes d’ordre ( par rapport a
la métrique d, est quasi-compact ([Pa, Po]). Son spectre essentiel est le disque fermé
D(0, ¢f), chaque point du disque ouvert est une valeur propre de multiplicité infini.

Considérons les deux conditions suivantes sur @ :

la suite <M> est bornée. (Co0)
Cq> (’I’L + 1) neN

. Ca(n)
lim ———— =1 C1
o Caln + 1) ey
Evidement, (C1) implique (CO0). Nous allons montrer que si C vérifie (C1) alors chaque

point du disque ouvert D(0, ¢) est une valeur propre de L¢ en tant qu’opérateur sur L.

Remarque 2.4 (CO) est satisfaite par les trois exemples de 2.1.2, la condition (C1) est
satisfaite par i) et i) de 2.1.2.

Le lemme suivant montre que (C1) est naturelle dés lors que I'on souhaite sortir du
cadre holdérien.
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Lemme 2.6 Si ® vérifie (C1) alors, pour tout 0 < 0 < 1, la suite

o" > .y
—— est majoree.
<O¢ (n) neN

Preuve : Fixons 0 < 6§ < 1. Par (C1) il existe ng tel que pour n > ng,

Cq> (n)

— <
C@(TL—FI) o

1
57
on a donc, pour n > nyg,

Cq> (n) 2 gn—no Cq> (’no) .

Ceci permet de conclure le lemme. O

Le lemme 2.6 sera utilisée dans la section 2.2.2. Le résultat suivant sera démontré en
adaptant les fonctions propres construites par P. Collet et S. Isola ([C, I]) et M. Pollicott
([Po3)]).

Théoréeme B Si & vérifie ’hypothése (C1), le spectre de Lg, en tant qu’opérateur sur
L est le disque fermé de centre 0 et de rayon c. De plus, chaque point du disque ouvert

est une valeur propre de multiplicité infinie.

Remarquons tout d’abord que ¢ vérifie :
¢ = lim || £21]|}/" = lim (inf £31)'/".
n—o0 n—o00

En effet, par le théoreme 2.1, ¢ est le rayon spectral de P en tant qu’opérateur sur
C(X), ceci donne la premiere inégalité ; la seconde résulte du fait que pour z et y € X,
e L31(y) < L31(x) < P L31(y).

Le rayon spectral de L comme opérateur sur L est aussi ¢. En effet, (2.4) donne pour
felL,

K(E9) < K G

En particulier, on a K (L*f) < Cte || f||, de plus ||£¥ f|loo < || f]loo, ainsi [|L¥ f]| < Cte || f|-
Ceci implique que le rayon spectral, r(L£), de L, en tant qu’opérateur sur L est majoré

+ 1 flloo < K(f) + [[floo-

par 1 (donc 7(£) = 1 car 1 est une valeur propre). Enfin, lidentité L} f = c”hﬁ”(%)
vérifiée pour tout fonction f de L implique alors que le rayon spectral r(Lg) de Lo en
tant qu’opérateur sur L est c.

Dans toute la suite, on considere L¢ en tant qu’opérateur sur L.
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2.2.1 Noyau de Lj.

Rappelons que M est le plus petit entier vérifiant 7™ > 0.

Lemme 2.7 Si ® vérifie (CO0), alors pour tout ¢ > M, le noyau de L% est de dimension

infinie.

Preuve : Fixons ¢ > M et a € A, soient [g1],...,[ex] les g-cylindres tels que chaque
r € |a], possede un antécédent (nécessairement unique) par o? dans chacun des [gj],
j=1,...,k, comme ¢ > M, k> #A> 2.

e Soit f € L et fy = f1f,;. Alors f, appartient a L et est a support dans Ej.
En effet, considérons n € N et x ~ 3, alors :

e Sin>gq,x€ley] & yé€ e et donc v,(fo) < vn(f).

e Sin < g, on majore |fo(x) = fo(y)| par 2| f|loc, on a alors v, (fo) < 2|| || Go.

Ainsi, fo € L et K(fy) < max (2"§"°° , K(f)).
e Pour 1 <j <k, soit :

filx) = (o) 1, (2) fo(e10%2) siciofr € X

= 0 sinon.

Alors, f; est a support dans [g;] et appartient a L (comme produit de fonctions de
L).

Zf 1eXp(2Z7r )f]
exp(D 5= tdooi)

e Soit maintenant : r, =

Vérifions que Lir, = 0.

E?I)Tq(l‘) _ Z Z] lexp( )f](.fb' ) exp(i@ o O'j(g;"))

oclx' =1 eXp(zq q) © U]( ) 7=0
k
2im( j - 1)
= ZeXp 'Y g
olz'=x

or, si x ¢ [a], fj(z') = 0 pour tout j, si x € [a], alors z a exactement un antécédent
par 0% dans chaque [g;], 7 = 1,...,k. Ainsi, Y ..., fi(@") = fi(e1x) si erz € X, et



28 CHAPITRE 1.2 DYNAMIQUES NON HOLDERIENNES

> sap—y fi(@") = 0 sinon. On en déduit £, = 0. De plus, f étant générique dans L,
KerL{ est de dimension infinie dés lors que r, € L. C’est ce que nous vérifions maintenant.
Rappelons tout d’abord que si f,g € L, alors fg € Let K(fg) < ||fllK(9)+ 19|l K(f),
si felL, f>0 alors % € Let K(%) < mK(f).

Comme f; € L, il suffit de vérifier que exp(zg;é dool)e L.

Soient n € N et 2 ~ y, alors :

<

(Y B0 07(2) — exp(}_ B0 07 (y)

(el®le)* (exp<2<<1> 0ol (z) — ® o 0’(y)) - 1) ,

7=0
or :
q—1
S (@ooi(a) ~ ool(y) < Coln—g)sin>g
7=0

< 2)|P]w sin <.

Pour tout n € N et ¢ € N, I'hypothese (CO) implique Cg(n — ¢) < CteCg(n), ou la
?;(1) ® o 07) appartient & L, ceci acheve
la preuve du lemme. O

constante ne dépend que de ¢. Finalement exp(

2.2.2 Construction de valeurs propres pour L.

Lemme 2.8 Si & vérifie (C1), alors tout point du disque |z| < (inf £51)”

e est une valeur

propre de multiplicité infinie de L% pour ¢ > M.

(inf £21)2
1£§ oo

> 7400
Vi q
Gz =Tq¢+ E F —.
J q
=1 Hj:l Lgloold

Preuve : Soit |z| < < inf £LI1 et r, comme dans la démonstration du lemme

2.7. Soit :
Lq

La fonction g, , appartient & C'(X) et vérifie LLg,, = 2g.,. En effet,

00 g
r,o0
Lig., = Lir,+ E z££%< ; g , )
=1 [ l]’:l L3100
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043" e ( ry0 0!t )
— —|— VA & 7 - o0
=1 Hj:l [,?{)1 ogl—1)g

_ ¢ rgoaThe q

a Z T o (-1 £al
= HFI Liloo

= 20.4-

En faisant varier les fonctions 74, on construit une famille infinie linéairement indépen-

dante de fonctions propres associées a z. Reste a vérifier que ces fonctions appartiennent
a L.

Evaluation de v,(g..q).
ryo o

H§:1 Lylo ot
Dans toute la suite, C' désigne une constante ne dépendant que de ¢. Comme L£31 et r,

Fixons p e N, z L y et posons : fg, =

appartiennent a L, on a :

|[feq(®) = fealy)] <

‘
1£615"
2 | L3 K C 14 Ko (L1 - (2.10
27 |4 s (0000 = ) + Il Kol €40 3 Calp = i) 2:10)
en convenant que Cy(k) = Co(0) si k < 0. Soit o = (Zl‘rllfzﬂ‘;‘; < let B > 1 tel que
P
aB? < 1. Par (C1), il existe ng tel que pour n > ny,
_Col) _p
C@(n —+ 1) -
Ceci implique, pour n > ng + ¢,
Co(n —q) < BiCs(n). (2.11)
Par (2.10), on a les majorations suivantes :
p(geg) < CD a'Colp—Lg) +C D "> Calp— jq)
{=0 =0 j=1

Notons mg(p) = E(***) — 1 ot E(u) désigne la partie entiére de u € R.

mo(p) o

(1) = Z o Cy(p — lq) + Z o'Cy(p — Lq)

=0 £=mo(p)+1
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o0

en utilisant 2.11 < Cs(p) Z(an)e +C Z o
=0 t=mo(p)+1
< C(Calp) + o)
mo(p) ‘ 0o ¢
et (2) =Y o> Celp—jo)+ Y. o> Celp—jaq)
£=0 J=1 l=mo(p)+1  j=1
en utilisant 2.11 < Cg(p)C Z(Oqu)é +C Z tat

£=0 L=mg(p)+1

< C(Cy(p) + fP) avec 1 > 3 > al/d.

Soit finalement, v,(g.,) < C(Cas(p) + 47).
D’apreés le lemme 2.6, I’hypothése (C1) nous donne P < Cte Cg(p), soit finalement :
Up(92q) < Cte Co(p) ce qui montre que g, , € L. O

2.2.3 Spectre de Ls.

¢ = limy o0 || £21]|5" = limy o0 (inf £2.1)1/7, Ainsi,

((inf ag1)2>1/q |

¢ = lim
1£81] o

q— 00
(inf £11)2
1£31]loo
propre de L£%. Ceci implique qu’il existe p, racine g

Soit |z] < ¢, soit g tel que 27 < et ¢ > M. Par ce qui précede, z? est alors valeur

ieme g 54 qui est valeur propre
de L. En fait, ce résultat peut étre précisé. Soit A de module |p9] = |27|, quitte &
changer la fonction f qui sert dans la construction de r,, on peut toujours supposer que
Irgs - s E?{lg,\ﬂ sont indépendantes. Soit E) , le sous espace de L qu’elles engendrent ;
E) 4 est invariant par L4 et ’équation caractéristique associée est A = 2. Ceci implique
lemes

que toutes les racines ¢ de A sont valeurs propres de Lo de multiplicité infinie et

termine la démonstration du théoreme B. O

Remarque 2.5 Soit A une valeur propre de L¢ de module strictement inférieur a ¢, soit
f une fonction propre associée. La mesure v vérifie L = cv, ceci implique /fdz/ =0.Si

la vitesse de convergence vers ’état d’équilibre était exponentielle (par exemple majorée
par Cte 0", § < 1), la suite (|2])" 0™ serait bornée, en particulier, |A| < fc. Ainsi, le
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théoréme B implique que, sous 'hypothese (C1), la vitesse de convergence ne peut pas

étre exponentielle sur L.

2.3 Théoreme de la limite centrale.

La mesure /. est mélangeante, en particulier, elle est ergodique et pour f € L'(u),

1 n—1 .
Suf:=— Zf oot 2% /fdu, [ presque partout.
i=0

S

Le théoreme de la limite centrale (TCL) précise ce résultat. Rappelons I'inégalité (I) du

théoreme A, pour f € L,

Théoréme C Si Z(Sz(") < oo alors

n>1

Laf fw(f)H < ¢ 30 | f].

T
¢ o

n—1 2
1 .
2 — . _ 'L
o= (Z 900) e
= g/ggoajdlt
J

est bien défini et pour tout g € L tel que /g =0etT#0,

S .
ng 1ok
TN

ou N désigne la loi normale centrée et réduite.

La preuve de ce théoreme suit celle de C. Liverani [Li3] et repose sur le résultat suivant.

Théoréme 2.9 [Ne|, [Du] Soit (Y,,),>1 une différence de martingale renversée, station-
naire et ergodique. Si Y, € L? alors Y, vérifie le théoréme de la limite centrale avec
v = E(V).
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Cette approche probabiliste a été utilisée par M.I. Gordin [Gor|, M.I. Gordin & B.
A. Lifshitz [G, L], I. M. Ibragimov, Y. Linnik [I, L] et A.M. Fischer, A. Lopes [F, L].
Lorsque 'opérateur est quasi-compact, la théorie des perturbations ([Kal, [D, S]) permet
aussi d’obtenir le TCL ([G,H], [Bre], [Bro]). Rappelons que (Y,,),>1 est une différence
de martingale renversée par rapport a une famille de tribus (F,),>; non croissante
(Fni1 € F,) si pour tout i, E(Y;_1|F;) = Yi_1 et E(Y;|F;) =0.

Preuve du théoréeme C : Soient F,, = 07 "F, n > 0 et g € L telle que u(g) = 0.
Considérons f = > L"g, [ est bien définie et appartient & L car par (I), ||£"g||s <
Cte 6“™||g|| et la suite (64™), e est supposée sommable. Considérons alors

Yi=goo' — foo' + foot

Cette relation implique que le TCL est vérifié pour la suite (g o 0%);>1 si et seulement si
il 'est pour la suite (Y;);>1. En effet,

n—1 n—1

B S O VORI B

DIy ; g il f]
et ﬁ[ foao™— f] converge vers zéro en probabilité. Pour conclure, il suffit alors de vérifier
que la suite (Y;);>1 vérifie les hypotheses du théoreme 2.9.
Le fait que la suite (Y;);>1 soit stationnaire résulte directement de l'invariance par o de
p; elle est ergodique car le systeme dynamique (3,0, F, ) Pest. De plus, Y; | est F;
mesurable, ainsi, E(Y;_{|F;) = Y;_; enfin, soit A € F,

/K-du = /gooidu—/foaidu+/foaildu

oA oiA A ~iA
_ /gdu—/fdu+ / fdp.
A A o 1A

Or, f vérifie

A/fduz i/ﬁ”gduz fj [ oin

n=0" TomA

/mduzo

o=t A
et ainsi, E(Y;|F;) = 0. O

Finalement, on a donc



Chapitre 3

Systemes dynamiques aléatoires

Les résultats de ce chapitre sont tirés de l'article [Ma], V. MAUME-DESCHAMPS
Equilibrium states for non Holdérian Random dynamical systems, Random and Com-
putational Dynamics (1997) 5 (4) 319-335. Ce chapitre est consacré a la recherche de
mesures d’équilibre pour le principe variationnel relativisé, pour des potentiels aléatoires

non Holdériens.

Considérons (Q2,P, F,S) un systéme dynamique inversible, avec S ergodique, inversible,
bimesurable, P-invariant et ¥ : Q@ — C'(X) mesurable telle que / [P, [|oodP(w) < 00
Q

(¥ € L'(Q,C(X))). Dans un premier temps (section 3.1), nous considérerons que 1’ap-
plication ¥ est une perturbation d’'un potentiel donné ®, dont le module de continuité
est sommable. Nous montrerons I’existence et 'unicité d’un état d’équilibre et la stabi-
lité stochastique (théoremes D et E).

Des systémes dynamiques aléatoires plus généraux seront ensuite étudiés (section 3.2)
dans une section ne suit pas exactement I'article [Ma]. Le point de vue adopté ici est
celui de J. Buzzi ([Buz2]). La mise en place de la section 3.2 fait suite a plusieurs

conversations avec celui-ci.

3.1 Perturbations aléatoires

Soit ® € C(X) un potentiel & valeurs réelles fixé dont le module de continuité

(définition page 3) est sommable :

Z v (P) < 0.

n>1

33
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Soit x(n) = 5,41 vp(®) et L I'espace des fonctions lipschitziennes associé comme dans
le chapitre 2 :

L={feC(X)/Vn=1, v.(f) < Kx(n)}.

Remarque 3.1 Comme dans le chapitre 2, si le potentiel ® est localement constant, on
convient d’utiliser la suite x(n) = max(6™, x(n)), 0 < # < 1 a la place de x(n). En fait,
on peut utiliser & la place de la suite (x(n)),en n’importe quelle suite décroissante vers

zéro qui la majore.

La norme sur L est définie comme au chapitre précédent par || f|| = max(K(f),||f|loo)-
Notons v, (w) pour v,(¥,), L, Popérateur de transfert associé a ¥, et les compositions

Ly = Lgn-1,0---0L,. Nous supposerons que
[T, — Pl < € et v, (T, — P) < ev,(P), € €]0,1].

La condition sur le module de continuité de ¥, — ® implique v, (w) < v,(®)(1+¢), ainsi
les opérateurs L., agissent sur L : soient x et y dans X tel que x ~y, n>1let f € L,

1Lof(x) = Lof(y)] = | Z e f(a") — e W F(y))|

< Z e¥ul@ y)| + Z e¥el@ “Ee 1 f ()]
ox'=x or' =1
< x(n+ DE(f)[|Lol]lso +sup [ (e = 1)]|£,1]]s

< Cte x(n)|If]l
Remarquons que £, , vérifie la relation de cocycle suivante :
Loimw = L snw o Ly .
Nous allons montrer le résultat suivant.

Théoreme D Pour tout 0 < ¢ < 1, il existe des applications mesurables :

H: Q — L C: Q — RY/{0} : Q@ — PX)
w — hy w — c, w — U,

telles que :

1. Yw e, L,h, =c,hs, and L} vs, = c,V,,
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2. vy(hy) =1, loge, et ||loghy || appartiennent a L>(2) et T = (fiw)weq, o = Dol
est le seul état d’équilibre de V.

3. toute fonction f de C'(X) vérifie

Enwf — hgne, / fdv,|| =3 0et
CSnflw X ... X Cw 00 (3 1)
'cn,S—”wf n—00 '
_'hw deS_”w — 0.

Cg-1, X ... X Cg—ny, 0

Pour f € L, les deux vitesses de convergence dans (3.1) sont majorée par C' v'™||f]| ou
C>0,0<a<l,C ety nedépendent ni de w, ni de €, ni de f et la suite {(n) est une
suite strictement croissante d’entiers qui ne dépend que de la suite x(n). On a alors les

estimations suivantes sur les corrélations aléatoires :

Ci(1.9) < Cte ™ sup(| [ gan)|f] et
se

G (0) < Cte sup| [ gar)
ElS

pour f € L et g telle que sup,cq(| [ gdvs]) < 0o . T = (hwlw)wen

Remarquons tout de suite que les estimations sur les corrélations aléatoires découlent

directement de 1., 2. et des estimations des vitesse de convergence dans (3.1) pour
felL:

Co(f,g9) = ‘/f(goa”)hwduw—/ghgnwdusnw/fhwduw
f; ||hw|Lm‘u/n lLLW(f) dVSnw —-J[!yhsmﬂdysnwd/ifdbb
Csn—lw

X ... X ng
L
ol sup( / gdui)),
oo SEQ

- hS”w/dew
CSnflw X ... X Cw

ceci donne inégalité annoncée pour C¥(f, g), on procede de méme pour C2 "“(f, g).

Comme le module de continuité de ® est sommable, ® vérifie ’hypothese (W) du
chapitre 2. Soit (h, ¢, v) le triplet qui lui est associé par le théoreme 2.1. La question de
la stabilité de hy, c,, v, est alors naturelle. Le résultat suivant montre que hy, c,, v,
sont fortement stables.
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Théoréeme E Soit (h,c,v)le triplet donné par le théoréme 2.1 alors hy,, ¢, v, vérifient
les propriétés de stabilité forte suivantes.

limsup || — Ayl = 0,
e=Vweq

) c
limsup — =1,
e=0 4,0 Cy

Vf e C(X), limsup |v(f) — v,(f)| = 0.

eV wen
La stabilité stochastique du systeme (X, o, ®) (définition page viii) découle de ces pro-
priétés de stabilité forte. En effet, soit f € C'(X),
|:U’(f) - Mw(f)| = |V(hf) - Vw(hwf)|
< | [ 0= hold] + o) = vl 1)

< Slelg| fdvs| [[h = hylloo + [v(fh) — v (fR)].

Ainsi, u,(f) converge vers pu(f) quand £ tend vers zéro.

Les fonctions propres généralisées h,, sont obtenues comme limites projectives de £,, g-n,1,
ce qui implique aussi l'existence des valeurs propres généralisées c,. Les mesures v, (f)
sont obtenues comme limites de pp(f) et A(f) ot pe(f) et Ag(f) sont les nombres réels
utilisés pour calculer la distance projective entre L, ohe et Ly f dans un cone
approprié, ot (m(f))sen est une suite croissante d’entiers construite a partir de la suite
(x(n))nen. L’estimation de la vitesse de convergence résulte de cette construction. Les
propriétés de stabilité fortes résultent du fait que le contréle de cette vitesse est uniforme

en w et e.
3.1.1 Construction des valeurs propres et fonctions propres gé-
néralisées ¢, et h,.
Pour construire ¢, et h,, nous allons utiliser une suite de cones dans L. Soit :

Ao ={9€ 0 (X) / (o) < explxolp)g(v) sia Ly p =1}

ol xo(p) = (14+¢)x(p). Il est clair que le cone Ay est inclus dans L. De plus, pour f € Ay,
pEN*,foy,neNethQona:

Lnuf(x) < Lnwf(y)explxo(n +p) + xo(p)]. (3.2)
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En effet,
Lowf(@)= Y exp[Uy(r)) + -+ Ugnr, (0" )] f(2),

ox'=x

pour f € Ay, z X y avec p > 1, 2’ et i vérifient 2 s y' ainsi, f(a') < eXo(HP)f(y)), et :
Wiy, (0'ar) — Vg, (0lay)| < vnipi(S'w) < (1 +&)vyppi(P).

Ainsi, Lo f (2) < Lowf(y) exp(xo(n+p)+(1+) S0 vnpei(®)), ceci donne inégalité
(3.2). On a aussi £, ,Ag C Ap :

n+p

Lowf(r) < Lowf)explxo(n+p)+(1+e) Y v(®)]

k=p+1
= En,wf(y) exp XO(p)a

mais le diametre hyperbolique n’est pas nécessairement fini'.

Comme dans le chapitre précédent, pour D > 1 fixé, nous construisons une suite d’en-
tiers (k¢)sen, une suite de métriques (x¢)ren et une suite de cones (Ag)gen tels que

['kl,wAé—l C Ag.
— ki =1inf{n > M / Dxo(n) <V} avec V =2 sup x(n) = 2x(0).

= x1(p) = D(xo(p) + xo(k1 + p))

— xe(p) = D(xo(p) + xe—1(ke + p)) avec

ke =inf{n > M / Dxy_1(n) < V}.

Remarque 3.2 Par construction, les suites y, vérifient pour £ € N,

x¢(0) = D(x0(0) + xe—1(k)) < V(D +1).

1Si v,,(®) (et donc x(n)) est une suite géométrique, en remplagant xo(n) par a x(n) dans la définition
du cone, pour a et n suffisamment grands, on obtient un cone tel que diama, L, ., Ag est fini. Par contre,
si la suite x(n) vérifie 'hypothese (C1) du chapitre 2 et ¥, = ® Yw € Q (on a alors £, ,, = L}), I'étude
du spectre de 'opérateur de transfert faite au chapitre précédent implique que, dans ce cas, le diametre
de L, Ao dans Ag ne peut pas étre fini.
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L’équation (3.2) conduit & considérer le cone suivant :

A ={geCH(X) /[ glx) <explu@gly) siz Ly p>1}.

Lemme 3.1 Pour tout w € 2, Ly, ,Ao C Ay, de plus, toutes fonctions f et g appartenant
a Ny, vérifient :

D+1 2
s + —(D* - 1)V +log

<21
9A1 (['kl,wfa 'Ckl,wg) = 08 D—1 D

‘ £k1 W f
'Ckl,wg

‘ H Ekl’wg
00 'Ckl,wf

Preuve : Le fait que Ly, ,Ag C Ay résulte de la définition de la suite x;(p) et de (3.2).
Soient, f1, fo telles que

‘ o0

filz) < fiy)Ixo(kr +p) + xo(p)] siz Xy, i=1,2 (3.3)
montrons que la distance 6, (f1, f2) est majorée par

log supsup [exp(x1(p)) — exp(—=D 'x1 ()2 f1 () fo(2)
p 2. [exp(xi(p)) —exp(D='x1(p))]2f1(2) f2(w)

~z

(3.4)

Par définition p(f1, f2) et A(fi1, fo) vérifient :

— sunsup PN AE) = [ily) o i)
p 1) = PZIl) xﬁlj exp(x1(p)) f2(z) — fo(y) = :ve)I? fa(x)’

exp(x1(p))fi(z) — fi(y) < inf fi()

M f) = ) ol@) — faly) = ook @)

Comme f; et f, vérifient (3.3), nous obtenons (3.4). Les inégalités classiques sur les

exponentielles donnent

D+1
L 51— DY)y (0) + log SR S1SUD 2

<
O, (f1, f2) < 210gD 1 & inf f; inf f,

or, ki a été choisi pour que , x1(0) < V(1 + D). O

Il reste alors a estimer ¢ Jf pour f € Ly, »Ao. Rappelons que M est le plus petit entier

vérifiant T™ > 0.

Lemme 3.2 Soient f € Ay, n €N, et z,y € X, pour tout w € 2, on a

£M+n,wf(x) S 6X0(0)O((I); M)['M+n,wf(y)7

ou C(®, M) ne dépend que de M et ®.
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Preuve : Nous avons déja remarqué que pour f € Ay, L, f € Ay, aussi, il suffit de

montrer le lemme pour n = 0. Soit € X, notons :
— Iy() les éléments a € AM tels que ar € X,
— pour j € A, In(j, ) les éléments a de AM tels que ax € X et ay = j.

Lorof(x Z Z exp <Z g, (ohin ) exp(W,, (iz) f (iz).

JjeEA i€l (j,x)

Pour y € X, et i € I)/(j, z), 'apériodicité implique qu’il existe k € I/(4,v),

exp(W, (i) f (i) < O exp(W, (ky) £ (y)

ainsi,

IN

£M,wf(l‘)

exo(© Z Z exp (Z\Ifsz aw) Z exp(V, (ky) f(ky)

jeAiely(j,z) keTnr,y)
M—1
< el Z exp (Z \Ifszw(aéi:v)> Z exp(W¥ ) f(ky).
i€1n (2 =1 kT (y)

(en utilisant l'inégalité >, ;a;b; <37, a; >, b; pour a;, b; des réels positifs).
D’autre part, Zz‘eIMm exp (Zéf‘gl \Ifszw(gfix)> est majoré par (#A)MeM=2)(HI®lo) <
(A M M=-2(1+[8]) o

exp(Vy (ky) f(ky) = exp (2 \Ifszw(afky)> (ky) exp( Z ey ( fky)

=0
M-1

< e (M2)(inf o) o, <Z \pslw(géky)) f(ky)
=0

M-1
< e (M=2)(nfe—1) ooy (Z ‘I’slw(aéky)> f(ky)-

£=0

Ceci termine la preuve du lemme. O

Remarque 3.3 Comme k; > M, le lemme 3.2 implique que le diametre de Ly, ,A¢ dans
A, est borné.

Ces résultats suggerent de construire une suite de cones.
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Proposition 3.3 II existe une famille Ay, de sous-cénes de C*(X) et 0 < A < oo tels
que :

L w1 CAy,
o Vf, g € Ny On,(Liyuf, Liywg) < A.

Preuve : Les cones Ay et A; vérifient la proposition. Soit ¢ > 2, définissons,
A= {g € CT(X) / g(x) < exp(xe(p))g(y) siz P y} _

Remarquons que pour tout n € Net w € Q, £, ;,Apy C Ay :soit f € Ajetx Ly, p>1,

Lowf(z) = > exp[i g, 00 ()] f (2)

< Y ey Wsu o (AW el +p) + (142) Y )]
xe(n+p)+(1+¢) Z ve (1) = Dxe—1(ke+n+p)+ xo(n+p)+ (1+¢) Z ve(i)] < xe(n).

En remplacant x; par xg et ky par kg, comme x,(0) < V(D +1) (remarque 3.3), le lemme
3.1devient :

Lemme 3.1/ Pour tout w € €, Ly, ,A¢—1 C Ay, pour f et g dans Ay_,, vérifient :

‘ £kg,wf
£kg,wg

D+1 2
~—(D?* -1 1
D—1+D( )V +log

HA[ (‘Ck[,tha ‘Ckl,wg) S 2 lOg

H Ek[,wg
Ek[,wf

‘OO ‘OO
En remplacant yo par xe,_1 et Ay par A,_1, le lemme 3.2 devient :

Lemme 3.2/ Soient f € Ay_1, n € N, et x,y € X, pour tout w € €, on a

Lrinwf(x) < X1 OC(®, M)Lyrsnof (),

ou C(®, M) ne dépend que de M et .
Comme x,—1(0) < V(D + 1), en combinant les lemmes 3.1¢ et 3.2¢, on obtient que le

diametre de Ly, ,As—1 dans A, est majoré par

D+1 2
DiLl +5(D2—1)V+2V(D+1)log0(q’,M) - =A.

2log
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Ainsi, les cones A, conviennent. O
Remarquons que la constante A est bornée indépendamment de ¢ €]0,1[. Cette re-

marque sera utile pour obtenir les résultats de stabilité.

Soit v = (1 — e™®) > tanh %. La proposition 1.1, implique, pour f et g appartenant a

Npet weQ:

eAl (£k5+...+k1,u}f7 ﬁk[+...+k1,wg) S 74710/\1 (‘Ckl,u)fJ 'Ckl,wg) S Aryéil‘

Les cones Ay sont des sous-cones de C*(X), la proposition 1.1, donne alors ¢+ (x)(f, g) <
On,(f,9) Vf,g € Ay Ainsi, f,g € Ay vérifient

90+(X) (['n,u)fa ['n,u)g) S HC"*‘(X) (‘Ck1+-“+kl(n),wf7 £k1+---+k[(n),wg) S A’Yé(n)il' (35)

Lemme 3.4 Pour tout w € Q, (L, s-n,1)nen est une suite de Cauchy pour la métrique
Oc+(x). De plus, pour n > M, L, g-n,1 appartient & {f € C*(X) /fc+(x)(f, 1) < 00} =
m(1).

Preuve : Notons m(/) a la place de k; + - - -+ ki. Pour n € N, il existe un unique entier
¢(n) vérifiant :

kit ko) <n < ky+ -0+ Koy
Soit p>n> M, netpsécrivent n =k +---+ki+r=ml)+retp=k +---+k+
o+ ki + s =m(k) + s, ainsi,

Oc+(x)(Ln,s-nwl, Ly s-ru1) =
90+(X) (ﬁm(é),s—m(l)w e} £r,5*nw1, Em(g),s—m(l)w 0] Ekz+~~~+kk+s,5*mw1) .

L’estimation (3.5) et le fait que L, g-n,1 et Ly, 4...ik,+s,5-mwl appartiennent a Ay pour
tout w € €1, impliquent

90+(X) (ﬁn’s_”“’ 1, Ep,s—l’wl) < ’YLIA,

ceci donne 'affirmation sur la propriété de Cauchy. De plus, on a
sup f
0 1) = —
ainsi, en utilisant le lemme 3.2, on obtient O+ (x)(1, Lp,5-nn1) < 00 sin > M. O

Nous pouvons maintenant construire les fonctions propres et valeurs propres générali-

sées.
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Proposition 3.5 Pour tout w € Q, il existe h,, € L et ¢, € R" tels que L, h, = c,h, et
log [|hy]|so € L®(R2), log e, € L®(R).

Preuve : L’espace 7(1) est complet pour la métrique projective (exemple 1.1), par
le lemme 3.4, nous pouvons donc considérer h,, la limite de la suite (L, g-ny1)nen, hw
vérifie, L,h, = hg, projectivement. Alors, pour tout w, il existe un réel ¢, > 0 tel que
Loh, = cohs,.

L’espace m(1) s’identifie a 'ensemble des f de C*(X) telles que o+ (x)(1, f) < oo et

/fdm = 1, o m est une mesure borélienne sur X. Par la proposition 1.2, h,, est aussi

‘C'n,S_”wl
fﬁn,S,nwldm
L, s-n,1, n > M, il existe une constante C' telle que pour tout z et y de X :

la limite pour la norme uniforme de ( ) . En appliquant le lemme 3.2 a
neN

Cilﬁn,S*”wl(y) S ﬁn,S*”wl(x) S Cﬁn,S*”wl(y)-
Alinsi, nous obtenons
C2% <infh, <suph, < C?, (3.6)

on a donc ||h, |l € L®(2). Remarquons que logc, appartient a L>(Q2) : on a ¢, =
v,(L,1), ainsi |logc,| <log||Lu1]|~ qui est borné uniformément en w. O

3.1.2 Construction des mesures conformes généralisées v,,.

’C'n,S*nwl
f ‘C’n,S*nwldm

pour la norme uniforme, h, appartient & A, pour tout ¢. Nous pouvons maintenant

Comme h,, est la limite uniforme de ( ) et que les cones Ay sont fermés
neN

construire les mesures v,. Fixons w € Q et f € Ay, alors Ly, 4...qop,0f = Ly wf € A
En particulier, il existe un plus grand réel A, et un plus petit réel 1. tels que

Lono)wf

m(f),w

)\ghsm(aw S S M[hsrn([)w. (3.7)

(pour alléger les notations, notons ¢, ., pour cgn-1, X -+ X ¢,) et
e = 'Cm(ﬁ),wf - )\lcm(ﬁ),whsm(l)w € Al (3 8)
50 = [Cm(e)whsm®, — Lm@ywf € Mg
En appliquant I'opérateur positif £, 111,50, AUX Inéquations (3.7), nous obtenons Apyq >
Ao et ppry < py. Les lemmes 3.1 et 3.2, donnent :

On, s (homerngs Ly, smoure) = Oa,, (Lgyyy smouligmerny, Ly, | smoure)

A.

IN
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Par définition de la métrique projective, il existe aypi1 et Bpyq tels que

A
apr1hgmer, < 'CkHl,Sm(l)w re < Qpi1€” hgmiesy,,

A
ﬁ[+1h5m(l+l)w S EthSm(Z)w Sy S ﬁgﬂe hSm(l+l)w-

Ceci implique (en appliquant Ly, | sme. a (3.8))

(g1 + Beg1)hgmerny, < (e — Ae) Cm(er1)whgmee+ny,
< e (a1 + Bep1)hgmeing

par ailleurs,
Lones1)ywf Lipir,5m0uTe T MCm(es1)w Bgmerny,

> (g1 + M Cmpeg1)w) Pgmesny,

Linerywf = HCmes1)whsgmerng — Li,,, sm©4,5e

(Mlcm(é-i-l),w - ﬁl+1)h5m(l+1)w .

N

et

Loesnywf — (g1 + M1y w) Pgmerny,

£kl+1,5m([)wre — O{g+1hsm(l+1)w € Ag+1 .

De la méme maniere, on obtient (teCmet1)w + Bep1)hgmesn, — Lmesywf € Aeyr. Ceci

implique :
Cm(l+1),u

41

{ Noyp > Ap+ —
fpp1 < fhg — PR

et finalement,
(pte = Ae) = SEEEPL < (y — M) (1= e72)

Cm(04+1),w

(o1 — Aep1) <
< (= A)(L—e?) = (u — )"

(/M+1 - )\£+1)

Ainsi, iy et )\, convergent vers la méme limite notée v,(f).

De plus, cette limite vérifie :

Les estimations suivantes permettent d’obtenir une majoration uniforme en w.

Em w -
] ol f )H < (1= M) [ hgmoulloo (3.9)

Cm(Z),w 00
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Lemme 3.6
(Ml

||f||oo
£ loo

W

peut étre borné indépendamment de [ et w.

peut étre borné indépendamment de r et w.

Preuve : Pour f € Ay, comme A; > 0, il suffit de majorer ;. Or,

_ exp(X1(P)) Ly f (¥) = Ly f (y)
= Slill’p Slip eXP(Xl(p))ﬁkl w w( ) ﬁkl,whw(y)

T~y

qui peut étre borné par BH 2PN+ £]| . (en procédant comme dans la preuve du
lemme 3.1 et en utilisant (3.6)).

Finalement, pour obtenir la derniere borne, il suffit de remarquer

ﬁr u)]- Erw]_ sup h ry
’ - : hsre < L
Crw Ly he inf h,,

(3.10)

et d’utiliser I’estimation (3.6). O

Remarque 3.4 En procédant de méme, on peut aussi obtenir I'estimation \; > Cteinf f
ol la constante ne dépend ni de f ni de €.

Soit f € Ag, w € Qetn €N, soit n =4ky+---+ky+r =m(l)+r. Le lemme 3.6, donne :

['n,wf £r,5m(’-’)w o £m(€),wf . Er,Sm(l)whSm(’-’)quI(f) H
00

Cnw Crysm(l)w X Cm(é),w Crysm(l)w

bt = |

oo

1L, smer, 1| oo
Cte|| floy’ ——2=,

CT’Sm(Z)w

IN

or, par (3.10),

||Er,Sm(l)w1 ||OO < sup hS”w

: < %
CT‘,Sm(l)UJ - lnf hsm([)w
Finalement, on obtient :
L
‘ Cn—Wf - hs%yw(f)H < Ctel| f o7 (3.11)
n,w 00

ot 7 = (1 — e™2) et la constante ne dépend pas de w.

Lemme 3.7 Soient
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— hy = hyv,(1)
e CoViu(1)
VSw(]-)

l/w - Vw(]_)’

alors, 7,(1) = 1, 7, (h,) = 1,L,h, = ¢,hs,. De plus, I'estimation (3.11) reste vraie pour

hy, €, et v,,.

Preuve : En effet, toute fonction f de Ay vérifie :

'Cn wf 7 VS”w(l) 'Cn wf
. —h ny, Uy = . —h nylVy
e D=0 o )
Il suffit de borner Vf,’:‘(“l()l) indépendamment de w et n. Comme v,(1) > A, et vgn,(1) <
[1,, ceci est réalisé par le lemme 3.6 et la remarque 3.4. On obtient ainsi,
Lnwf + _ _
|2t Femtn)| <ot
Cnw 50
ol la constante et v ne dépendent pas de w. 0]

Dans toute la suite, h,, c, et v, sont remplacés par h,, ¢, et 7,,.

ETL w
Tuf — hS”u}Vu)(f)H

’ (o)
pour f dans L. Quitte a séparer partie positive et négative, on peut supposer que f est
positive. Soit B = ||f|| > 0si f#0,n € N et s~ yon a:

Pour finir la preuve du théoreme D, donnons un estimation de ‘

flo)+6 _

T - exp [log(f(x) + 3) — log(f(y) + )]
< o [£E-S0)]
< exp {W]
< eX(n)_

Ceci montre que f + ( appartient a Ay. De plus, la fonction 3 est clairement dans
Ag. Ainsi v, peut étre étendue en une forme linéaire continue sur L : pour f € Ay,

v,(f) = limM et (inf f)L,,1 < L,of < (sup f)L,1, ainsi (inf ), (1) <

Cn,whS"w
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vo(f) < (sup f)rv,(1). En particulier, en posant v,(g9) = v,(g + |lgll) — v.(llgl]) pour
g € L, g > 0, on définit une forme lindaire continue sur L. En utilisant (3.11) on

obtient :
‘ Lnof

Cn,w
De la méme maniere, on obtient :

‘ ['n,S—”u)f

Cn,5—"w
Comme L est dense dans C'(X), v, peut étre étendue en une mesure borélienne sur X.

Lnwh

n,w

)

- hS"wl/w(f)H S

o0

H [,n,wc(f +—ﬁ) — hgnwl/w(f + ﬁ)H - hS"wﬁ ‘

< Cte y'™||f]l. (3.12)

- hwus-nme < Cte 4|1,

oo

Lemme 3.8 Les mesures v, ainsi définies vérifient : L Vs, = c,V,.

Preuve : En effet, comme L est dense dans C'(X), estimation (3.12), implique pour f
dans C'(X) :

L
=
Cnw 00
Le lemme 3.8 résulte directement de cette convergence. 0

Lemme 3.9 Le triplet d’applications (H,C,7)
H: Q — L C: Q — R/{0} 7: Q@ — PX)

w — hy w —> C, w — U,

vérifiant L h, = c,hs,, Livs, = v, et v,(h,) = 1 est unique. De plus, si p, = hyv,,
1= (j1)wea est le seul état d’équilibre de W et w(¥) = [ log cdP.

Preuve : Soit (f[ , 5’, V) un autre triplet vérifiant les hypothese de la propriété 3.9. Les

triplets (H,C,7) et (H,C,7) vérifient vgny(hsn,) = 7, (h,). Soient f € Ag, Ap et
les suites utilisées dans la construction de v, (f). On a

Lty f

m(f),w

Aehgmy,, < < pehgm),,-

En intégrant cette inégalité par rapport & la mesure Zgm(), on obtient

P e S N

Cm(l)w ~ Cm(l),wﬁ:u(f) Cm(l)w ~

ANe—=Vy(hy) < ——= < p—, ().
Cm(0)w Cm(0)w Cm(0)w
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Comme les suites Ay et p, convergent vers v,(f) et que v, et v, sont des probabilités,
on obtient v,(f) = vy,(f) pour f € Ag, puis pour f € L et enfin pour f € C(X) par
densité. L’égalité c, = ¢, en découle directement. Enfin, ’égalité h, = E découle de la
convergence, pour f € C(X),

|| En,S*"wf

Cn,S—nw
Le fait que p soit un état d’équilibre pour ¥ et que 7(¥) = [ log cdP résulte du corollaire

— hyVs—ny(f)|leoc — 0.

b.1 (page xv). Soit & = (4,) un autre état d’équilibre pour W. Posons G, = ¥, +log h,, —
loghg, 0 0 — loge,, G vérifie L,1 : = L5, 1 = 1 et p est un état d’équilibre pour G.
Ainsi, par le théoréme b, £} s, = pu,. La convergence (3.1) et le fait que ||hy||e soit

borné indépendamment de w impliquent :
|£nif = ()l — 0
pour f € C(X). Or, on a
() = oDl = Bsra(Lowt = ol 1))
< Nnf = D)o

ainsi, i (f) = pa(f). O
Finalement le théoréeme D est démontré.

N

La suite (kg)een est choisie indépendamment de w et € €]0, 1], v et la constante interve-
nant dans le théoreme D sont aussi indépendants de ¢ ; ces faits sont importants pour

démontrer les résultats de stabilité.

3.1.3 Propriétés de stabilité.

Nous allons maintenant montrer le théoreme E. Soient Lg, 'opérateur de transfert
associé a ® et (h,c,v) le triplet qui lui est associé par le théoreme 2.1. Rappelons les

faits suivants.

ny L, gl
h=tim — 20 i .5 (3.13)
e / £11dm e / L,.5-n1dm
Loh L,hy
e , 3.14
c : c he (3.14)
Pourn e N, w € Q et x € X alors ||¥,, — ?||oc < & donne
L,.,1
e < Lnwl(@) < e (3.15)

- L31(z)
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Stabilité de h,,.

Il résulte des sections précédentes :

L, g-n,1
n,S T — hy, — 0 uniformément en w et ¢,
/En’s—nwldm
L1
—— —hy — 0
/ﬁgldm
o0
De plus, nous avons
£n1 Ly g-nyl £n1 Ly g-nyl / aldm

_ < e 1— .
/ £o1dm / Los-nyldm / £o1dm Lal / J

< Cte (e*™ —1).

Ainsi, pour tout n et w on a : [|hy — hylle < wy, + Cte (€2 — 1). Ol w, est une suite

indépendante de w et € et convergeant vers zéro, ceci implique

lim sup ||hy — Ayl = 0.
e—0 weQ.
Lah

On en déduit la stabilité de ¢ car ¢ = == et ¢, = % l

Stabilité de v,,.

Pour f € C(X), % — hgnyvy(f)|| converge vers 0 uniformément en w et . Soit
n,w 50

f e C(X), pour n € N,

of of  Lnof Lowf
() = (DI < i) == o — +l—— = (/)
“ Cnhg 0 Cnhg Cn,whS"w 0o Cn,whS"w n oo
. LLf Lol Ln1 Lnwl .
Par ailleurs, nous avons || 75 — —=5er LS oy vl Lo | flloo €t les résultats
de stabilité précédents impliquent :
L31 L1
limsup || —2— — —&¢ =0.
£204en CnhO Cn,whS"w 00
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Soit finalement :
limsup [v(f) — v, (f)] = 0.

e—0 wen
Ceci conclut la preuve du théoreme E. 0]

Dans toute la section 3.1, seul le potentiel est aléatoire et contrairement au cadre
considéré par T. Bogenschiitz, le décalage o agit sur un espace fixe. Dans ([Bogl]),

T. Bogenschiitz construit un formalisme thermodynamique pour des sous-décalages de
o0
type fini aléatoires. C’est-a-dire, pour w € €, X, est I'espace H{l, . k(S'w)} ot k

i=0
est une application mesurable de €2 dans N, dont le log est intégrable. Le décalage o
applique X, dans Xg,,. Il considere alors une famille de potentiels (¥,,),cq, ¥, € C(X,)
“équi-holder” : pour w € Q,

Un (W) = v,(P,) <COH"C >0, 0< 0 <1.

Il obtient 'existence et 'unicité d’un état d’équilibre, la convergence des compositions
L, vers un opérateur de rang un et une vitesse de convergence exponentielle, pour
des observables holdériennes. Modulo quelques modifications, la technique présentée
ici devrait s’adapter a ce cadre et donner l’existence et I'unicité d’un état d’équilibre
pour des sous-décalages aléatoires associés a un potentiel aléatoire dont le module de
continuité est “équisommable” : v,(w) < Kv, avec Y v, < 00.

Le cadre dans lequel nous nous sommes placés représente un codage pour des petites
perturbations de difféomorphismes Axiome A. Ce codage est réalisé en Annexe (page
111), il peut permettre de retrouver le résultat de L.-S. Young ([Y2]) sur la stabilité
stochastique pour des Axiomes A attracteurs (voir aussi P.-D. Lui & M. Qian [L, Q] pour
d’autres résultats sur les systémes dynamiques aléatoires dans une cadre géométrique).

3.2 Systemes dynamiques aléatoires

Pour terminer ce chapitre, nous considérons une classe de systemes dynamiques aléa-
toires plus large que celle des perturbations aléatoires. C’est-a-dire, les potentiels ¥, ne
sont pas nécessairement dans un voisinage d’un potentiel donné. Pour simplifier, nous
ne considérerons que le cas du décalage plein, bien que les résultats restent valables
pour des sous-décalages de type fini. Beaucoup de démonstrations reprennent celles de
la section 3.1, aussi elles ne seront pas détaillées et nous insisterons surtout sur les as-

pects nouveaux.
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Dans toute cette section, les affirmations relatives a w € () doivent étre entendues
comme étant vraie pour P-presque tout w méme si cela n’est pas spécifié. Comme nous
n’effectuerons cette opération qu’'un nombre dénombrable de fois, il existe un ensemble

de P-mesure pleine sur lequel tous les résultats sont valides.

Dans cette section, (X, o) est le décalage plein sur un alphabet fini A.

Soit x(n) une suite décroissante vers zéro, (2, F, P, S) un systeme dynamique ergodique
inversible et ¥ : Q@ — C(X) un potentiel aléatoire. Pour w € Q et n € N, notons v, (w)
pour v, (V,) et x(0) =V.

Nous ferons les hypotheses suivantes sur ¥ :

e (H1) /||\Ilw||oodP< 00,

> i St
e (H2) sup ZZ_pH ul(57w)

wp = (@) Clw) e L.

L’intégrabilité de C(w) implique que Y o v;(S™‘w) est P-intégrable. Ainsi, pour presque
tout w, > 52, v,+:(S7'w) tend vers zéro quand p tend vers I'infini. Considérons la suite
n“(p) = D2, vpti(S 'w), cette suite définit une métrique sur X, soit B“ lespace de

fonctions Lipschitziennes associé :
BY={feC(X) /3K >0/ v(f) < Kn”(n)}.

Soit B = U B*, les opérateurs agissent comme des applications fibrées sur B : £,, , BY C
weQ

B,

Pour D > 1, soit (k¢)sen la suite associée a x(n) et D comme dans la section 3.1 page

37 (avec M =1).

Nous allons adapter les démonstrations de la section 3.1 pour montrer le résultat suivant.

Proposition 3.10 Sous les hypothéses (H1) et (H2) il existe trois applications mesu-

rables :
H: Q—B C: Q—R/{0} v: Q— PX)
w—> h, € BY W —> C, w— U,

telles que :
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1. Yw € Q, Lyyhy, = cuhsy et LY, Vsy = oV, V(hy) =1,
2. logc, et ||loghy|| sont intégrables,

Le triplet (H, 7, c) est uniquement déterminé par 1. et la mesure fi = (1) weq, o = hwlw
est le seul état d’équilibre de V.

La preuve de la proposition 3.10 suit celle du théoreme D. Comme dans la section 3.1,
le fait que p est un état d’équilibre pour ¥ et I'unicité de cet état d’équilibre résulte
de l'unicité du triplet (H, 7, c), de I'intégrabilité de logc, et || logh,|| et du théoreme b
(page xv).

3.2.1 Construction de h, et c,.

Nous allons construire une suite de cones. Pour w € €2, soit, :
Az ={g€CT(X) / g(@) <explrs(m)gly) iz Ly p> 0]

ot 1§ (p) = Yoo, Vp+i(S™'w). Les cones AY sont inclus dans B“ et toute fonction non
nulle de A§ est strictement positive.
Deplus,pourfEA{‘)’,pEN,xrgy,wEQethNona:

-1

Lowf(x) < Lowf(y)explng(p+aq) + ) vgip—i(Sw)]
J

= Lol 1) exp)Y | vgipi(STw) + Y 045(STSw)]

)

Il
)

= Lowf @) exp[ D vpri(STSW) + D vpay (S 7SW)]
i=q+1 j=1
= Lywf(y) explng™(p)] (3.16)
Lowf(x) < Lowf(y)explng (g +p) +m5 “(p)]. (3.17)

Ainsi, par (3.16), pour tout ¢ € N, £,,A% est inclus dans A" et (3.17) conduit &

considérer les cOones suivants :
A = {g € CH(X) / o) < exp(uf(p)glw) si a2y p > 0}

ou Y, (p) = D(ng(p) + 15 "“(¢ +p)) et D > 1. Ces cones vérifient L, A5 C AT

Il faut alors estimer le diametre projectif de £, Ay dans A77“. La démonstration du
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lemme suivant suit exactement celle du lemme 3.1, remarquons simplement que par
construction de k; et (H2), n7“(0) < VCO(S%w)(D + 1), pour ¢ > ki :

nee(0) = D(Z (S S9w) + Z Vgri(S7IW))
i=1 i=1

D(C(Sw)x(0) + Y v;(57'Sw))

O(S7%) D(x(0) + x(4))
< C(SW)V(D+1) car g > ky

IN

IN

mn

. , . su w
et que les fonctions f de Ay vérifient b/ < M),

Lemme 3.11 Pourw € Q) et ¢ > ki, on a

: D+1
diamAS™ £, , A < 21log T: +2(VO(S%W)(1+ D)) : = M(S%).

L’application w — C(w) est intégrable; w +— M(w) l'est donc aussi. En particulier,
M (w) est presque partout fini. Fixons e > 0 et M > 0 tel que P{w / M (w) > M} < e/2.
Soit ¢ (w) = inf{k > k; / M(S*w) < M}, q1(w) est fini presque partout par ergodicité
de S. En suivant la preuve de la proposition 3.3, on construit inductivement une suite

de cones de fonctions positives.

Proposition 3.12 Pour w € €, il existe une famille A§ de sous-cénes de C*(X) et une
suite d’entiers qp = q;(w) tels que :

gut ety , C A5q1+---+qzw
{4

o Lo su+ru Ny ,

. q1+-+ap_ ;.
e toutes fonctions f, g € Aj} ' vérifient

9A§q1+---+q(u} (thsqlJr---qu[_lwf, qu’5q1+---+ql_1wg) < M.
Preuve : Fixons w € Q. Soit ¢, = ¢,(w) la suite définie par induction par :
qe = inf{k >k, /| M(STTHa=1tky)y < MY

Soit 777 la suite définie par induction :

e 1, est déja construite, ny’ =y, ,
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e 05 (p) = D(ng (p) + 07 " (¢2 +p)),

o 17 (p) = D(§ (p) + 71" (qe + p)-
Les cones
¢ ={oeCt(X) / gla) < expln @)gly) sia Ly p >0}

conviennent. O

Remarque 3.5 Pour tout n € Net £ € N, L, ,AY C AJ"

En effet, par récurrence, on montre facilement, pour n,¢ et p € N, n¢(n +p) < n7"“(p).
Soit f € AY, z £ y, en procédant comme pour montrer (3.16), on obtient

Lnwf (1) < Lowf ) explnf(p+n) + > v, (S75™w)],

=1
or,

ng(n+p) = Dn{*“(q+n+p)+n5(n+p)

o0

< DI +p) + Y (ST
j=n+1

Soit finalement, L, f(x) < Lnwf (y);"™ (p)-

Nous allons maintenant construire les fonctions propres et valeurs propres générali-
sées.

Pour w € Q fixé, pour tout entier n, il existe un unique entier ¢(n,w) tel que :
@t Q) SN <@ F T Qen)+-

Soit v = (1 — e M) > tanh %. La proposition 1.1 du chapitre 1 donne, pour f et g

appartenant a A§, I'inégalité suivante :
9/\2@‘11+"'qzu(£q1+...+q1,wfa Loptotawg) <771 M.
Ainsi, pour f,g € A, on a
Oc+(x)(Lonwf, Lowg) < ¥ M. (3.18)

Les fonctions propres généralisées vont étre obtenues comme la limite pour la métrique
6, de L, s-n,1. Montrons que £,, s-»,1 forme une suite de Cauchy dans 7(1) C C(X)*.
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Soit p>n,p=n+set L, 5,1 =Lygn,0Lss»,1. Par (3.16), L, s-»,1 appartient &
A5, Soit ¢;(S™"w) défini comme ci-dessus, n = ¢;(S™"w)+ - - qo(ST"W)+r 1 = m(l)+r,
Ly s-nyl =L, g-(n-ry, 0 Ly gn-r-ay, 00 Ly g-ny,1.
et 0 (Lns5-nwl, Lpgr,1) < SO o £(n, ST w) est définit par :

@ (S7"W) + - qo(STw) < n < q(ST"W) + - ge (STw)

il faut montrer que £(n, S "w) tend vers l'infini avec n. Fixons ¢ > 0, par définition de
M et par le théoréme ergodique (appliqué & S~'), pour presque tout w € €, il existe

po = po(w) tel que pour p > py,

#{0<q<p/MES W) > M} <ep. (3.19)
Supposons que n > ky + py. Soit ¢ le plus grand entier inférieur ou égal a n — k; tel que
M (S %w) < M. L’estimation (3.19) donne n — g — k1 < £(n — k;). Par définition, on a

q1 (S "w) =n — q, ainsi ¢; (S "w) <e(n — k1) + k.
De la méme maniere, si n > py + ko + ¢1 (S™"w), il suffit pour cela que

ki+k
n>p0+ 1+ Ko

> T car q1(S "w) <e(n — ki) + ki <en+ky,

alors ¢2(S™"w) < e(n — ky — ko) + ko
e 81 > BEREER R1016 g, (STMw) < e(n — ky — - -+ — k) + kg ainsi,

k1—|—"'+l€g§(h+"'q€§8n+k1"'+kg
et ¢(n,S™"w) tend bien vers 'infini avec n. De plus, pour n € N et z,y € X,
e OL ¢ al(y) < Lognpl(z) <eBOL, o0, 1(y), (3.20)

ainsi Oc+(x)(Ln,snwl, 1) < 0o et la suite (L, g-n,1)nen est une suite de Cauchy dans
7(1) C C(X)*. Soit hy, la 6 -limite de L, g-n,1. h, vérifie L,h, = c,hs, avec ¢, € RT.
. . . . L, gony,1
De plus, la proposition 1.2, montre que h,, est aussi la || ||o-limite de la suite (7) .
fﬁn,s_”u]‘dm neN

En particulier, h, appartient & Ay pour tout £. De plus, (3.20), donne :
e~ 2VeW < infh, < suph, < VW), (3.21)

comme par (H2), C'(w) € L*(Q), || logh,|| est intégrable.
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3.2.2 Construction des mesures v,,.

Pour finir la preuve de la proposition 3.10, on construit les mesures v, comme dans
3.1.2.
Pour f € Af, soit n € N, n = qi(w) + -+ + q(w) +7: =m() +r. D'une part, Ly, f
appartient a Afm([)“’, d’autre part, par la remarque 3.5, £,,, f appartient & A7"“. Soient
d’une part A\, et pu, les réels tels que HAzqnu (Lnwfscnwhsny) = log 5= et d’autre part, A, et

1o les réels utilisés dans la définition de la Afm([)“’—distance entre Lon)wf et Cme)whgm,

Lnwf

(e = Ae) < (1 = M)y

et pn < piey An > g En effet, £, f = L, gmwy, © Loy wf, par définition, py (resp. Ay)
est le plus petit réel (resp. le plus grand réel) tel que

Ces nombres vérifient :

)\nhS”w < < MnhS"wa (322)

Loty wf € NSO

pehgm, —
Cm(l),w
Em w m
(resp. M — )\ghsm(aw € Af (l)w).
Cm(l),w

En appliquant Popérateur L, gm,,, on obtient,

£ m n
fehgn, — ) € Ajw (par la remarque 3.5, Er,sm(z)w/\f o A7)
W
L n
(resp. Enwf _ Mhgny, € Ay ¢).

Par définition de pu, et A\,, ceci conduit bien & p, < g, A\p > Ap. Ainsi p, — Ny < e — Ay
et u, et A\, convergent vers la méme limite notée v, (f), \n < v,(f) < py,. Posons :

o h, = hyv,(1)

- _ cwlw(1)
® Cw= VSu(]-)
—
® Vy = Vo(1)?

les inéquations (3.22) impliquent, en convenant que A\, = Vj&) et i, = Vw"—(”l),

- Lo _
)\nhS”w S t’f S mhsnw,

Cn,w
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ceci donne pour f € Ag,

Lnwf

Cn,whS"w

—Vo(Flloo < (Tim — An) < Ty (3.23)

Dans la suite, nous écrirons h,, ¢, et v, pour hy, ¢, et 7,. Pour f appartenant & BY,
f+|If|lz~ appartient & € AY, ceci permet, d’étendre les formes v, & B* puis & C'(X) par
densité. En outre, toute fonction f de C(X) vérifie,

Lonwf

Cn,whS”w

I — Vo(f)lle — 0. (3.24)

L’équation (3.24) implique que v, est une mesure conforme généralisée (L' vs, = c, 1)
et (3.22) montre 'unicité de v, 'unicité de ¢, en découle (en procédant comme page
46). Reste a montrer 'unicité de h,,. Soit (}—L:)weg tel que a € C(X) et Ewﬁ: = cuﬁ;,
(3.24) implique

hsne

—1
hS”w

— 0.

o0

Si 71: n’est pas égal a h, presque partout alors il existe ¢ > 0 tel que

Py
h,

w

A, ={weQ/ > e}

o0

soit. de mesure positive. Le théoreme de récurrence de Poincaré implique pour w € A,,

o~

hS”w

-1

lim sup
n—o0

> €
hS”w

o0

ce qui est contradictoire. Le fait que i = (fiw)weq, fw = hul soit le seul état d’équilibre
associé a ¥ se démontre comme dans la section 3.1, remarquons simplement que ¢, =
vsw(L,1) ainsi, 'intégrabilité de loge, découle directement de (H1). Ceci termine la
preuve de la proposition 3.10. U
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Introduction.

Nous considérerons (X, F, m, o) un sous-décalage de type fini sur un alphabet dénom-
brable infini, ici N, muni de la tribu F des boréliens et de m une probabilité borélienne
dont le support est ¥ et par rapport & laquelle o est non singuliere. Pour r €]0, 1] fixé,
d(z,y) = r'®¥) est la métrique usuelle sur ¥ (¢(x,y) = min{n > 1 / z, # y,}). Pour
cette métrique, o est lipschitzienne sur .

La formule suivante définit une mesure sigma-finie sur ¥ :
moo(A Z m(o ) VA e F.
aeN
La mesure m o o est bien définie car oy : [a] = o[a] est bijective et bicontinue donc
bimesurable, ainsi o([a] N A) € F pour tout A € F. La non singularité de o par rapport

& m implique que m est absolument continue par rapport & moo. Soit = log -& T =

log gy et Lo DUopérateur de transfert associé, m est une mesure 1-conforme pour Lg
(m(Lsf) = m(f) pour toute f € L'(m)). En effet, remarquons tout d’abord que par
définition, la mesure m o o vérifie pour f mesurable et positive :

(moo) Z/ f(ax)dm(z
Montrons que m(gLqf) =m(goo - f) pour g € Ll(m) et f € L®(m). Lof s'écrit

Lo f(x Z 1, az) f(ax).

a€N

En multipliant par ¢g et intégrant sur X, on obtient

[ototin = 3 / 2)g0(a) f (az)dm ()

a€N

_ Z/ (900 g0 f)(az)dmi(z)

a€N

= [oonmimon = [(gomsim,

59
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ce qui implique que m est conforme. En particulier, 'opérateur Lg est bien défini sur
L'(m). Trouver une mesure finie invariante par o et absolument continue par rapport
A m revient & trouver un point fixe dans L'(m) pour Lg. Les propriétés ergodiques de
cette mesure invariante sont alors liées aux propriétés spectrales de I’opérateur, agissant

Sur un espace approprié.

Nous savons déja que Lg1 est finie m-presque partout. Si, de plus ® est uniformément
continue et ||Lol|loo < 00, Lo agit sur 'espace des fonctions uniformément continues et
bornées sur .

Nous supposerons que le décalage est irréductible et que ® est une fonction holdérienne
sur les 1-cylindres. C’est a dire qu’il existe v > 0 et C' > 0 tels que si x et y sont dans
un méme 1-cylindre,

|®(z) — @(y)| < Cd(z,y)",

(remarquons que, dans cette définition, la constante C' ne dépend pas du cylindre), Lg
agit alors sur I'espace des fonctions holdériennes sur les 1-cylindres. Quitte a changer
r dans la définition de la métrique sur ¥, on peut supposer que P est lipschitzienne
(i.e. v = 1) pour cette métrique; Lg agit alors sur I'espace des fonctions lipschitziennes.
Soient L lespace des fonctions lipschitziennes sur ¥ et bornées, C,(X) 1'espace des
fonctions uniformément continues et bornées sur X. Pour f € Cy(X) et n € N, on note
fo =sup{|f(z)| / z € [n]}.

Sous I’hypothese supplémentaire
AM > 0 tel que Vn € N ||L£51]| < M. (K)

(cette hypotheése implique clairement que ||(L£Ls1)]|c0 < 00 et que Lg agit sur 'espace
des fonctions bornées), nous établirons le résultat suivant (chapitre 4).

Théoréme F Si ® est lischpitzienne, vérifie (K) et si o est irréductible alors 1 est valeur
propre simple de I'opérateur Lg agissant sur L. La fonction propre associée h est stricte-
ment positive sur . De plus, Lo n’a qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1. Si
o est apériodique, 1 est la seule valeur propre de module maximal et on a la convergence :

25 [ gam, (1)

uniformément sur les compacts de ¥ et dans L'(m), pour f € C,(2).

Remarques a propos de I’hypotheése (K)
1. Dans [Sa], O. Sarig fait 'hypothése suivante sur @ : il existe A € RT, pour tout a € N,
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il existe M, > 0 tels que :

Zn(®,a
vneN, Mj'< % < M,, (H-Sa)
ou Zy( Z SiZy @00'@) py supposant, de plus que ¢ est apériodique, il construit
120:04

une fonction h uniformément continue sur X, strictement positive et ¥ une mesure sigma-
finie telles que Loh = Ah, v(h) = 1 et pour toute fonction f de C\, () telle que ||fh™" |,

ALy f — hv(f)

uniformément sur les compacts de Y. Il obtient aussi que si o possede la propriété de
“grandes branches” (inf(m(cfa]) /a € A) > 0 pour toute mesure m dont le support est
X)), la convergence est uniforme sur ¥ et exponentielle pour f € L.

On peut montrer facilement que ’hypothese (K) et le fait que la mesure m soit conforme
pour Lg impliquent (H-Sa). Le théoreme F donne en plus une description du spectre
périphérique de L¢ dans le cas ol o est irréductible. De plus, dans cette partie nous nous
intéressons surtout au cas ou ¢ ne possede pas la propriété de grandes branches.

2. Dans notre cas, la mesure conforme, m est connue. La condition de “faible contribution
de l'infini”

dng tel que Vn > ng, (Lol)y = sup Lol(z) < 1, (H)
z€[n|

implique (K). En effet,

k—1
LE1(z) = Z exp < @oa”z)

okz= p=0
k—1
= Z exp <Z<I>oapz—q)oa” ) exp (Z(I)oa” )
okz'=y p=0
K(®
< LE1(y)exp (_d(x,lyz r( )> .

En particulier, £X1(z) est strictement positif pour tout # € ¥ et k € N. De plus, il existe
C >0, tel que £L51(z) < LE1(y)C, en intégrant sur le cylindre [n], on obtient :

k 1 k
L3l(z) < Om([n]) /[n]ﬁq)ldm

O k m = O car m est coniorme
i L i = t conforme).
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Soient maintenant ng donné par la condition (H), n < ng et k € N.

=M.

k max 1
(Lol < Cmax T

Notons Mj = sup £51. Si n > ng, on a pour x € [n], Lol(z) < 1 et
s
LA (x) < Lol(x) Sl;p L1 < Sl;p L1 < max M,

ainsi, My < max(M', M) et, par récurrence, My < max(M’', 1). Ceci montre que @
vérifie (K) : supsup £51 < M : = max(M', 1) < oo.
>

Le chapitre 5 est consacré a lestimation de la vitesse de convergence dans (II) pour
des observables de L, lorsque o est apériodique. Sous la condition (Expl, page 73),
I'opérateur est quasi-compact sur ’espace L et la technique employée peut donner une
borne supérieure pour le module de la seconde valeur propre (théoréeme G, proposition
5.5). Les techniques développées s’adaptent pour estimer la décroissance des corrélations
lorsque cette hypothese n’est plus satisfaite.

Proposition 5.6 Si (X,0) est sans grandes branches a l'infini (définition page 82) et
vérifie (S-Exp1 définition page 83) alors, pour N et k suffisamment grands, il existe une
suite (aj(N))jen, a;(N) — 0 telle que Vf € L et Vj € N,

n%ﬁ—h/ﬂMSQHWHmmaNMmmﬁ

ot [0, N| désigne I'ensemble des x de ¥ tels que xy < N et || ||y la norme uniforme sur
10, N|. La suite (o) en peut étre déterminée explicitement et dépend de la contribution
a LX1 du complémentaire d’un nombre fini de cylindres.

En choisissant convenablement N par rapport a j, on obtient ainsi une estimation de la
vitesse de convergence sur chaque compact de ¥ et de la décroissance des corrélations.

Des exemples de systémes vérifiant (Expl) ou (S-Expl) sont traités au chapitre 6.
En particulier, on obtient des estimations effectives de la vitesse de mélange pour des
applications a “petites branches” ne vérifiant pas les hypotheses de [Bre| ou [L, S, V1].
On estime aussi la décroissance des corrélations pour des applications non uniformément
dilatantes de I'intervalle de type Gaspard-Wang sur un espace d’observables contenant
les fonctions lipschitziennes (section 6.3).



Chapitre 4

Etude de ’opérateur de transfert.

Soit L I'espace des fonctions lipschitziennes sur X :
L={feCuX)/IK>0|[f(z) - fy)| < Kd(z,y) Vz,y € X}

Pour f € L, sa constante de Lipschitz K(f), est définie par
K(f) = sup inf{K' >0/ |f(z) = f(y)| < Kd(z,y) [ z,y € [n]}.
ne

Si C est un k-cylindre, 1¢ € Let K(1¢) < . Pour f € L, soit || f|| = max(K(f), [|f|lo),
|| || est une norme sur L qui en fait un espace de Banach. Nous supposerons que P est
lipschitzienne sur les 1-cylindres : il existe C' > 0 tel que pour z et y dans un méme
1-cylindre,

|®(z) — ®(y)| < Cd(z,y)
nous noterons K (®) l'inf des C' > 0 qui vérifie I’équation ci-dessus.

Dans ce chapitre, nous montrons le théoreme F.

Théoréme F Si ® est lischpitzienne sur les 1-cylindres, vérifie (K) et si o est irréductible
alors 1 est valeur propre simple de l'opérateur Lg agissant sur L. La fonction propre
associée h est strictement positive sur Y. De plus, L n’a qu’un nombre fini de valeurs
propres de module 1. Si o est apériodique, 1 est la seule valeur propre de module maximal

et on a la convergence :
£if "5 sam (1)
uniformément sur les compacts de ¥ et dans L*(m), pour f € Cy(2).

Dans tout ce qui suit, o est supposé irréductible et ® vérifie (K). La preuve est décom-
posée en deux étapes. La premiere étape consiste a construire un point fixe h pour L, il

63



64 CHAPITRE I1.4 ETUDE DE L’OPERATEUR DE TRANSFERT.

est obtenu comme valeur d’adhérence de la suite @, = 1/n Z?;OI £ 1. Lirréductibilité

de o assure la positivité et I'unicité (& multiplication par une constante pres) de h. On
étudie ensuite le spectre périphérique de L4 et on montre la convergence (II).

Remarque 4.1 Nous ne supposons pas, ici que ® est bornée. L’hypothese (K) implique
que exp @ est bornée. En particulier, on peut avoir

ot 1@ (2)]]oo — —o00.
ren

oye . . . k—1 ; . . J O
Nous utiliserons aussi la notation suivante : gx(z) = exp(}.;_, ®oo'z), ainsi LE f s’écrit

£hi) = Y en(Xvora)f) = Y ala)f)

O'kCE’:CE O'kl',:Z'

Par ailleurs, la propriété de Markov implique qu’étant donnés x et y dans un méme
1-cylindre, k& un entier, il existe une bijection entre les antécédents par o* de x et ceux
de y; si 2’ est un antécédent de x, nous noterons y’' antécédent de y qui appartient au
méme k-cylindre que z'.

4.1 Construction d’un point fixe pour ’opérateur de
transfert.

Le lemme suivant précise 'action de Lg sur L. Rappelons que M est la constante
donnée par I'hypothese (K) : ||[£31||cc < M pour tout n € N.

Lemme 4.1 II existe R > 0 tel que pour f € L, K(L%f) < Mr*K(f) + sup|f| R, en
particulier la suite (LY f)ren est équicontinue et bornée.

Preuve : Soient z et y appartenant au méme 1-cylindre [n]. On a :

LE1(z) = Zexp (Z@oa”z)

okz=x p=0
k-1 k-1
= E exp DooPz—DooPy |exp E d ooy
okz'=y p=0 p=0
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Ainsi, £E1(x) est strictement positif pour tout z € ¥ et k € N. Prenons z et y dans un

méme 1-cylindre [n], (4.1) permet d’établir :

[L61(x) = Le1(y)| = Lsl(w)

Pour f dans L, on a alors :

L5 f (@) = Laf W) = | D a(2)f(2) = () f ()]

okz=x

< Y a@IFE) = N+ Y lok(2) — gD ()]

okr=x
< La1(x)r*K(f)d(z,y) +sup |f] |L§1(z) — L§1(y)]
< Mrtd(e,y)K(f) +sup|f| M |1 — “100]
< Mrkd(z,y)K(f) + Rsup|f|d(z,y). (4.2)
Ceci termine la preuve du lemme. 0]

Pour f € Cy(X), on définit :
n—1
Quf =1/n>_ Lif.
i=0
Le lemme 4.1 permet de construire la densité invariante.

Proposition 4.2 L’opérateur Lo admet un unique (a une constante multiplicative prés)
point fixe h € L strictement positif. De plus, pour toute fonction f € Cy,(X), on a :

Qut "5 1 [ gam

uniformément sur les compacts de ¥ et dans L*(m).

Preuve : Considérons la suite @Q,1 = 1/n Z?:_& Efpl, elle est bornée et équicontinue
par le lemme 4.1. Comme ¥ est séparable, le théoréeme d’Ascoli implique qu’il existe une
sous-suite (n)ren telle que (@, 1)ken converge uniformément sur chaque compact de X.
La suite (),1 étant bornée, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue implique
que la convergence a aussi lieu dans L'(m). Notons h la limite, h est bornée (par M) et
positive. De plus, en procédant comme pour montrer (4.2), on obtient pour x et y dans
un méme 1-cylindre,

|Qn1($) - in(y)| < Rd(l‘,y),
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ainsi, h est lipschitzienne sur chaque 1-cylindre, comme h est bornée, h appartient a L.
D’autre part, la suite ,,1 étant bornée, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
implique que la convergence a aussi lieu dans L'(m). Ceci et le fait que m est une mesure

conforme impliquent que /hdm = 1, en particulier, h # 0. Vérifions que Lsh = h. La
convergence de @, 1 vers h ayant lieu dans L'(m), nous pouvons écrire

/|£q>h(;r) ~h(@)|dm = lim i/|1—cgk1(x)|dm

k—o0 ’)’Lk
. 14+ M
< lim =
k—o00 Nk

0.

Ainsi, Loh = h dans L'(m), comme de plus, h est continue et le support de m est ¥,
Loh(z) = h(x) pour tout z € ¥ et h est bien un point fixe de Lg. Nous allons maintenant
montrer que h est le seul point fixe continu de Lg d’intégrale 1. Pour cela nous montrons

le résultat suivant.

Lemme 4.3 1. Un point fixe continu et positif pour Le est soit nul, soit strictement
positif.

2. Sik:Y¥ — R est un point fixe de Ly, il en va de méme de sa partie positive et de sa
partie négative.

Ainsi, un point fixe continu a valeur réelles de L est soit strictement positif, soit stricte-
ment négatif.

Preuve : Montrons le point 1. Soit k£ un point fixe positif et continu de Lg, supposons

que k s’annule en un point z. On a

Lak(x)= > g(y)k(y) = k(z) =0.
ony=1

Ainsi, k(y) = 0 pour tout y appartenant a {z / 0"z =z, n € N} or, I'irréductibilité de o
implique que cet ensemble est dense dans Y, k étant supposée continue, on en déduit que
k=0.

Montrons le point 2. On écrit k = k™ — k™, Popérateur Lg étant un opérateur positif, on
a Lo(k®) > k%, ¢ = + ou e = —; m étant une mesure conforme, [ Lok*dm = [ k*dm,
ainsi I'inégalité ne peut pas étre stricte sur un ensemble de m-mesure strictement positive,
c’est-a-dire que Lek® = k° m presque partout. La continuité de k° et le fait que support
de m soit ¥ impliquent que £° est un point fixe pour Le. U
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Soit maintenant k£ € C'(X) non identiquement nulle telle que Lok = k, en séparant partie
réelle et partie imaginaire, on peut supposer que k est réelle, montrons £k = ah, a € R
Par le lemme 4.3, h est strictement positive. Soient = € %, tel que k(z) # 0 et o = %
Soit f = ah — k, f est un point fixe pour L qui s’annule en x, par le lemme 4.3, f est
alors identiquement nulle, finalement, £ = ah et 1 est une valeur propre simple.

Montrons la seconde partie de la proposition. Soit f une fonction de L. Par le lemme
4.1, la suite (Qnf)nen est équicontinue et bornée. Soit Ay une valeur d’adhérence (au sens
de la convergence uniforme sur les compacts et de la convergence dans L'). Les mémes
arguments que ceux utilisés pour montrer que Lph = h montrent que hy est un point fixe

de L. 1 étant une valeur propre simple, h; est proportionnelle a h; en utilisant que m

est une mesure conforme, on obtient hy = h [ fdm. Ainsi, la seule valeur d’adhérence de

Qnf est h / fdm et donc @, f converge vers h / fdm uniformément sur les compacts de
¥ et dans LY(m). O

4.2 Spectre périphérique et convergence des itérés de
L.

Nous allons maintenant étudier le spectre ponctuel périphérique spp de Lg, c’est-
a~dire, ’ensemble des valeurs propres de module 1. Dans le cas ou ¢ est apériodique,

spp = {1} et pour f € L, L} f converge vers h / fdm uniformément sur les compacts
de ¥ et dans L*(m).

Le résultat suivant est classique pour des opérateurs quasi-compacts sur un espace de
Banach ([H, K], [B, K]). La preuve de la proposition suivante suit certaines idéees uti-
lisées par A. Broise ([Bro]) dans un cadre ol 'opérateur de transfert est quasi-compact

sur l'espace des fonctions a variation bornée.

Proposition 4.4 L’opérateur Le agissant sur L n’a qu’un nombre fini de valeurs propres
de module 1, elles forment un sous-groupe cyclique du groupe des racines de I'unité. Ces
valeurs propres sont toutes simples et si o est apériodique, 1 est la seule valeur propre de
module 1.



68 CHAPITRE I1.4 ETUDE DE L’OPERATEUR DE TRANSFERT.

Preuve : Soit A une valeur propre de module 1 de L, soit g € L une fonction propre
associée. |g| est un point fixe de Lo. En effet, Log = Ag donc |Lsg| = |g|, comme Lg
est un opérateur positif, |g| = |Lsg| < Ls|g|, ceci implique |g| = Lg]g| en utilisant que
m est une mesure conforme dont le support est ¥ et la continuité de |g|. Comme 1 est
une valeur propre simple de Lg, |g| = ah, ol a est une constante positive que ’on peut
toujours supposer égale & 1. Ainsi, il existe une fonction a sur ¥ a valeur dans S!, telle
que g = ach. Montrons que A est racine de 'unité. Soient k € N, z € ¥,

Lyg(x) = Na(x)h(z) = Y ge(2)a(2)h(z).
O'kZ:l’
Or |gr(2)a(2)h(2)] = gr(2)h(2) et > n,_, 9k(2)h(2) = h(x), on a donc pour z € o *{z},
a(z) = Ma(x). Pour x = x4 un point périodique de o de période ko, nous obtenons
Ao = 1.
Rappelons la définition de la période de o ([Se]). Pour un 1-cylindre [n], notons P, I'en-
semble des périodes de [n], c’est-a-dire,

P, ={k €N/ 3z €[n] / x est périodique de période k}.

La période p de o est le pged des éléments de P, (elle ne dépend pas de n par irréducti-
bilité).

Ainsi, les valeurs propres de module 1 de L4 sont de la forme ' avec 3 racine p-eme
de l'unité et L4 n’a qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1 qui forment un
sous-groupe cyclique du groupe des racines de 'unité.

Soit A une valeur propre de module 1 de Lg, montrons que A est simple. Si ¢ est une
fonction propre associée, g s’écrit ¢ = ah avec a une fonction de module 1. Notons P
'opérateur normalisé Pf = h™'Ls(fh), a est une fonction propre associée a \ pour P.
Sur l'espace de Hilbert L?(hdm), P/ est une contraction (au sens large) dont I’adjoint
est f — Af oo, en effet, soient fi, fo € L*(hdm),

[ Smnim = [ £,

= /flhfZ;\) % dm car m est conforme

_ / [N oo odm.

Dans un Hilbert, les points fixes d’une contraction et ceux de son adjoint coincident, ainsi
dans L?(hdm), Ao oo = a. Si g; est une autre fonction propre de Lg associée a A, g;
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s’écrit g = a1h avec oy une fonction a valeur dans S'. Comme ci-dessus, on obtient

Aoy oo = ay, dot % oo =%, Finalement, on a *h = Lo(-* o oh) = Lo(-*h); 1 étant
a1 a1 aq aq (03}

une valeur propre simple, ceci implique que %+ est constante et ainsi, A est une valeur

(¢35}

propre simple.
Finalement, si g est une fonction propre associée a A racine p'™€ de 'unité, ¢ s’écrit
g=ahavec a: Y — St et \aoo = a. On a aussi, \X2a? o0 = a?, ..., NPa? o0 = o.

Alinsi,

e ¢, = o®h est une fonction propre associée a A2,

e g, = o”h est une fonction propre associée a A’ = 1, en particulier, o” = 1 et les
fonctions propres associées aux valeurs propres de module 1 sont (a multiplication
par une constante pres) h,ah, ..., oP th.

Le fait que 1 soit la seule valeur propre de module 1 lorsque o est apériodique se déduit

directement de la preuve ci-dessus. En effet, dans ce cas, la période de o est 1 (voir [Se]).
0

Dans toute la suite, nous supposerons que o est apériodique. Pour A un nombre complexe
de module 1 et f € C,(X), on note

n—1
Quaf =1/nd N 'Lyf.
=0

Le lemme suivant constitue la premiere étape de la démonstration de la convergence des
itérés de Lo.

Lemme 4.5 [Convergence des moyennes d’Abel.] Pour f € L, les suites Qp\f
convergent vers 0 si A # 1. Cette convergence a lieu dans L' et est uniforme sur les
compacts de X.

Preuve : Soient f € L et A € S*. D’apres le lemme 4.1, la suite Q. f est équicontinue et
bornée. Elle est donc relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de . Soit g une valeur d’adhérence de cette suite, le méme raisonnement
que dans la preuve de la proposition 4.2 montre que g vérifie Leg = Ag. Ainsi, par la
proposition 4.4, g est nulle si A # 1. O
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La fin de la preuve du théoréme F (convergence des itérés L% f vers l'opérateur de
projection II(f) = h / fdm) reprend les idées de l'article de A. Raugi [Ra] concernant
les opérateurs markoviens agissant sur les fonctions continues d’un espace métrique
compact. Nous utiliserons en particulier la proposition suivante sur les suites presque
périodiques de (*(R) = {u = (up)nez € RE / sup, |u,| < oo}. Nous noterons 0 le

décalage sur (*°(R).
Proposition 4.6 Soit u € (*(R) vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. L’orbite O(u) = {0™u, n € Z} de u sous le décalage est relativement compacte (la

suite u est alors dite presque périodique).
2. Pour tout A de module 1, les moyennes d’Abel 1/n' 3"~ u;\' convergent vers zéro,
Alors la suite u = (uy)nen est identiquement nulle.

Ce résultat repose sur des techniques classiques d’analyse de Fourier sur les groupes
abéliens compacts, la preuve donnée ici est celle d’A. Raugi ([Ral).

Preuve : Notons X l'adhérence dans ¢*°(R) de l'orbite de u sous le décalage 0, O est
une isométrie de X. Soit G le sous-groupe des isométries de X engendré par 0 et G le
groupe des caracteres de G. G est un groupe abélien compact, G est donc dénombrable.
Soit mg la mesure de Haar de G. Tout élément f de L*(G, m¢) s’écrit comme la somme

de sa série de Fourier (voir par exemple W. Rudin [Rud]) :

F=3 Fooxt avee fix / F(9)x(9)dma(g).

x€G

La suite de probabilités 1/n ZZ;; dgr sur G converge faiblement vers m¢ (car toute valeur
d’adhérence de cette suite est invariante par les translations de G). Soit f : X — R
définie par f(v) = vy, considérons la fonction de L%(G, mg), f(g) = f(gu). Pour y € G,
il existe A € S* tel que x(9") = A", la transformée de Fourrier J?de f s’écrit :

f( ) = lim 1/n2f (0F)x(0%) = lim 1/n2uk)\k

n—oo n—oo

la condition 2. implique alors que la transformée de Fourier de f est nulle, donc f aussi.
Par conséquent, u est identiquement nulle. O
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Fin de la preuve du théoréeme F : Soit f € L, par le lemme 4.1, la suite (L} f)
est équicontinue et bornée. Soit p(n) une sous-suite telle que Vk € N, Eg(n)fkf converge
(uniformément sur les compacts de ¥ et dans L') vers une limite notée hy (la suite

(¢(n))nen est obtenue par un procédé diagonal. La suite hy vérifie /hkdm = /fdm
pour tout k et Lehy = hy_1, soit h_p = E’(})ho, pour k£ € N, on obtient ainsi une suite
hi)kez vérifiant L5 h, = h,_ € N. Nous allons montrer que h, = h dm pour tout
(hk)ke » ps P que hy, p

p € N, ce qui terminera la preuve.

Soit A € S, d’apres le lemme 4.5, la suite @, \h, converge vers 0 si A # 1, vers h [ fdm

bl p
si A = 1. Pour g € L*(X, m) orthogonal & h, pour tout A € S, on a donc :

n—1
nlgg) l/n; )\km(gﬁghp) = nllj& m(gQnrhy) = 0.

Pour g bornée, nous allons montrer que la suite (m(gh,_i))kez est presque périodique. La
démonstration du lemme 4.1 montre que la suite (hy)rez est équicontinue et bornée (il
résulte de (4.2) que chaque hy est lipschitzienne et que les constantes de Lipschitz K (hy)
sont uniformément bornées en & ). Soit 1) une sous-suite telle que pour tout p € Z, hy,,
converge vers une limite notée hy. Cette convergence est uniforme sur les compacts de ¥
et par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, elle a lieu dans L'(m). De plus,
pour p € N, hy, p = LEhy,, on a donc by = LEh§. Comme ||£G1]] < M, la convergence
de m(hn,—pg) vers m(hrg) est uniforme en p, p € N. Montrons que m(ghy,_,) converge
vers m(ghy), uniformément en p pour p € Z~. Soit p € N,

| /g(hnk+p —h*,)dm| = | /Eg (9(hnysp — h%,)) dm| par invariance de m,
< sup |g| / ‘[’g (hnkJrP - hip)‘

= supll [ b, ~ Bldm.

Ceci montre que la convergence est uniforme en p et par conséquent, la suite u =
(m(hy—1g))pez est presque périodique. La proposition 4.6 implique alors que m(h,g) =
0 Vp € Z pour g bornée et orthogonale & h dans L*(3, m). La densité des fonctions bornées
dans L*(X, m) permet de montrer que m(h,g) =0, Vp € Z, pour toute fonction g ortho-

gonale a h. Ainsi, on a h, = c,h, ¢, € R, en intégrant on obtient ¢, = /fdm. Finalement,
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pour toute fonction f € L, L& f converge vers h / fdm uniformément sur les compacts

de X et dans L'(m). Par densité des fonctions de L dans C,(3), cette convergence a lieu

pour f € C,(X), ceci termine la preuve du théoreme F. O

Remarque 4.2 Lorsque o est seulement irréductible, pour f dans Cy(X), L3 f converge
vers TI(f) ol TI est la projection dans L? sur P'espace vectoriel engendré par les fonctions

propres h, ah, ..., o h.



Chapitre 5

Vitesse de convergence.

L’objet de ce chapitre est d’obtenir une estimation de la vitesse de convergence,
lorsque o est apériodique, dans (IT) pour des observables de L. Dans un premier temps,

sous I’hypothese suivante sur @,
Jky, Iny tels que Vk > ki, 3pp < 1 tel que Vn > ny, LE1, < pp, (Exp1)

nous montrerons que cette convergence est uniforme sur ¥ et la vitesse est exponentielle.
Remarquons que (Expl) implique (K), ainsi les résultats du chapitre 4 s’appliquent.
Lorsque (Expl) n’est pas satisfaite, une estimation de la vitesse est néanmoins possible
pour des applications “sans grandes branches a 'infini” (définition page 82), elle dépend

m

\ 7 . ! N\

de la convergence a zéro des produits :| | Of.; Ol
j=1

Opy = sup{L§1(z) / x € [n], N <n < N +kKj}

pour k€ N, N € Net K € N fixés.

Fixons tout d’abord quelques définitions et notations.
Lorsque s et ¢ sont fixés, nous noterons P,; la partition finie de X définie par

e Py =P UP,
e Py est la partition en s-cylindres de ’ensemble [0,t] = {x € ¥ / zy < t}.
e P, ={[0,t]}: ={P}.

Par ailleurs, D, désignera le diametre, pour la distance d, de Py :

D, = max{diam(P), P € P} = r®,

73
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et D, la mesure de P; :
Dy = m(]0,¢]).
La mesure m étant finie sur ¥, D, peut étre choisit aussi petit que I’on veut a condition

que t soit assez grand.
Nous utiliserons de nouveau la convention suivante : x = y+ z signifie y — 2z <z < y+ 2.

5.1 Convergence exponentielle.

Dans cette section, nous supposons que (Expl) est vérifiée, (Expl) implique (K).
Dans toute la suite, nous noterons p = hm ou h est le point fixe de L4 donné par le
théoréeme F. Remarquons que 4 est bornée par M = sup, ||£51||« et b vérifie [ hdm =1,

la mesure yu est donc une probabilité sur ¥ et pour A € F, % < M. La mesure j est
clairement invariante par o. Pour f telle que fh € C,(X), par le théoreme F les itérés
de Lg(fh) convergent vers hu(f) dans L'(m) par le théoréme de convergence dominée

de Lebesgue. Ceci implique la propriété de mélange :
VA€ F, g=14, Vf tel que fh € Cu(%), |pu(goa™f) — ulg)u(f)| =3 0.

En effet, soient ¢ = 14, A € F et f tel que fh € Cyu(%),

utgo )= o)) = | [ al€a(sm) b1l
< |I£5(fh) = hm(fh)]]1-
De méme, pour f € C,(X), les itérés de Lq(f) convergent vers hm(f) dans L'(m),

ceci implique la propriété de mélange suivante qui sera utile pour estimer la vitesse de

convergence pour des observables dans L.
VAEF, g=14 Vf € Cu(®), |m(goo™f) — u(g)m(f)| =3 0. (5.1)
Soient «v et o tels que oo < 1 < . La partition P, étant finie le mélange (5.1) implique

qu’il existe un entier kg tel que :

*PnpP)
Vk > ko, VPP € P,,, o< m(a <. 5.2
= h0, ) Ep,ta o~ ,u(P)m(P’) S a ( )

Les techniques de cones et métriques projectives permettent de montrer le résultat

suivant.
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Théoreme G Si ® vérifie (Expl) alors, il existe 0 < k < 1, C > 0 tels que :

Ve L||Caf —h / Fdmllo < CRMIF (1)

Pour montrer le théoreme G, on adapte les cones utilisés dans le chapitre 2 en tenant
compte du fait que 'alphabet n’est pas fini.

5.1.1 TUne famille de cones.

Considérons la famille de cones suivante. Etant donnés a, b, ¢ des réels positifs, s, t des
. oy ., t . . ;.
entiers et P, la partition associée, C:, _ est 'ensemble des fonctions de L qui vérifient :

o VP c Py, 0< L/fdmg a/fdm,
u(P)

P
o K(7) <0 [ fam

o« sup /(o) <c [ fim.

zEP>

. . e, t s,z
Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguités, on notera C' ou C,p,. pour C . Les propriétés

a,b,c*

suivantes découlent directement de la définition de C' :
e CN-C=0,
e ( est un cone convexe,
e ( est fermé pour la topologie de la norme uniforme.

Afin d’utiliser ces cones et leur métrique projective, nous avons besoin d’une norme

adaptée. Etant donné d > 0, considérons la norme

[ fdm

1l = max(@ | [ fam|.| 2| P € Pus 110

Remarquons que pour tout d, la norme || || est équivalente & la norme uniforme sur .

Lemme 5.1 Si d > max(bD1,c) alors la norme || ||4 est adaptée au cone C au sens du
chapitre 1.
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Preuve : Toute fonction ¢ de L vérifie : (il suffit de procéder comme dans le chapitre 2,

(2.3))

1 1
VP € P,V € P,mp/godm— K(p)D; < p(x) < mp/(pquLK((p)Dl. (5.3)

Ainsi, si f et g sont telles que f + g et f — g appartiennent a C', pour x € P, P € Py,
f@) - g(z) = %/(f—g)dmibDl/(f—g)dm
F@)+9@) = o [+ adm£Ds [(f +a)im

Ceci donne, en soustrayant les deux inéquations,

9(2)| < max(1/m(P)] [ gdm|.D [ fam)

Or f—ge Cet f+g e C,implique |/gdm| < /fdm pour tout P € P;,. Ainsi,

pour z € Py, |g(x)] < ||f|la sid > bD1 D’autre part si x € Py, linégalité |g(x)] <
fdm s’obtient de la méme maniere. On a aussi | [ gdm| < [ fdm. Ainsi, pour

d = max(bDy,c), on a [|glla < [|f]]a-

5.1.2 Contraction du cone.

~ t . 3
Nous allons montrer que le cone C), . est strictement contracté par L pour k, a, b,
¢, s et t assez grands.

Lemme 5.2 Il existe ke N*, a >0,0>0,c>0,s e N, t e N et 0 < v <1 tels que

Ek Cabc Cs’t

= “ya,ybye

Preuve : Fixons a <1 < o' et ' < 8 < 1. Les parametres a, b, ¢, s et ¢t sont choisis de

la fagon suivante :
Loa>d(1+52%)57",

2. ¢> Ma+1,
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3. b> 5,,

4. D1<1/b

4o’

5. ttel que t > ny et Dy <

Sa c’

Soit, de plus, ko vérifiant (Expl), tel que (5.2) soit vérifiée pour « et o et Vk > ky,
Mr* < . Fixons k > k. Soient v = max(3, p;) < 1. et f € Cjzc Pour P € P, x € P,
(5.3) donne

= — + K(f)D 4
P
et pour z et y € Py, —2sup|f| < f(z) — f(y) < 2sup]|f|, ainsi en intégrant sur P, et v,
P2 P2
on obtient .
xr) = dm + 2su . 5.5
f@) = o [ £ 1] (55
Py
Soit P € P,

%)!ngdm = ﬁ/fdm

o~kP

- =Y [ sm

P'€Psts—kprpr

en utilisant (5.4) et (5.5),

1 / ) —kPmP' /
— [ Lifdm = fdm +
wp) ) " > =

(pm(f) > mfn“(;,fur(‘]j;')m(p') 4o é(pju?p?)m(ms}if'f'>-

Comme f appartient & C™ > Ceci entraine (en utilisant (5.2)) :

ﬁ/ﬂ%fdm < oz’/fdm[1+D1b+2D2 c| et
P

1
—— | LEfdm > [a—d/(Dib+2Dye)] | fdm,
p(P) P/ /

ceci conduit, par les choix (4. et 5.) de a,b,c et Py, &

1 k / !
a/2/fdm§ mpfﬁq)fdmga(l—ka/@a))/fdm. (5.6)
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Remarque 5.1 Pour ¢ € O | les inégalités (5.4) et (5.5) montrent pour tout z € X,

a,b,c?
min[—c¢, Ma — bD,] /gpdm < p(z) < max[e, Ma + bD,] / pdm.
Rappelons 'inégalité (4.2) :
K(Lsf) < Mr™K(f) + Rsup|f].

Celle-ci implique en utilisant la remarque 5.1 et la définition du cone,
K(Lkf) < / fdm [bMr* + Rmax(c, Ma+ bD;)]
et par les choix 2. et 4. ci-dessus :

K(LEf) < B'b / fdm + cR / fdm, (5.7)

ainsi, K(L%f) < ﬁb/ fdm si b > 525 (cest-a-dire 3.).

En outre, pour z € P>,

ILaf@] = | D w@)f@)+ D (@) f (@)

' EPy z'EP

(en utilisant (5.4)),
< c/fdm Z ar(z') + (Ma+bD1)/fdm Z ge(2),

' E€P> ' Z P
< max(e, Ma + bDl)/fdm [sup £%1(x)],
TEP>
< pkc/ f, par les choix 2., 4. et 5. ci-dessus et ’hypothese (Expl) ,
ceci termine la preuve du lemme. (]

Afin d’obtenir la vitesse de convergence des itérés de 'opérateur, il reste a estimer le
diameétre projectif de L& (C) dans C.

5.1.3 Calcul du diametre projectif et conclusion.

1+y 20/ +a
1-v’ « :

Lemme 5.3 Le diamétre projectif de LXC dans C' est majoré par 2 log max (
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Preuve : Soient f et g appartenant & LXC et n > 0 tel que nf — g appartienne a C, 7
doit vérifier :

n 1
1. VPEPS,,Og—/fdm——/gdmgan/fdm—a/gdm,
t 1(P) 1(P)
P P
2. pour x et y dans un méme 1-cylindre,

—bn /fdm+b /gdm < 1/ (@) _f(?ii)()x_ygg(x)_g(y))

< bn/fdm—b /gdm,
3. pour x € Py,

—cln [ fam~ [ gdm) < nf(e) ~ g(a) < cln [ fam~ [ gim),

Pour vérifier 1., il faut

a/gdm— 1/M(P)/gdm /gdm

n> sup et > sup L——
PEPst g / fdm —1/u(P) / fdm PP / fdm

P P

Par (5.6), il suffit d’avoir :

n > /gdmmax< ! 2a’+a>

Pour vérifier 2. et 3., il suffit d’avoir

d
n>/gm1+7

De la méme maniere, soit ( > 0 tel que ¢ — (f € C, il suffit que ( vérifie :

Ainsi, le diametre A de £5C dans C est majoré par 2log max (}J_r—z, M?%) OJ
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20 +a

Remarque 5.2 La constante === est completement arbitraire et en changeant a, b, ¢, o

et P, on peut obtenir une constante aussi proche de 1 que ’on veut. Toutefois, on change
alors k et donc v = max (3, pi). Dans I'estimation du diameétre projectif, on peut remplacer

20’ +a

== par :

a’(l —+ le —+ DQC)
o — Oé,(le —+ DQC)

Soit k = (tanh(A/4))'/*. Les résultats du chapitre 1 nous donnent alors pour d >
max(bDy, c) :

VfedQ, ||£g;f—h/fdm||d < Cte f@”/fdm

et comme les normes || || et || || sont équivalentes,

Vfedl, ||E$f—h/fdm||oo < Cte m”/fdm

Le lemme suivant va nous permettre d’obtenir la vitesse de convergence pour des fonc-
tions f de L. La démonstration de celle-ci suit exactement celle du lemme 2.5 et est

omise.

Lemme 5.4 Pour f € L, il existe C(f) > 0 telle que f + C(f)h appartienne au céne C,
de plus, C(f) < Cte || f]]

Soit maintenant f € L, notons fo = f + C(f)h.
L6 — h/fdmlloo < ||L2fo - h/fcdm||oo +O(f)|ILnh — h/hdm||
— it b [ fodml.

< Ctem”/fcdm car fo € C

< Ctex"||f].

Ainsi, on a (IIT) pour f € L. Ceci termine la preuve du théoreme G. O

La convergence (IIT) implique le mélange exponentiel pour g € L'(m) et f telle que
fh appartienne a L :

(g oo™ f) = u(g)u(f) < Cte &"[[ fllllgllr(m)- (5-8)

Par ailleurs, les arguments de [B,K,S| permettent de démontrer le résultat suivant.
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Proposition 5.5 L’opérateur L¢ agissant sur L est quasi-compact.

Preuve : 1l suffit de montrer pour f € L,

\cof—h / fdm|| < Cte o |1,

avec p < 1. En utilisant (4.2), on obtient

K (g?;f - h/fdm) - K (cg[ggf - h/fdm]>
< MK <£gf - h/fdm> +R||LLFf — h/fdeoo.

De plus, (4.2) implique que K (L} p) < Ctel|¢||, pour ¢ appartenant a L. (IIT) donne alors
pour f € L,

I3 f —h / fdm]| < Ctemax(s", )| f],

ceci suffit pour montrer la quasi-compacité de Lg. 0

Pour conclure cette section, donnons un exemple de dynamique vérifiant (Exp1l).

Le systeme (X, 0) est dit @ portée courte s'il existe un entier K tel que pour tout n € N,
pour z € [n], si y est un antécédent de z alors y € [p] avec p > n — K. Autrement dit,
la matrice qui définit o est de la forme :

x 0o x 0

ou * désigne une réel positif ou nul.

Exemple 5.1 [Dynamiques & portée courte vérifiant (Expl).]
Si (X, 0) est a portée courte et si ¢ vérifie :

Ing tel que Vn > ng, (Lol)n < p <1, (Exp2)
alors @ vérifie (Expl) .
Remarquons tout d’abord que (Exp2) implique (H) (page 61) qui implique (K). Ainsi,
il existe M > 0 tel que pour tout n € N, ||L21]|c < M. Si (£, 0) est a portée courte et

® vérifie (Exp2), montrons par récurrence,
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Vp>1, Yn>no+ (p— 1)K, (L51)n < pP. (*)
L’hypothese (Exp2) implique que (*) est vérifiée pour p = 1. Soit p > 1, n > ny + pK
et x € [n],
LhM(x) = go(y)Lh1(y),

oy=c
comme o est & portée courte, si y est un antécédent de z, y € [n'] avec n' > ng+(p—1)K,
ainsi par hypotheése de récurrence, £21(y) < p”. Ainsi, £2'1(z) vérifie

LhM(x) <) goly) = pPLal(w) < o7

oYy=2

Fixons maintenant k; et ny =ng + (kK — 1)K, pour k > ki, et n > ny, on a :
£h1, < sup(ﬁéﬁkll)ﬁlgln < Mpk.

11 suffit alors de choisir k; tel que Mpk < 3 < 1. O

5.2 Dynamiques sans grandes branches a ’infini.

Dans cette section, nous ne supposons plus (Expl). Nous donnons une estimation
(sous exponentielle) de la vitesse de convergence dans (II) pour des dynamiques “sans
grandes branches a Uinfini”. Le systeme (X, 0) est dit sans grandes branches a l'infini
s’il existe un entier K tel que pour tout n € N, pour x € [n], si y est un antécédent de
x alors y € [p] avec p < n+ K. Autrement dit, la matrice qui définit o est de la forme :

0 *
K| =
0 =x
0 0 *

ol * désigne une réel positif ou nul.

Considérons (X, o) sans grandes branches & l'infini, soit K comme dans la définition :
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pour tout n € N, pour x € [n], si y est un antécédent de = alors y € [p] avec p < n+ K.

Sing et N > ny sont fixés, nous noterons
kit =sup{(Lgl)n / N <n <N +kKj}, j>0.

Nous ferons ’hypothese suivante sur @ :
il existe n; tel que pour N > ny, il existe ki (V) tel que pour k > ky, il existe R(k),
0<R(k) < N+EkK et

ki < <1 - %) ,a >0, V5> 0. (S-Expl)
Remarquons que 1’hypothese (S-Expl) implique (K) et que I’hypotheése (Expl) im-
plique (S-Expl) : §;, = pp pour tout j > 0. D’autre part, I'hypothese (S-Expl) ex-
prime que pour k et n assez grand, (£%1), est majoré strictement par 1, mais que cette

«
majoration n’est pas uniforme en n; de plus, la majoration de 6,’67]- par (1 — Nif%)

permet d’assurer la convergence des produits H 5;17 elle peut étre remplacée par une
(=1,..j
condition moins forte qui sera explicitée plus loin (remarque 5.8)

Remarque 5.3 Nous supposerons de plus que lim 5;“' = 1. Si limsup 6;”- < 1, alors ¢
J—oo Jj—oo ’
vérifie en fait (Expl) et les résultats de la section précédente donnent une convergence

uniforme sur X et exponentielle.

Pour N € N, || ||y désigne la norme uniforme sur |0, N| (notation page 73). En adaptant

les cones de la section précédente, nous montrerons I’estimation suivante.

Proposition 5.6 Si (3, 0) est sans grandes branches a l'infini et vérifie (S-Exp1) alors,
VN > n,Vf € L, Vk > ky, il existe une suite (a;(N))jen, o;(N) — 0 telle que

£ f ~ h/fHN < a; [Ifll +m(]0, N]*) sup f, (1V)

De plus, «; s’exprime en fonction des produits [ [;_, 6}, et en choisissant convenablement
N par rapport a j, on obtient ainsi une estimation de la vitesse de convergence sur chaque
compact de Y. et de la décroissance de corrélations.

La preuve de cette proposition suit la preuve du théoreme G. Il s’agit de prendre en
compte le fait que pour k et n assez grands, (£%1), est majoré strictement par 1 mais
que cette majoration n’est pas uniforme en n. C’est pourquoi nous utilisons une famille
de cones de fonctions spécifiées uniquement sur [0, N+ kK j[, c’est a dire loin de Uinfini.
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Dans [F,S 2], pour étudier une application & point fixe neutre de l'intervalle, P. Ferrero
et, B. Schmitt utilisent aussi des cones de fonctions spécifiées sur une famille exhaustive
de compacts de 0, 1].

Pour N > ny et k > k; fixés, D(j) désigne 'ensemble |0, N+ kK j| et K;(f) la constante
de Lipschitz de la fonction f: D(j) — R.

Considérons la famille de cones suivante. Etant donnés a, b, c des réels positifs, j,s,t € N
et Py, la partition définie page 73, C’j,fi est I’ensemble des fonctions de L qui vérifient, :

1
1.VP€PS,PCD',0<—/ dmga/ dm,
P D(j)

2. K;(f)<b [ fdm,
J

r€P>ND(j

3. sup |f(z)|<c / fdm.
) :
D(j)

Les arguments de la preuve du lemme 5.1, montrent que la norme

[ fdm
[1f]la; = max(d |D(/.) fdml, I:n(P) P e Pe 0 D), [ fllw4ks) (5.9)
j

A A ER N —

est adaptée au cone C,. pour d = max(bDi, c). Remarquons que pour tout d > 0, la
, . . . . t.q ~

norme || ||4; est équivalente & la norme uniforme sur D(j). De plus, C}7 est un cone

; tj tj
convexe fermé pour la norme || ||pg) et € Cop2 N —C2p7 = ().

Lemme 5.7 Comme o est sans grandes branches a I'infini, pour tout ¢ € N vérifie,
o *D(t 1) c D(¢).
De plus la suite m(D({) \ c=*D({ — 1)) est sommable.

Preuve : En effet, siz € 07%*D(¢ —1) alors 0%z € [n] avec n < N+ kK ({—1). Comme o
est sans grandes branches a l'infini, z appartient a [p] avec p < n+ kK < N + kK, c’est
& dire x appartient & D(¢). Montrons maintenant que la suite u; = m(D(j)\ o *D(j —1))
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est sommable. On a
uj = m(D(j)) —m(e*D(j — 1)) = m(D(j)) — (1 = m(o™*D(j —1)%)) et

m(oc*D(j — 1)) = /ID (j—1)c © 0" dm
= / LE1dm.
D(j—1)¢

L’hypothese (S-Expl) implique £X1(x) < 1 sur D(j — 1)¢ C [0, N|¢, ainsi

m(o~*D(j = 1)) < m(D(j — 1)°).

On en déduit que u; < m(D(j)) —m(D(j — 1)) et donc u; est sommable. O

5.2.1 Contraction du cone.

Nous allons montrer, pour v < 1 et k, a,b, ¢, P, bien choisis, £k Cj,ijc C ijfyb; . et

le diameétre de £5C*% dans C*17~" est majoré par 2log lf? olt §; = 05, (L—m(j)) " et
J k)

a,b,c a,b,c 1

m(j) = ¢ m(D(j) \ e™*D(j — 1)).

Remarque 5.4 Pour c fixé, il existe jy tel que pour tout j > jp, m(j) < 1 et d; < 1. Afin
de simplifier la rédaction, dans toute la suite nous supposerons que j, = 1.

Notons m = sup; m(j), m < 1 car m(j) < 1 pour tout j > 1 et m(j) — 0.

Fixons a < 1 < o/,0< f < (1-—m),y=-L et < B. abe s, tetk sont

1-m
choisis de la fagon suivante :

Loa>ad(l1+5%)57",
2. ko tel que Yk > ko, Mr* < 3,
3. ¢>Ma+1,

Rc
4. b> 577,
5. D, < 1/b-2,

4o’

6. ttel quet > N et Dy <

8ac’
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7. ki tel que (5.2) soit vérifiée pour Ps, et ky vérifie (S-Expl),
8. k 2 max(ko, kl)

Soient f € C’jéjc et P C D(j—1), le lemme 5.7 implique que c=%*P C D(j). En reprenant
les arguments de la démonstration du lemme 5.2, on obtient (en utilisant (5.2) et la

définition du cone :

1 k I
— < 1+D 2D
M(P)/Eq)fdm < « /fdm[ + Dy b+ 2D; ]
P D(j)

P D(j)

ceci conduit, par les choix (5. et 6.) de a,b,c et Py, a

1(P)

P D(j)

1
a/2 | fdm < —— [ LEfdm < d/(1+a/(2d)) [ fdm.
g s ian] J

Par ailleurs, le fait que o n’a pas de grandes branches a 'infini implique, en reprenant
les arguments de la preuve du lemme 4.1,

K; 1 (LEf) < Mr*KG(f) + R%lzp) I£1.
J

. t.i , . ;.
Remarque 5.5 Si f € C;’ en procédant comme dans la section précédente (remarque

5.1), on obtient, pour z € D(j),

min|[—c, Ma — bD;] / fdm < f(z) < max|c, Ma + bD;] / fdm.

D(j) D(j)

Ceci donne K;_i(Lkf) < / fdm [bMr* + Rmax(c, Ma + bD;)] et donc, par les choix

D(j)
(3. et 5.) ci-dessus,
chR

B-p"

K (s < ob [ pimsiv>
D(j)

Enfin, pour 2 € P, N D(j — 1), (S-Expl) donne :

L5 @) < Syge [ fam.

D(j)
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Pour montrer que L§C) ;70 C Csat’ib; ., 1l reste & comparer / fdm et / Lk fdm.

D(j) D(j—1)

Lemme 5.8 Pour f € C*%7 / LE fdm = / fdm[1 £ m(j)].

a,b,c’
D(j-1) D(j)
Preuve : Soit f € C’Z;Jc, d’apres la remarque 5.7, 0 *D(j — 1) C D(j),
/ K fdm = / fdm = / fdm — / fdm.
D(j—1) o kD(j-1) D(j)\e*D(j-1)

Pour x appartenant & D(j) \ o *D(j — 1),

min[—c, Ma — bD,] / fdm < f(z / fdm max[c, Ma + bD,],

D(j) D(j)

ceci donne / LE fdm = / fdm[l+cm(D(5)\o *D(j—1))] (car on a choisit bD; < 1

D(j-1) D(j)
et ¢ > aM + 1), d’ou le résultat. O
Ainsi, £k Cjzjc C Cs;f’,]ybél .- Il reste & estimer le diametre projectif.
Lemme 5.9 Le diamétre projectif A; de L% C’j};Jc dans C’;};chl 1+5
et toutes fonctions f et g de Cy’ 270 vérifient,
gcs tj I(E f £ ) < 5]902:£:]c(f, g) (510)

Preuve : Il suffit de reprendre les arguments de la démonstration du lemme 5.3, on

14+0; 2a/+a 147
1-6;7 a 21—y

149 > 20f +°‘ et 1% > 1+3 ainsi A; < 2log +6f_ et tanh L < tanh [

obtient alors A; < 2logmax( ) et comme lim¢§; = 1, on peut supposer

1+6] =4

Soient f et g appartenant & C®/ la proposition 1.1 et lest1mat10n de A; impliquent

1-46; 1-4; 1

alors
O s i1 (Laf Lag) < 00 (f, 9)-
0
Remarquons enfin que ), m(j) < oo, donc le produit des (1 —m(j))~' converge vers

une limite strictement positive, ainsi, H 0y < Cte H 6,”.
(=0,....j (=0,....j
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5.2.2 Estimation de la décroissance des corrélations.

Dans cette section, nous finissons la preuve de la proposition 5.6 et montrons com-

ment (IV) permet d’estimer la décroissance des corrélations. Fixons N > ny, soit

p— s)t7j
C=C

a,b,c*

Remarque 5.6 Pour a, b, c assez grand, C est un cone non vide. En effet, si

° / hdm > M sup h,

”O’nlﬂ

.b / hdm > K (h),

”O’nlﬂ

e / hdm > sup h(x).
XN e

alors h appartient a C.

Il suffit de remarquer :

e h étant positive, / hdm > / hdm, pour tout 7,

D(j) 10,m1]
1 / m(P)
e sup —— [ hdm < suphsup ——= < M suph,
PEPs,t /‘L(P) P P /’L(P)

e K;(h) < K(h) pour tout j.
Dans ce qui suit, a, b, ¢ vérifient les inégalités ci-dessus, de sorte que h € C.
Fixons f € C et j € N, f appartient & Cﬂi et L f appartient & CZ:Z’,ZJ ! pour ¢ =

0,...,7.

0 ro(LFF ) < 810 pa (Lo’ Vf D)

a,b,c, a,b,c,

7—1
< A6
/=1
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La norme || ||40 définie par (5.9) et p(f) = / fdm = / fdm sont adaptées au cone
D(0) lo,N]
CTet0 de plus les normes || [|a0 et || || sont équivalentes, ainsi, pour f € C,

a,b,c, ?
Ieys -~ [ rvea, H@z exp (A H&) /fdm

jo,N] [0,N] =1 D(0
Sip==kj+r,
P h p ki h ki
L6 f — ﬂ Loflln < LG |1£6 f — ﬂ Ly flln
[0,N]
kj h kj
e N

jo,N] [0,N]

IN

Estimons la différence ||————— T hd / L fdm — h/fdm“N,

Jo,N] lo,N]

I [ Chtam—n [ gam)

[ hdm ? N

10,N] lo,N]

h
10,N] lo,N]
< N / chfamlly + bll] [ fam |~ -
= f hd o > f hdm
Ve v
e
< Cresup | fm(|0. N+~ [ gl 1~ / hdm] (N > )

0n1

< Ctesup|f|m(]0, N|°) en utilisant que /hdm = 1.

Finalement, pour f € C et p de la forme kj + r, on a,

L5 f — h/f||N<CteA Hég exp <A Hég) /fdm|—|—Ctem(|] N[¢) sup |f].
(5.11)
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j—1 j—1
Remarque 5.7 A; H(Sg exp | A; Hég) dépend de N et k, I'hypotheése (S-Expl)
=1 =1

implique que pour N et k fixés, cette quantité tend vers zéro quand j tend vers l'infini.

Le lemme suivant permet d’obtenir 'inégalité (IV) pour les fonctions de L.

Lemme 5.10 Pour f € L, positive, il existe R(f) > 0 tel que f + R(f)h € C, de plus
R(f) < Cte| f||

Preuve : Suivant la remarque 5.6, il suffit que R(f) vérifie

Msupf—a [ f

H07n1[|
R(f) >
* (f)_a | h—Msuph’
”O’nlﬂ
K(f)=b [ f
”O’nlﬂ
R(f) >
* Bz [ h—K(h)
”O’nlﬂ
supp, f—¢ [ f
”Oanln
R(f) > )
* (f)_c [ h—supp, h
”0777‘1“

Le lemme 5.10 et (5.11) impliquent pour f € L,

e 7~ h / Flly < Cte oy [[£]] + m(J0, N|%) sup f.

7j—1
avec oj(N) = A; H@;i Oy exp (Aj H(Sg). Ceci termine la preuve de la proposition
=1

5.6.
Nous allons maintenant montrer comment (5.11) permet d’estimer la vitesse de conver-
gence sur les compacts de X et la décroissance des corrélations. Soient ¢ € N et f

appartenant a C, en particulier, f appartient a CPatki+20) o Eg(jﬂ)f e et

a,b,c a,b,c , cecl

conduit a la majoration suivante qui va nous permettre d’obtenir d’estimer la vitesse

de convergence sur les compacts de ..

|k / flysxig <
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Jj—1 Jj—1

expldjsa [[rsaldpna [ fim TLovs+ml0. N + Kkql)supll. (.12

(=1 D(0) =1

Choisissons une suite ¢(j) telle que ¢(j) 2% 50 et

]+q H(S[+q exp < J+q(j H(S[+q ) L= 07/] — 0.

Par exemple, si d; ; < (1 — N+1Kk )%, comme A; < 2log }Jrﬁ’, pour 0 < ¢ < &’ < 1 fixés,

si q(j) = j%, on obtlent a; < C(N,e,e" )L~

]ae'

Remarque 5.8 La condition (S-Exp1) peut étre remplacée par : il existe une suite ¢(j)

qui tend vers l'infini avec j et telle que

_]*)OO
J+q H 5é+q

Finalement, pour x dans un compact ) de X, il existe j, tel que
Q C [0,N + Kkq(jo)] C [0,N + Kkq(j)] Vj > jo, de sorte que pour f € L, j > jo et
p=Fk(j+q(j))+r,le lemme 5.10 et (5.12) donnent,

C4f(e) = (o) [ fam| < Cro @ + (0, + KEa I

Siuj = a; + Rm[0, N + kKq(j)]°], cette inégalité s’écrit

e = b [ fdmlo < Clinjusls]

ot C'(jo) ne dépend pas de f et tend vers I'infini avec jj :

L h | fdm 1
C(jo) = sup 1£6f — 1] fdmllq < Ctesup —
k(J+q(J>><p<k(J+1+q(J+1)) U ||f|| §<jo Uj

VS

Remarquons enfin que si ¢(j) = o(j) alors pour p € N, I'entier j qui vérifie k(j + ¢(j)) <
p<k(j+1+4q(j+1)) est de 'ordre de
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Pour finir, la décroissance des corrélations s’obtient de la méme maniere, pour f telle
que fh € L et g€ L®(m) :

\(goa? f) — p(g)n(f)]
< | / C2(Fh) — h / fhdmlgdm| + | / £2(Fh)gdm)
[0,N+Kkq(j)] [0,N+Kkq(j)]°)

w1 [ amaml| [ fhan
[0,N+Kkq(5)]°)
< 125(rm) ~ b [ fdmlvescollall + Ctelflllgllom(0,N + Kka())
< 1@+ Cre (0N + Krg) N gl = w5171 gl (5.3

Pour conclure cette section, donnons une classe d’exemple pour laquelle il est facile de
vérifier (S-Exp1l). Le systeme (X, 0) est dit a portée bornée s'il existe un entier K tel
que pour tout n € N, pour = € [n], si y est un antécédent de z alors y € [p| avec
n— K <p<n+ K. Autrement dit, la matrice qui définit o est de la forme :

% e e % 0

* *

0 = * 0

0 0 * * 0

oll x désigne une réel positif ou nul. Remarquons que si o est a portée bornée alors X
est localement compact. En effet, pour tout n € N, le cylindre [n] est compact :

njc{reN' /0<az, <n+kK}.

Exemple 5.2 [Dynamiques vérifiant (S-expl).]
Si (X, 0) est a portée bornée et si @ vérifie les deux propriétés suivantes :

1
1. Ing tel que Yn > ng, (Lol)y < (1 — =)% a >0, (S — Exp2)
n
2. la densité invariante h tend vers zéro a l'infini (c’est & dire, si sup h(x) : = hy, hy
z€[n|

tend vers zéro quand n tend vers l'infini),
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alors @ vérifie (S-Expl) .

En effet, si (X,0) est & portée bornée et ® vérifie (S-Exp2), montrons par récurrence
que pour k> 1etn>ng+ (k- 1)K,

(£h1), < jli[ou - - +1Kj)a. (5.14)

L’hypothese (S-Exp2) exprime que (5.14) est vérifiée pour k = 1. Soient k > 1 et x € [n]
avec n > ng + Kk, si 2’ est un antécédent de x par o, alors 2’ € [p| avec

n+Kk—-1)<n—-K<p<n+K.

Liti(z) = ) gola)L51()

k-1
1
< x 1— —)* (par hypothése de récurrence
>~ ng:xgo( )]HO( n—i—K(]+1)) (p yp )
k-1 1
< 11— ——— ) *Lsl(x
= ]H)( n+K(]+1)) #1(7)
k-1
1 1
< 1]— —— H)*(1 — )~

Le lemme suivant permet d’estimer (£%1), pour N < n < N + (kK — 1)K, si N et
k sont suffisamment grands et de montrer que (S-Exp2) + portée bornée impliquent
(S-Exp1l).

Lemme 5.11 Pour tout (%)0‘ < n < 1, il existe ny > ng tel que pour tout N > ny il
existe ki tel que pour k > ki,

sup (E’%l)n <.
N<n<N+(k-1)K

Preuve : Soit € < 1 tel que 22 < 1, soient

1. Ny > ng tel que pour n > Ny, h, < ¢, et ny = max(Ny+ K, ng), fixons alors N > n;.

2. ko tel que Vk > ko, LE1(z) < h(z) + ¢, pour x € [n], n < N,!

LComme o est a portée bornée, I'ensemble [0, N| est compact. Ainsi, les résultats du chapitre 4
impliquent qu’un tel ko existe.
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N+ K(Ek+1)\"
3. k' > ko tel que pour tout k£ > k', (ﬁ) < netk >k tel que pour
N+ (KF+1)K

N+ (k-2)K

«
tout k£ > ki, ug ( ) < 1 ol uy est défini par

u, =sup{Li1(z) /x €[n],N <n< N+ K(k—1)}.

Soient k > k1, N > nj et x € [n] avec N <n < N+ kK, si 2’ est un antécédent de x par
o, alors, 2’ € [n'] avec Ny < N— K <n' < N+ (k+ 1)K,

Li1(z) = ) gola)L51(2)

ox'=x

= > @)L+ Y gle)LElE) + > g0(a") L1 (")

No<n'<N N<n<N+(k-1)K N+(k—1)K<n'<N+(k+1)K
N v d ~ N o ~ —~ o

1] 2] (3]

Par les choix de Ny et k, on a

1] < Z go(x')[e + h(z")] (par le choix 2. de k > k),

B No<n'<N
2] < uy Z go(z'),
N<n/<N+(k-1)K
k—

—_

1
/ «a
3] < > 90(@) [[0 = 7)" (par (5:14)
N+(k—=1)K<n/<N+(k+1)K J=0
k—1 1
< [Ia- . ) > go(a’).
Jj=0 N+ K(j thk+ 1) N+(k—1)K<n'<N+(k+1)K

Ainsi, pour k& > k',

k-1

1
L1 (2) < max[e+ sup  hu,ug | [(1— : “NLel(x
1 < mae o [T~ e e
N+ K(k+1) 1
< 2 SR A R [ pep— L
< maxe,u (—5 S 10 - R
1
< l— e
—_— ma‘X[u’kﬂn]( N+kK) )
et finalement
2 1 1

up < maxfup [] (1- )%, nj(1 - )* <1
i N + /(K N+ (k—-1)K
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O
Ainsi, pour 2% < n <1 fixé, on a : pour tout N > ny, il existe k; tel que pour k > kq,

0r; = sup{(L§L)n / N <n < N+ kKj}

< max { sup  (L§1)n,  sup (E’él)n}
N<n<N+kK N+kK<n<N+kKj
k—1 1 @
< max |n, 1-— — en utilisant 5.14
= ["Q( N+K(kj+z)> ( )

ce qui suffit pour obtenir (S-Exp1l). O
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Chapitre 6

Exemples.

Les résultats des chapitres 4 et 5 permettent d’étudier les propriétés de mélange
de certaines matrices stochastiques et d’applications markoviennes non uniformément
dilatantes de I'intervalle sans grandes branches a I’'infini. Pour montrer que ces systemes
entrent dans le cadre précédent, il peut étre utile de recourir a un changement de poten-
tiel.

Soit B un espace de Banach stable par L4, v une fonction continue strictement positive

sur X et m une mesure réguliere sur . Notons :

~ B, = {f / fv € B}, muni de la norme ||f|| = ||fv|| pour f € B,, ot || | est la

norme sur B.

-~ U =&+ logv — log(voo), ¥et ® sont alors dits cohomologues et on a Lyf =
v~ Lo(fv) pour f € B,.

- my =vm

Par exemple, si v est un point fixe pour Lg, 'opérateur Ly est normalisé (Ly1 = 1).

Le diagramme suivant commute :

B L B

xv~ ] I xvt

B, £% B,

De plus, pour f € B, notons f, = %, f est une fonction propre associée a une valeur
propre ¢ pour Lg si et seulement si f, est une fonction propre associée a une valeur

propre ¢ pour Ly : Lof = vLyf,. De méme, une mesure réguliere m est c-conforme

97
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pour Lg si et seulement si m, est c-conforme pour Ly :

/ Lo fdm, = / Lafdm,

pour f € By, ||L%f — homyo(f)|| = ||L%(fv) — hm(fv)]||. Par ailleurs, si h est un point
fixe pour L¢, 1 = hm est invariante par o et f est telle que fh, € B, si et seulement si
fh € B, ainsi pour estimer la décroissance des corrélations, on peut utiliser soit L soit

E\yi

n(fgoo) — u(Hulg)l = | / L (fh) — / fhdmldm)

_ |/ L7 (Fhy) /fh dmy)dms).

Remarque 6.1 Si & est Lipschitz sur les 1-cylindres et v constante sur les 1-cylindres

v(x
alors W est Lipschitz sur les 2-cylindres. De plus, si sup L
vex V0 0(T)
Lipschitz sur les 1-cylindres. Dans les deux chapitres précédents, nous avons supposé que

est borné alors U est

le potentiel ® était Lipschitz sur les 1-cylindres. Si ® est Lipschitz sur les k-cylindres, on
peut définir la constante de Lipschitz locale de f appartenant a L comme étant le sup
sur les k-cylindres des constantes de Lipschitz de f restreinte aux k-cylindres. Tous les
résultats des chapitres précédents s’adaptent alors. Dans le chapitre 5, il suffit d’ajouter
a la définition de bonne partition : P; est formée de s-cylindres avec s > k.

Remarque 6.2 Soit v : ¥ — R*' une fonction positive constante sur les 1-cylindres qui

v(x)

tend vers zéro a l'infini et telle que sup est borné. S’il existe ng tel que

vex Vo 0(x)

Vn > ng, sup —Lgv(z) <1
z€[n] v(z)

alors, la densité invariante h tend vers zéro a 'infini.

En effet, considérons v comme un changement de potentiel et £ ’opérateur associé
1
Lf=-Ls(fv), pour f telle que fv e Cy,(%),
v

lopérateur £ vérifie les hypotheses du théoreme F (modulo la remarque 6.1) et 1la mesure
m, est finie et conforme pour L. Soit h; la densité invariante par £ construite par le
théoreme F, soit h = vhy, h est invariante par L. Comme h; est une fonction bornée,

la densité invariante par L4 tend bien vers zéro a l'infini.
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6.1 Matrices stochastiques.

Considérons une Nx N matrice stochastique P = (p; ;)i jen, ;i Pi,j = 1 pour tout i et
¥ le sous décalage de type fini associé & la matrice transposée P!. On a P1 = 1, il s’agit
de trouver une probabilité stationnaire, c’est-a-dire v € (RT)N tel que vP = P'v = v et
Y nVn < 00. Si @ est le potentiel constant par morceaux défini par ®(z) = —logp;; si
x € [i,j]', Popérateur de transfert associé est la matrice P'. Pour appliquer les résultats
des chapitres 4 et 5, il faut une probabilité conforme. Soit m; la mesure définie sur les
cylindres par mq[i] = 1 et mq[i1,---,in] = Diyiy - Di,_i,, M1 €st une mesure conforme
pour P! mais elle n’est pas de masse totale finie. L’idée est d’utiliser un changement de
potentiel. Considérons v : ¥ — R constante sur les 1-cylindres et sommable, ¢’est & dire
si v, = v(z) pour x € [n] alors > v, < co. Soit L 'opérateur associé a ce changement
de potentiel : Lf = v™'P!(fv) pour f telle que fv est uniformément continue et bornée.
La mesure m = vm, est finie et c¢’est une mesure conforme pour L.

Nous dirons que v est un vecteur sous-harmonique a [’infini si
il existe M > 0 tel que Vn € N, Vk € N (vP¥), < Mu,.
Le théoreme F donne le corollaire suivant.

Proposition 6.1 Soit P une matrice stochastique apériodique. S’il existe un change-
ment de potentiel v, sommable et sous-harmonique a l'infini, alors P admet une unique
probabilité stationnaire v (autrement dit, P est récurrente positive), et pour f telle que
Lec,),

|(P")" f(x) — vima (f)| — 0 pour = € [i]. (6.1)

Preuve : Le fait que v soit sous-harmonique a I'infini implique que 'opérateur £ associé
a ce changement de potentiel vérifie (K). Le théoreme F donne l'existence de u € L
point fixe de £ qui vérifie m(u) = 1 (m désigne la mesure vm; comme ci-dessus) et la

convergence de L™g vers um(g) pour g € C,(X). Soit ¥ = uwv, on a pour f telle que
Lec,m®),
(P £ (@) = vims () = ol(2) — um(D)).x € [

v v

O
Considérons P une matrice stochastique apériodique admettant un vecteur sous-harmonique

a linfini v. Les résultats du chapitre 5 permettent de préciser la convergence (6.1). Si v

Lpar définition de I, si le cylindre [i, j] est non vide, p;; # 0
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vérifie de plus
dny dpy tels que Vn > ny, Vp > p,30 < p, <1 (vP?),, < ppo,
c’est-a-dire que L vérifie (Expl), ou si ¥ est a portée courte et v vérifie
30 < p < 1, Ing tel que Vn > ny (vP), < pu,
c’est-a-dire que L vérifie (Exp2) alors, il existe 0 < v < 1 tel que pour toute fonction f

de Lv—l,
1
1P — v m(Dllle < K712,

En particulier, si f = 1, ||%|| = -, soit z € [i],
J

(PY"fla) =D wiaf (k) = v},

et on obtient,

1 1 .

P} — vi| — < KA"—, Le. |pf; — | < K9,
Uj Uj

c’est-a-dire que P est géométriquement ergodique au sens de Vere-Jones [V-J1]. On peut

aussi estimer la vitesse de convergence lorsque P est sans grandes branches a l'infini et

non nécessairement géométriquement ergodique. Soit
1y = sup[(vP"), N < < N+ Kpj],

en remplacant 5;,7]- par 77;,71- dans la section 5.5.2, on obtient une estimation de la décrois-

sance des corrélations qui s’exprime en fonction de la convergence a zéro des produits

I, -

6.2 Applications uniformément dilatantes de l’inter-
valle.

Les techniques développées dans les chapitres 4 et 5 peuvent étre adaptées pour étu-
dier des applications markoviennes (au sens de [A,D,U], voir page xviii) de 'intervalle
ne vérifiant pas les hypotheses de [L, S, V1] ou non uniformément dilatantes et sans
grandes branches a l'infini.
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Dans ce qui suit I désigne l'intervalle [0,1], A la mesure de Lebesgue sur I. Etant
donnée Z = (I,)nen une partition (mod 0) de I en sous intervalles ouverts, B désigne
I’espace des fonctions bornées sur I, lipschitzienne sur chaque I,, et dont les constantes
de Lipschitz sont uniformément bornées. Soit K (f) le sup des constantes de Lipschitz
de f € B sur chaque I,. Pour f € B, ||f|| = max(||f||«, K (f)), || || est une norme sur
B qui en fait un espace de Banach. Si T : I — I est C! et injective sur chaque I,,, alors
la mesure de Lebesgue est conforme pour I'opérateur de transfert associé au potentiel
—logT’. On suppose que T vérifie la propriété de Markov : pour tout n € N, T'I,, est
une union (mod 0) d’éléments de la partition Z et que la partition Z engendre la tribu
des boréliens sous T'. De tels systemes sont toujours mesurablement conjugués a un STF
(voir page xix), on dit aussi que le systéme est codé sur un STF, soit X le STF associé
et 7 DPapplication de conjugaison. Nous dirons que 7T est dilatante si 7"(z) > 1 pour
tout « € |J, I, et uniformément dilatante s’il existe D > 1 tel que 17"(z) > D pour
tout z € |J, I,. Lorsque T est uniformément dilatante, le codage est bon dans le sens
suivant :

soit f € B, on définit f : & — X par f(z) = f(T(x)). Pour r = D', f appartient & L.
Cependant, comme on souhaite aussi considérer des applications non uniformément di-
latantes de l'intervalle, il est préférable de travailler directement sur I. Les techniques
développées dans les chapitres 4 et 5 s’adaptent directement dans le cas ou 7' est unifor-
mément dilatante et demandent quelques modifications dans le cas non uniformément
dilatant. Dans ce cadre, les k-cylindres correspondent aux sous-intervalles de I de la
forme (\\—) 71,

Remarque 6.3 Pour que la partition Z engendre la tribu des boréliens sous T, il suffit
que T soit dilatante.

Nous allons traiter I’exemple suivant.

Exemple 6.1

Soit T : I — I définie de la maniere suivante :

T est C?, monotone et croissante sur chaque I,,, elle se prolonge en une application continue
sur Padhérence de chaque I, et TI, = I,,_1UI,UI, . (en convenant que I,, = () si n < 0),
nous supposons de plus que T est uniformément dilatante.

Remarquons que les dynamiques ainsi définies sont apériodiques et a portée bornée,
elles ne vérifient pas ’hypothese de recouvrement (page xviii)
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6.2.1 Cas affine.

Supposons dans un premier temps que 7" est affine sur chaque I,,. Notons A, = A\(1},)

et p, = %(x) pour x € I, p, = /\(In+1)+:\\gzg+/\(ln71) et £ opérateur de transfert associé

au potentiel —logT’, L vérifie :
L1y = pot1 + po + Pt
Rappelons I’hypothese de faible contribution de I'infini (page 61) :

dng tel que Vn > ng, (Le1), = sup Lol(z) < 1, (H)
z€[n]

Lemme 6.2 Si la suite (\,),en Vérifie 'une des deux propriété suivantes :

A
1. lim 22 < 1, dans ce cas on dira que la suite \, est de type exponentiel
n—oo n
A
2. 2L croit vers 1 pour n > ng

n

alors L vérifie I’hypothése de faible contribution de I'infini.

An+1

Preuve : Supposons que lim
n—o00

=0 < 1, alors p,, converge vers WOHH <1/3et L1,
n
b — <1 ainsi (H) est vérifiée.

vers 3

An+1

Supposons qu’il existe ng tel qu’a partir de ng, la suite croit vers 1, soit 0 < u,, < 1

tel que pour n > ng up < uy, et

onapourn>ng+1:

0
Pt =3 —up Fu, 1+ Z(un,l)i >3
i=2
ainsi, £1,, < 1sin >ng+ 1 et (H) est vérifiée. O
L’hypothese (H) et le fait que A soit une mesure conforme pour £ impliquent (K) (voir
page 61), nous noterons h la densité invariante et y = hA. La démonstration du lemme
6.2 montre que si la suite (A, ),en est de type exponentiel, alors £ vérifie (Exp2), comme
T est a portée bornée, 'exemple 5.1 montre que £ vérifie (Expl), ainsi la décroissance
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des corrélations est exponentielle sur ’espace B. D’autre part, il est facile de constater
que k défini par k(z) = \i1 + Ay + A\_q si & € I, est un point fixe de L4 (donc le seul

a normalisation pres par le théoreme F). Considérons Jy = J, . x In- On a

n>N

(T Ty 0 Io) = u(Iw)u(To)| = () p(lo) car T~ Iy N Ip = 0.

En particulier, on ne peut pas avoir de décroissance exponentielle des corrélations du
type (5.8) si la suite A, n’est pas majorée par une suite exponentielle. La vitesse de

mélange peut néanmoins étre précisée dans certains cas.

Proposition 6.3 Si \, = K7™ + o(y""), 1/2 < a < 1 alors, pour tout r > 0, il existe
C(r) tel que pour f telle que fh € B et g € L,

n 1
u(fgoT) = u(Fug)l < Cr) I fhll ]9l
Preuve : Supposons que \([,) = K™ +o(y""), a < 1. p, vérifie :

1 o*(logy)? 1
Pn = 3 9p2-a) + O(nZ(lfa) )-

Soit C' < log” , il existe ng tel que pour n > nyg,

Ainsi, pour n > ny,

3C c

Soit f=2(1—a) <lsia> %, ce que nous supposons dorénavant. En reprenant I’exemple
5.2 page 92, on montre I’estimation suivante.

Lemme 6.4 Il existe n; tel que pour N > nq, il existe ky tel que pour k > k,

k-1 k-1 c
c 1

8., = su £r, < 17— < <l_f> .

7k Ngng113+kj - Zl_g (N +Fkj+1i)8 — Zl_g (N +kj+1)8

Ainsi, £ vérifie (S-Exp1) et les estimations du chapitre 5 (pages 91 et 92) donnent pour
f telle que fh € Bet g€ L™, q(j) =j" 0<u<letn==Fk(G+q(j) +r j=0(%)),si
p <1,

1(fgoT™) = p(f)u(g)] < Cte(N) [exp(—c(N + ki)™ + > 4™ (6.2)

n>N+kq(j)
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si =1,
n 1 n®
u(fgoT™) = u(fHu(g)l < Cte(N) [z + > (6.3)
J n>N-+kq(j)
Remarquons que Y o +*" = O(n'~*y™"), on en déduit I'estimation annoncée. O

Remarque 6.4 Lorsque la convergence a zéro de \(I,,) est moins rapide que v, % <
a < 1, par exemple polynomiale, on peut montrer que
C
L1, <(1—-—
< (1-)
pour n suffisamment grand et § > 1, ceci ne suffit pas pour utiliser les techniques du
chapitre 5. Il est peut-étre néanmoins possible d’obtenir des majorations de la vitesse de

mélange en améliorant I’estimation pour des itérés de L.

6.2.2 Cas C? par morceaux.

Considérons maintenant que 7" est C? sur chaque I,,, T"(z) est uniformément borné
par R > 0 et T est dilatante. Pour z et y appartenant a I, on a,
T (z) = T'(y)| < sup T"(z) |z — .
2€Ily
Ainsi, en intégrant en y, on obtient :
1 1
— R\(I,) + — < T'(z) < R\I,) + —. (6.4)
Pn Pn
Cette estimation implique, en reprenant la démonstration du lemme 6.2

Lemme 6.5 Si la suite (\,)nen est de type exponentiel alors 'opérateur L est quasi-
compact sur 'espace B, il existe une unique mesure invariante absolument continue et
elle est exponentiellement mélangeante sur B.

Si la suite (Ap)nen vérifie

An+1

An

alors il existe une unique mesure invariante absolument continue et elle est mélangeante.

croit vers 1 pour n > ny

L’estimation (6.4) conduit comme précédemment au résultat suivant.

Proposition 6.6 Si \, = K7™ + 0o(y""), 1/2 < a < 1 alors, pour tout r > 0, il existe
C(r) tel que pour f telle que fh € B et g € L™,

1790~ u(A)u(o)] < O )L f] gl
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6.3 Applications non uniformément dilatantes de I’in-
tervalle.

Nous donnons une estimation de la vitesse de mélange pour des applications de
I'intervalle de type Gaspard-Wang, admettant une probabilité invariante absolument

continue.

Soit (I,)nen une partition (mod 0) de I telle que \(I,) = ﬁ, K >0, a>1
Considérons I'application T affine par morceaux suivante. T' est croissante, affine sur
chaque I,,, T1,, = I, pour n > 1 et TI, = I. Cette transformation est une linéarisation
d’applications lisses non uniformément dilatantes de 'intervalle considérées par exemple
par M. Thaler ([T]), C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti ([L, S, V2]) et introduites par
P. Gaspard et X.-J. Wang ([G, W], [Wan]) pour modéliser des phénomeénes d’intermit-
tence. Il est connu que 17" admet une unique mesure invariante absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue dont la densité h vérifie en < h(z) < Cnsiz € 1,
([La,Si,V]). En particulier, ;o = h\ est de masse totale finie si et seulement si o > 2. Par
ailleurs, cette mesure invariante est mélangeante. Remarquons que la dynamique ainsi
définie est sans grandes branches a I'infini et apériodique.

Pour d > 0 notons vy : I — R la fonction constante sur les I,, définie par :

va(z) = v, =n’siz €I,
soit F ’espace des fonctions f telles que
h h
Jh € B pour tout d > 1 et supr—H = |1f]l < o0
UVd d>1 || Vd

Nous allons montrer le résultat suivant.

Proposition 6.7 Pour tout ¢ > 0, il existe C(¢) telle que pour toutes f € E et g € L,

1(Fg 0T — (@) < CEI 9l V)

na—Z—a

Remarquons que comme cn < h(z) < Cn si x € I, les fonctions de B appartiennent &
E et pour f € B, on a || f| < Ctel|f]|.

Remarque 6.5 Soit Jy = |J,>y In, pour tout N, T-¥I; N Jy = 0, ainsi

Cte

(T o VTy) = pTo) (x| = pTo)(In) = =5
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Sur ’espace B, la vitesse de mélange ne peut donc pas étre inférieure a ﬁ De nombreux
résultats sur la décroissance des corrélations d’applications de ce type (linéarisé ou non)
existent. Les plus anciens sont ceux de A. Lambert, S. Siboni, S. Vaienti ([La,Si,V]),
M. Mori ([Mo]) et N. Chernov ([Ch]). A.M. Fisher et A. Lopes ([F, L]) et S. Isola ([I])
obtiennent une vitesse en na—l,z pour des observables qui sont des combinaisons linéaires
finies de fonctions caractéristiques de cylindres. Pour le modele lisse, en utilisant des
techniques d’approximation, C. Liverani, B. Saussol et S. Vaienti ([L, S, V2]) obtiennent

logn
n(l

une vitesse en pour des fonctions lipschitziennes sur I'intervalle I, cet espace est
inclus dans E. Par une méthode de couplage, L.-S. Young ([Y1]) obtient, sur le méme
espace, une vitesse en n% ; dans [H] H. Hu montre le méme résultat et que cette vitesse
est optimale sur I’espace des fonctions lipschitziennes sur I. Plus récemment, M. Pollicott
et M. Yuri ([Po,Y]) obtiennent une estimation de la décroissance des corrélations sur un

espace fonctionnel contenant {I%, 0<y< é}
Preuve de la proposition 6.7 : L’opérateur de transfert Lg associé au potentiel

& = —logT" vérifie
n+1\"
5@5__<n+2> + A(Iy).

La densité h n’étant pas bornée, L¢ ne vérifie pas ’hypothese (K). C’est pourquoi on a

recourt a un changement de potentiel.
Soit L4 'opérateur correspondant au changement de potentiel associé a vy, Lyf = éﬁ@ (fva)-

1\ I
Lﬂn:<n+ ) +A(@'

n -+ 2 nd

Ainsi, pour n suffisamment grand, £;1, < 1, c’est-a-dire que L, vérifie (H). Ceci implique
que L, vérifie (K) si la mesure conforme m, = vg\ reste de masse totale finie : le potentiel
est constant sur les I,, donc pour = € I,

1
L£E1(z) = m/ﬁ{;mmd,
In

on montre alors (K) en procédant comme page 61. On a mg(I) = > v, A(I,), mg(I) est
fini si et seulement si &« — d > 1, comme d > 1, on retrouve la condition @ > 2 qui
garantit ’existence d’une probabilité ;s invariante et absolument continue. Dans la suite,
nous supposons que a > 2, a —d > 1 et que la mesure my est normalisée (i.e. my(I) = 1).
Notons aussi hy le point fixe de £, tel que mgy(hg) = 1, la mesure p vérifie u = hgmg = hA.
Montrons que L4 vérifie (S-Expl). Fixons 0 < n < a —d, soit f =a —d — 1.
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Lemme 6.8 I existe ny = nq(d,n), il existe ko tels que pour N > ny et k > ko,

k—1

I £k, < 1-
“ Nk —H< N +kj

N<n<N+kj

1

B
)

Preuve : L'opérateur £, vérifie (K), c’est-a-dire qu'’il existe M > 0 tel que ||£]1]|0 < M
pour tout n € N. Fixons dans un premier temps nq tel que pour tout n > ng, (1— #2)" +

2“517[6?)”[ < 1. Ce choix de ng implique pour n > ny, L41, < (1 — n—+2)5 :
a—d B
n+1 A(Iy) 1
L1, = + <[1-
! <n + 2> nt n+ 2
si (1 — 49)" + Ay )(Zﬁ)ﬁ < 1, ce qui est le cas par le choix de ny. Nous allons montrer
I’estimation su1vante par récurrence :
k-1 1 3
our tout n > ng + k, £r1, < 1—— .
P =0 an = LHO < n+0+ 2>

Nous venons de montrer que cette estimation est vraie pour k£ = 1, supposons qu’elle soit

vraie jusqu’au rang k. Soit n > ng + k + 1,

a—d
Ek+11 — 1— Ek 1_'_)\( )Eklo
d n n+2 n—|—
TR 1 PN I)M
< 1-— 1—
= ( n+2> ZHO< n+€+3> R
k s
<
- cl_[o< n+€+2>

. e MIo)M 17k -8
si (1—35) +%Hz:0(1_m) <1, or,

ﬁ o (kT2
pn n+£+2 B n+ 2

k B
= (1—1— > <28 carn>ng+k+1.
n -+ 2

le choix de ny donne I'estimation souhaitée. Pour conclure la preuve du lemme, il reste a
estimer £%1,, pour N <n < ny + k.

a—d
A(Io) M
k+1 k
£hH, < (1—n+2> e
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par récurrence, on montre,

k—

M p
1+ a=dy
[ p:qu n+£+2) )

,_.

A,
L1, < ol
H n+]+2)

Ceci conduit a

_|_1 a—d K
k1 < (D
Laln < <n+ k + nd—1

Soit (%)aid < v < v <1, choisissons n; tel que pour n > nq, nd—K,l <v—=°"et N > ny,

choisissons ky tel que pour k > ko, (1 — noi%)o‘*d <+, comme, N < n < ng+ k,
Z—Llc <1- no—_’i%, ainsi E’;ln < 7. Ces estimations suffisent pour obtenir le lemme. O
Alinsi,
k—1 3
1
5 < 1-—
kg = H( N+kj+€+2>
B ( N+ kj +2 )ﬁ
- \N+E(G+1) +2
- (s
B N+k(j+1)+2

1
< [1-
- ( N+Ek(j+1

Bk
o 2) , et Ly vérifie (S-Expl).

Pour appliquer la méthode de la section 5.2, il suffit d’estimer K;(£5f) pour f € C’ ;70
Notons p(z) = (T"(z))™", pe(z) = [['=) p(T'z) et gi(x) est défini par :

L) = Y a).
Tky’:y
Soient z et y € I,, n < N+k(j—1) et f € B, en utilisant que T est sans grandes branches
a l'infini, on obtient :
Lif (@) = LEFW)] < Ki(f) d(zy) D ge(a)pula’),
Tkx'=x

e pr < 1, ainsi, pour n > N

Laf (x) = Laf ()| < K;(f) d(z,y) &,
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e Soit 0 <n < N. Pour tout p < ket ze€ X, onapg(z) < py(z). Ainsi,

Y a@)pe(@) < Y gl pp(a’) = Loy (),

Tha'=g Tha'=g
pour z € 0, N|, le théoréme F appliqué & £, implique que Lkp,(z) converge vers
ha(x)mga(pp) uniformément en z. Or, le théoreme ergodique de Birkhoff appliqué a
log p et le fait que p(log p) < 0 impliquent que p,(2) converge vers zéro quand p tend
vers I'infini pour p-presque tout z. On a p = hgmy, ainsi p,(z) converge vers zéro
quand p tend vers l'infini pour mg-presque tout z. Par le théoreme de convergence

dominée de Lebesgue, mgy(p,) tend vers zéro si p tend vers l'infini. Il existe donc
k(N) tel que pour k > k(N),
> au(@)pela’) < Lhpy() < 6}
Tkz'=x
Finalement, pour k > k(N), on a K;_1(Lgf) < K;(f)d}, ;. Ainsi, avec les notations de la
section 5.2, pour k£ > max(k(N), ko) et 0 <y <1

k vs,t s,t 1
L C1abjc - C’yagbé c

et le diametre hyperbohque de LEkC® lfi dans C’i‘f’g b15 . est majoré par 2 log 1% . Le point

fixe de L, vérifie hy = vd' Si f est telle que fhy = {}d € Bet ge L™, lestlmatlon (5.13)

donne pour ¢(j) =j*, 0 <u<letn=~k(j+q(j))+r, j=0(%),
(1(fgoT") — pu(f)r(g)]

. o (N +kq()\
< Cte [log(V + G + ) (S5EEL) b iV + kG| 1L gl
N + k]
1
< Cte(d,) | + sy | 120 gl
Soit f appartenant a E. Fixonse > 0et 1 < d < 1+¢, soient u = gj—zj <letk> 2‘62:“5),
alors .
[1(fgoT™) — u(fu(g)| < Cte(ﬁ)ja,g,g A1 Nlgloo-
Comme j = O(%) et k = k() on en déduit :

u(fgoT™) = u(fr(g)] < Cte(ﬁ)na_lg_g I gl co-

Ceci termine la preuve de la proposition.
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Annexe : codage pour des petites
perturbations de difféomorphismes
Axiome A

Le cadre de la section 3.1 peut représenter un codage pour des petites perturbations
de difféomorphismes Axiome A. L’objet de cette section est de construire ce codage. Il
a été réalisé a ’aide d’une idée de C. Bonatti (preuve du lemme A.2).

Soit f un difféomorphisme C! Axiome A sur une variété compacte Riemannienne M,
soit A(f) = [,ez f"U son ensemble hyperbolique, ou U est un voisinage fondamental
de A(f). Nous donnons une construction d’un codage pour des petites perturbations de
f.

Soit (€2, S, P) un systeme dynamique inversible abstrait, B un petit voisinage de f pour
la topologie C! et une application mesurable g : @ — B. Notons ¢(n,w) = ggn-1,0- -0
go pour n >0 et g(n,w) = ggi o---0 gg_llw pour n < 0. Soit A, =,z 9(n,w)~'U. Tl
est clair que g, A, C Ag,.

Proposition : codage Il existe une sous-décalage Y. (bilatére) de type fini sur un alphabet
fini et pour tout w € (2, il existe une application surjective m, telle que le diagramme
suivant commute :
Yy X %
Tw 1 s
Ay 25 A,
et I'ensemble des points de A, n’ayant qu’un seul antécédant est un G5 dense.

T. Bogenschiitz et V.M. Gundlach [Bog,G| ont obtenu un codage pour des systémes
dynamiques aléatoires (pas nécessairement des perturbations) dilatants, sur un sous
décalage de type fini aléatoire.

Soit (X, 0) le sous-décalage (bilatere) de type fini associé a f ([Bo]), nous avons le

111
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diagramme commutatif suivant :

¥y 5 X
T e
A A,
ou 7 est continue et surjective et I’ensemble des points de A, n’ayant qu’un seul antécé-
dant est un G4 dense. Il suffit ainsi de construire un homéomorphisme ¢, : A, — A(f).
Cette construction est faite a ’aide de deux “lemmes de pistages aléatoires”. Rappellons
le lemme de pistage classique.
Une suite {z;}acicp, —00 < a < b < 400 est une §-pseudo-orbite pour f si d(fx;, xir1) <
§, pour a < i < b. Une orbite o(x) = {fx i € Z} e-piste la pseudo-orbite {z;}4<ics, si
d(fir,z;) < e pour a < i < b. Le résultat suivant est fondamental dans la théorie des
difféomorphismes hyperboliques, il a été tout d’abord obtenu par D.V. Anosov [A] avec
une formulation un peu différente. La formulation générale peut étre trouvée dans [Bo].

Lemme de pistage. Soit f un difféomorphisme Axiom A d’ensemble hyperbolique A.
Pour tout € > 0 assez petit, il existe 6 > 0 tel que toute d-pseudo orbite dans A soit
g-psitée par une orbite dans A.

Commencons la construction du codage. La preuve du lemme suivant est directement
adaptée de celle de S. Newhouse (Théoreme 3.7 [N]). Rappelons qu'un difféomorphisme
Axiom A est expansif dans le sens suivant. Il existe € > 0 tel que d(f"z, f"y) < € pour
tout n € Z implique x = y. Un tel € > 0 est applelé constante d’expansivité.

Lemme A.1 Soit ¢ une constante d’expansivité pour f. Si B est assez petite, pour tout
x € A, il existe un unique z = ,x € A(f) tel que :

Vn € Z,d(f"z, g(n,w)x) < /2.

De plus, 1, : A, — A(f) est continue.

Preuve : Choisissons :
1. 01 < ¢ tel que toute d;-pseudo-orbite pour f soit &/4-pistée.
2. §<01/3,0 <e/dtel que d(z,y) < d = d(fzx, fy) < 61/3.

On peut toujours supposer que U C BsA(f) et B C Bei(f,d/3). Soit  un élément de
Ay = Nyez 9(n,w) U, alors pour tout n € Z, il existe z, € A(f) tel que d(xzy, g(n,w)z) < 0.
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On a alors :

d(fn,Tns1) < d(fon, f9(n,w)z) +d(fg(n,w)z,g(n+1,w)z) + d(g(n+1,w)z, Tap1)
< 0.

En utilisant le lemme de pistage, on obtient z = ¢,x € A(f) de sorte que d(f"z,z,) < £/4.
Il est alors facile de voir que z convient. De plus, 'unicité provient du choix de ¢.
Montrons que 1, est continue. Si ?, n’était pas continue en x € A, alors il existerait
do > 0 et une suite y, € A, telle que y; converge vers x et d(¢,z,¥,yr) > 0p. Par
compacité, on peut toujours supposer que ¢,y converge vers un point z € A(f), on a
alors d(¢,x, 2) > dy. Maintenant, pour tout n on a :

d(f* oz, [T2) < d(f"Yoz, g(n,w)z) + d(g(n, w)z, g(n, w)yr)
+d(g(na w)yka fnwwyk) + d(fnwwyka fnz)
< e+ d(g(na w)x, g(na w)yk) + d(fnwwyk; fnz)

Ainsi, si k£ tend vers I'infini, on obtient pour tout n, d(f™,z, f"2) < &, ceci contredit le
choix de €. 0
Il reste & montrer que v, est bijective.

Lemme A.2 Pour n et B suffisamment petits, pour z € A, il existe un unique x € A, tel
que Vn € Z d(f"z, g(n,w)x) < n.

Preuve : Pour montrer ce lemme, rappelons quelques résultats qui se déduisent directe-
ment de la théorie de difféomorphismes hyperboliques ([N]).

Si B est un voisinage suffisamment petit de f, il existe un voisinage fondamental U de
A(f), et A > 1 tels que :

1. La décomposition hyperbolique T,M = E* & E:,x € A(f) s’étend en une décom-
position continue T,M = E! ® E? z € U,

2. pour g € B, x € U, T,g préserve un champ de cone instable et est une A-dilatation
sur ce champ de cone, c’est a dire,

Croa= {v=uv+vy €T,M, v; € EL, vy € E? / |v1] < a|ws]}

T,9(Cy,) C Cy, et pour v € C

gz,

|Tpgv| > A|v],

u
T,
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3. pour g € B, x € U, T,g ! préserve un champ de cone stable et est une A-dilatation

sur ce champ de cone, c’est a dire,

Ci,={v=vi+v €T, M,v, € E;, vs € E} | |v1] > a|va]}

(Cs4) C Oy et pour v € CF o [Tog™ o] > Alvl.
EY EY
R
'L
9o /:v,n) D{ Il ()

FIGURE 6.1

Soit z € A(f) et L(z,n) un petit voisinage de Liapunov ([Pol]) de z, inclus dans U, (c’est
a dire f(L(x,n)) intersecte L(fx,n) transversalement dans le sens que leur configuration
est homéomorphe a la figure 6.1). On appellera disque stable (resp. disque instable) tout
C" disque D tel que pour tout z € DNU, T,D C C% , (resp. T,D C C ). Pour A C M,
on appelle u-largeur (resp. s-largeur) ¢*(A) = max{diamD"N A, D" disque instable} (resp
0*(A) = max{diamD* N A, D* disque stable}).

I est clair que, £*(g,L(f 'z, n)) < XYEL(fz,n) et 0“(g, ' L(fz,n)) < X 0L(fz,n).
Pourw € Q, z € A(f), soit L} (z) = g5, [L(fx,n)]NL(x,n) (voir figure) et par induction,
LM (z) = g5t (L% nei ,(f"'2)] N L(z,n). On obtient ainsi une suite décroissante de sous
ensembles de L(z,n) dont la u-largeur tend vers zéro (¢“(L"(z)) < A™"). De méme, soit
Rl (z) = gu,[L(f~'=,n)] N L(z,n) et par induction, R"(z) = g,[Re. 2 (f™"z)] N L(z,n).
On obtient une suite décroissante de sous ensembles de L(z,n) dont la s-largeur tend vers
zéro (°(Rl(z)) < A7), v = (,en Lo (2) N R (x) convient. De plus, tout x vérifiant le
lemme appartient a ()

nen Lo () N R (x), ceci implique I'unicité. O
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Remarque 6.6 Nous avons codé la dynamique aléatoire sur un décalage bilatere (i.e.
Y C A7). Le passage du décalage bilatére au décalage unilatére s’effectue comme dans
le cas déterministe ([Bo], [Pa, Po], [Po2]). Si F est un potentiel aléatoire appartenant a
L*(Q,C(%)), on construit un potentiel F € L(Q,C(X)) ne dépendant pas du passé :
E(x) = E(y) si z; = 5; pour i > 0 et une application v € L'(Q, C (X)) tels que

F,(z) = F,(v) + uy(z) — uy(ox).

Cette relation implique que %’Vw et F, ont les mémes états d’équilibre. De plus, on a
un(F,) = va (F,) (cf [Po2]).
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Perspectives

Tout au long de ce travail, nous avons cherché a estimer la décroissance des cor-
rélations pour des systemes Markoviens mélangeants. Ces estimations permettent de
dégager des propriétés probabilistes de ces systemes : théoreme de la limite centrale,
stabilité stochastique. A chaque fois, la technique utilisée repose sur ’étude de 'opéra-
teur de transfert. Les résultats obtenus pourraient étre développés et approfondis dans

les directions suivantes.

1. Dans le cas ou l'opérateur de transfert, comme opérateur sur un espace de Banach
B, n’est pas quasi-compact, le lien entre le spectre de 'opérateur et la décroissance
des corrélations pour des fonctions de B n’est pas explicité. Une premiere approche
pour préciser ce lien pourrait étre d’étudier la fonction zéta dynamique associée
et plus particulierement les singularités de cette fonction.

2. D’autre théoremes limites peuvent étre obtenus a partir d’'une bonne estimation
du mélange. Plus particulierement, le probleme de I’estimation du temps d’entrée
dans les cylindres peut éetre abordé.

3. Dans tout ce travail, les systemes dynamiques étudiés étaient Markoviens. Dans
le cadre d’un alphabet dénombrable, la #-variation définie par X. Bressaud ([Bre])
pourrait permettre d’obtenir des résultats pour des sous-décalages non Marko-
viens. Pour un n-cylindre [iy,...,,], soit v, (f) la variation de f sur ce cy-

lindre :
Vit () = sup{[f(z) = F(W)] [ x,y € [in, ..., in]}

pour 0 < # < 1, la f-variation généralise la notion de fonction a variation bornée

Va(f)=>_0" > virin(f)

nZl il,...,in

sur 'intervalle :

117
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PERSPECTIVES

Les techniques mises en ceuvre au chapitre 5 pourraient étre adaptée pour estimer
la décroissance des corrélations, pour des fonctions a #-variation bornée, pour des
sous-décalages non Markoviens, lorsque l'opérateur de transfert n’est pas quasi-
compact. Dans le méme ordre d’idées, la condition que o est sans grandes branches
a l'infini est assez forte. Les techniques développées dans la section 5.2 devrait
s’adapter pour des systemes possédant des grandes branches a 'infini, a condition
que la contribution a l'opérateur de transfert de ses branches soit suffisamment
faible.

Enfin, les résultats obtenus pour des applications non uniformément dilatantes et
linéaires par morceaux de l'intervalle (chapitre 6) pourraient étre étendus a des
applications C? par morceaux en considérant des cones de fonctions C'' par mor-
ceaux dont le comportement de la dérivée est spécifié. Ce point de vue a été adopté
dans [F,S 2] et [L, S, V2].

Par ailleurs, dans [K, T], T. Kriiger et S. Troubetzkoy codent des difféomorphismes
non uniformément hyperboliques et C'*® sur un STF, sur un alphabet dénom-
brable, localement compact. Aussi, il parait intéressant de relier les STF considérés
ici a ceux construits par T. Kriiger et S. Troubetzkoy.
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