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L’emploi de documents, calculatrices, etc. n’est pas autorisé. Lors de la correction une grande attention
sera portée a la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Soit X un espace vectoriel normé, (zi,...,x,) une famille libre d’¢léments de X et
(c1,...,cn) € R™ Montrer qu'il existe une forme linéaire continue f telle que f(x;) = ¢; pour tout
ied{l,...,n}.

Exercice 2. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue 7': (L*°([0, 1]), ] |loc) — (R, |-|) de norme
1 et telle que pour toute f € C([0,1],R) on ait T(f) = f (3).

Exercice 3. Montrer que tout espace métrique compact est séparable.

Exercice 4. Dans cet exercice, pour p € [1,+o00] on munit LP([0,1]) de sa norme usuelle notée || - ||,.
On considére un sous-espace vectoriel fermé X de L([0,1]) tel que X C U LP([0,1]). On souhaite
1<p<+o0

montrer qu’il existe ¢ > 1 tel que X C L4([0,1]).
Pour alléger un peu la notation, pour n > 1 on note g, = 1 + % Pour n € N* on considére

Xn ={f € X L"([0,1]): | fllg < n}

1. Montrer que chaque X, est fermé dans (X, |- |[1) (on pourra penser a utiliser le lemme de Fatou).
2. Montrer que X = U Xn.
neN*
3. Montrer qu’il existe n tel que X, est d’intérieur non vide dans X.
4. Conclure.

Exercice 5. Soit X un espace de Banach. Dans cet exercice on fixe une suite (e, )nen d’éléments de X
dont on suppose qu’elle est une base de Schauder, c’est-a-dire que pour tout € X il existe une unique

400
suite (an)nen telle que z = Z G-
n=0
“+o00
Pour z et (ap)nen tels que z = Z apén, on pose p,(x) = a,. On considére pour n € N l'application
n=0

n

linéaire P,, = Z ©rer et on souhaite établir que chaque P, est continue et que sup{|| P, ||: n € N} < +oc0.

k=0
+oo
1. On considére ’ensemble ¥ formé par toutes les suites a = (ap)peN € RN telles que Zanen
=0
converge. "

(a) Montrer que X est un sous-espace vectoriel de RN,

(b) Pour a € ¥ on pose

/4

E ;€

i=k

N(a) = sup{

:(k‘,p)EN2 etkrgp}

Montrer que N est une norme sur ..

(c) Montrer que (X, N) est un espace de Banach.



+0o0
On considére 'application linéaire T': ¥ — X définie par T'(a) = Z An€n.
n=0

2. Montrer que T': (3, N) — (X, || - ||) est continue et bijective.
3. Montrer qu’il existe M € R telle que pour tout x € X on ait

sup {

4. Montrer que ¢, est continue pour tout n € N.

p

Y wil@e

i=k

. (k,p) € N? et kﬁp} < M||x||

5. Conclure.



