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Exercice 1. Soit X wun espace vectoriel normé, (x1,...,x,) une famille libre d’éléments de X et
(c1,...,cn) € R"™. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue f telle que f(xz;) = ¢ pour tout
ie{l,...,n}.

Soit E = Vect(x1,...,z,). C’est un sous-espace vectoriel de X dont (z1,...,2,) est une base. Il existe

une unique application linéaire f: E — R telle que f(x;) = ¢;, et cette application est continue puisque
E est de dimension finie. Le théoréme de prolongement de Hahn—Banach nous permet d’étendre f en
une application linéaire continue définie sur X tout entier, ce qui démontre le résultat attendu.

Exercice 2. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue T': (L*°([0, 1)), || ||oc) = (R, |-|) de norme
1 et telle que pour toute f € C([0,1], R) on ait T'(f) = f (%)

L’application S: (C([0,1],R), [ - [lo) = (R, |- |) définie par S(f) = f(3) est linéaire, et pour tout
f € C([0,1],R) on a [S(f)| < [|f|lc donc [|S]| < 1. Notons g la fonction constante égale a 1; on a
llgll =1 et S(g) =1, ce dont on conclut que ||S|| > 1 et donc que ||S]| = 1.

Identifions C(]0,1],R) & un sous-espace vectoriel de L>°(]0,1]); le théoréme de Hahn-Banach nous
permet d’étendre S en une application linéaire 7': (L*°([0,1]), || - [|0) = (R, |- |) de norme 1.

Exercice 3. Montrer que tout espace métrique compact est séparable.

Pour tout n il existe un sous-ensemble fini A, C X tel que X = (J,c, B(z,27") (on utilise ici que
(X, d) est précompact, ce qui est une conséquence immédiate de la propriété de Borel-Lebesgue et du
fait que pour tout e >0 on a X = J, .y B(z,¢)).

Notons A = J,,cn An- Alors A est (au plus) dénombrable en tant qu'union dénombrable d’ensembles
finis. Reste & montrer que A est dense; pour cela, fixons ¢ > 0 et x € X puis choisissons n tel que
27" < e. Il existe a € A, tel que d(z,a) < 27" < ¢, donc il existe a € A tel que d(z,a) < €. Ceci montre
que A est dense dans (X, d), qui est donc bien séparable.

Exercice 4. Dans cet exercice, pour p € [1,400] on munit LP([0,1]) de sa norme usuelle notée || - ||,.
On considére un sous-espace vectoriel fermé X de L([0,1]) tel que X C U L*([0,1]). On souhaite
1<p<+oco

montrer qu’il existe ¢ > 1 tel que X C L%([0,1]).
Pour alléger un peu la notation, pour n > 1 on note ¢, = 1+ % Pour n € N* on consideére

Xn ={f e X L"([0,1]): [[fllg, <7}

1. Montrer que chaque X,, est fermé dans (X, || -||1) (on pourra penser a utiliser le lemme de Fatou,).
Soit n € N* et (f;)ien une suite d’éléments de X,, qui converge vers f dans (X, || - ||1). Comme
(fi)ien converge vers f dans (L'([0,1]),] - [|1), il existe une sous-suite (f,(;))ieN qui converge vers

f presque partout.
En appliquant le lemme de Fatou, on obtient :

flindA :/ lim | fo|MdN < ljminf/ forpy|dA < nm

(La derniére inégalité vient du fait que | fil|4, < n pour tout ).
On vient de montrer que f € L9 ([0,1]) et || f|l4, < n, autrement dit f € X,, et X, est donc bien
fermé.



2. Montrer que X = U Xn.
neN*

Par définition, |J,cn+ Xn € X. Pour montrer l'inclusion réciproque, considérons f € X; par
hypothése sur X il existe p > 1 tel que f € LP([0,1]). Rappelons que (a cause de I'inégalité de
Hélder, voir ci-dessous si nécessaire) on a | f|lq < || f]|, pour tout ¢ € [1,p]. En particulier, pour
tout n > || f|[, et tel que g, < pona f € X, ce qui montre que X = J,cn+ Xn-
Rappelons comment se montre le fait énoncé au paragraphe précédent : soit g € [1,p] et f dans
LP([0,1]). En notant r = g > 1on aque |f|T€ L"([0,1]) et |f|? = |f|? - 1; I'inégalité de Holder
donne alors [[[£|7][x < [[[f[7]l - 1 = [[[f[P[|%, ou encore || f]|g < || fI3-

3. Montrer qu’il existe n tel que X, est d’intérieur non vide dans X.
Chaque X, est fermé dans X, et X est fermé dans (L'([0,1]),] - |[1), qui est un espace de Banach.
Donc (X, ||]|1) est un espace de Banach, et on peut invoquer le théoréme de Baire : puisque les X,
forment une famille dénombrable de fermés qui recouvre X, 'un d’entre eux doit étre d’intérieur
non vide.

4. Conclure.
Il suit du résultat de la question précédente que, pour un certain n, L% ([0, 1]) N X est d’intérieur

non vide dans X ; un sous-espace vectoriel d’intérieur non vide doit coincider avec ’espace tout
entier, autrement dit il existe n € N* tel que LI ([0,1]) N X = X, i.e. X C L ([0, 1]).

Exercice 5. Soit X un espace de Banach. Dans cet exercice on fize une suite (ep)nenN d’éléments de X

dont on suppose qu’elle est une base de Schauder, c’est-a-dire que pour tout x € X il existe une unique
—+00

suite (ap)nen telle que x = Z Anen.-
n=0
Etant donnés x et (an)nen comme ci-dessus on pose o () = a,. On considére pour n € N lapplication

linéaire P, = Z wrek et on souhaite établir que chaque P, est continue et que sup{||P,||: n € N} < 400

Dans la d("ﬁni’fri(?n de P,, le terme e;, était oublié dans le sujet distribué le jour du partiel. Cela affecte
la question 5 de cet exercice.
+00o
1. On considére l'ensemble o formé par toutes les suites (ap)nen € RN telles que Z an€yn converge.
n=0
(a) Montrer que ¥ est un sous-espace vectoriel de RY.
Manifestement 3 contient la suite nulle. De plus, si > ape, et > bye, convergent, et \ est
un scalaire, alors > (Aa, + by)e, converge puisqu'une combinaison linéaire de deux suites
convergentes est encore une suite convergente. Donc ¥ est un sous-espace vectoriel de RN,

N(a —sup{

Montrer que N est une norme sur .

(b) Pour a € ¥ on pose

E a;€;

: (k,p) €N2etk<p}

Puisque toute suite convergente est bornée, ’ensemble apparaissant dans le sup ci-dessus est
borné pour tout a € ¥ et N est donc bien définie, a valeurs positives. Clairement N(0) = 0, et
N(Aa) = |A|N(a) pour tout A # 0 puisque = — ||z est une bijection croissante de R dans
lui-méme (et donc pour tout A C R™ on a sup |AA| = |A|sup A). Si N(a) = 0 alors pour tout
non a |lape,|| = 0 donc a, = 0 et a est la suite nulle (la définition d’une base de Schauder
implique immédiatement que chaque e, est non nul, donc ||e,|| # 0).

Il nous reste a vérifier I'inégalité triangulaire; soit a,b € X. Pour tout (k,p) € N? tels que

k<pona
p p p
Z(CLZ‘ + bi)ez Z a;€; Z bz-ei
i=k i=k i=k
(

b) < N(a) + N(b), et N est donc bien une norme sur X.

< N(a)+ N(b)

On en conclut que N(a +



(¢c) Montrer que (X, N) est un espace de Banach.
Soit (a")pen une suite de Cauchy dans 3. Pour tout ¢ € N fixé et tout n,m € N on a
|lale; — al"e;|| < N(a™ — a™). Donc chaque suite (a]')nen est de Cauchy dans (R, |- |) et est
donc convergente vers a;.
Pour montrer que Y a;e; converge, fixons € > 0. Il existe M € N tel que N(a" —a™) < ¢
pour tout n,m > I; fixons un tel M. Puisque Eaf\/l e; converge, il existe un rang I tel que
pour tout (k,p) tels que I <k <ponait || 37, aMe;| <e.
En faisant tendre n vers +oo, il suit de cela et du fait que N(a" —a™) < € pour tout n > M
que pour tout (k,p) tels que I <k <pona |7, ae;| < 2e.
Finalement, Y aje; vérifie le critére de Cauchy dans (X, ||-]|), qui est complet : > a;e; converge,
par conséquent a € . La méme idée donne que N(a™ —a) tend vers 0, autrement dit (a"),en
converge vers a dans (X, N) qui est donc complet.

+oo
On considere application linéaire T': ¥ — X définie par T'(a) = Z Gn€n -
n=0

2. Montrer que T: (X,N) — (X, ]| -||) est continue et bijective.
Par définition d’une base de Schauder, pour tout z € X il existe une unique suite (a,)nen telle
que z = Ii% anen, autrement dit T est bijective. La linéarité de T' est immeédiate (et donnée par
I'énonceé).
Pour voir que T est continue, fixons a € . Pour tout I € N on a || Zi[:o a;ei|| < N(a) par
définition de N, ce qui donne ||T(a)|| < N(a). Puisque T est linéaire, on en conclut que T est

continue (et de norme plus petite que 1).

3. Montrer qu’il existe M € R telle que pour tout x € X on ait

sup {

Comme (X, N) et (X, || -]) sont deux espaces de Banach, on peut appliquer le théoréme de I’appli-
cation ouverte & la bijection linéaire continue T, et conclure que T~! est également une bijection
linéaire continue, autrement dit il existe M € R tel que pour tout z € X on ait N(T~!(z)) < M||z|.

p

> wil@e

i=k

: (k,p) e N et k < p} < M||z||

Par définition de ¢; on a T71(x) = (pi(x))ien, et alors la définition de N alliée & I'inégalité
précédente nous permet de conclure que

sup {

4. Montrer que p, est continue pour tout n € N.

p

> wilx)es

i=k

. (k,p) € N? et kﬁp} < M||z||

Fixons n € N. L’inégalité obtenue a la question précédente nous donne en particulier que pour
tout z € X on a ||p,(x)e,|| < M||z||, donc |p,(x)| < %Hx” (rappelons que |le,|| # 0). Comme
n, est linéaire, cette inégalité nous permet de conclure que ¢,, est continue.

5. Conclure.
Chaque P, est linéaire continue en tant que combinaison linéaire d’applications linéiares continues.
De plus, pour tout € X on a par définition d’une base de Schauder que lim,,_, y» Pp,(z) = z. En
particulier, la suite (P,(z))nen est bornée pour tout x € X, et le théoréme de Banach-Steinhaus
nous permet de conclure que sup{||P,||: » € N} < +o0.



