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Examen partiel du 22 octobre 2025 (durée: 2h30)

L’emploi de documents, calculatrices, etc. n’est pas autorisé. Le sujet comporte 4 exercices indépendants.

Exercice 1.
Soit H un espace de Hilbertet T: H — H une application linéaire continue et telle que (T(x), x) > ||x||?
pour tout x € H.

1. Montrer que Im(T) est dense dans H.
2. Montrer que || T(x)|| > ||x|| pour tout x € H, puis que Im(T) est fermé dans H.
3. Montrer que T est un isomorphisme et que T~! est continu.

Exercice 2. Soit f € L'(R).
h
1. Pour x € Reth € Ry, exprimer / f(t)dt comme produit de convolution de f par une
X

fonction ¢y,.

1 [xth
2. Pourx € Reth € R} onpose F;(x) = E/ f(t)dt. Montrer que F, = fdans (LY(R), || - |l1)-
x —

Exercice 3. Soit () un ouvert borné non vide de R? et H = L2(Q), R) muni de son produit scalaire usuel.
On considere C = {f €H: / f(t)dt > 1}.
o)

1. Montrer que C est convexe et fermé dans H.
2. Soit g € H. Déterminer le projeté de g sur C et calculer d(g, C).

Indication. Dans cet exercice il est utile de reformuler la définition de C a I'aide du produit scalaire de
H, et de faire un dessin.

Exercice 4. Soit H un espace de Hilbert séparable, de dimension infinie. Soit (e, )nen et (fx)ren deux
bases hilbertiennes de H. Soit T une application linéaire continue de H dans lui-méme.

1. En appliquant l'égalité de Parseval a chaque T (e,,) dans la base (fi)xen, montrer que

Z IT(en)||> = Z IT*(fo)I?
et en déduire que

Z IT(en)|I* = ZIIT fll?.

On dit que T est un opérateur de Hilbert—Schmidt si Z | T(en)||* < +o0. On note HS I'ensemble des
n=0
opérateurs de Hilbert-Schmidt.

2. Montrer qu’on obtient une norme sur HS en posant

—+o0
ITllss = (;) IT(en)||2>

et que ||T|| < ||T||us pour tout T € HS.
3. Les normes || - || et || - ||gs sont-elles équivalentes sur HS?
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4. On suppose que T est de Hilbert-Schmidt; montrer qu’alors il existe une suite d’opérateurs
(Tn)nen tels que dim(Im(T},)) < +oo pour tout n € N et T), T T dans L(H, H).
n oo

5. Soit T € HS et B la boule unité fermée de H. Montrer que T(B) est compact dans H.



