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Master mathématiques et applications Analyse réelle et complexe

Fonctions d’une variable complexe

On pourra éventuellement compléter le cours et les TDs avec les vidéos (préparées ini- e
tialement pour faire réviser des agrégatifs pendant le premier confinement) de la liste ¥Z
accessible en cliquant sur (ou en scannant) le code ci-contre.

Si vous souhaitez une ressource supplémentaire, les livres “Eléments d’analyse complexe”, de Jean-
Frangois Pabion et “Analyse complexe pour la licence L.3” de Patrice Tauvel me semblent bien adaptés
au niveau L3/agreg.

Exercice 1. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I’ ensemble des points de C o la fonction
est différentiable (comme application de R? dans RQ) et 'ensemble des points ot elle est dérivable.

1. z—Z.

2.z 2Z.

3. z+ Re(z).
4. z+— Qm(z).
5. 2z 7.

6. z > 2¥ pour k € Z fixé.
7

.z e i=e"(cosy +isiny) si z = x + iy.

Exercice 2.
Soit f: C — C une fonction dérivable en zp € C. Montrer que la fonction g définie par g(z) = f (Z) est
dérivable en 7y, et calculer ¢'(%p).

Exercice 3.
Soit U un ouvert connexe de C. Soit f : U — C une fonction holomorphe. On note P = Re(f) et
Q@ = Sm(f) les parties réelle et imaginaire de f.

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) f est constante sur U.
(b) P est constante sur U.
(c) @ est constante sur U.
2. En déduire que les assertions précédentes sont aussi équivalentes & :
(d) f holomorphe sur U.
(e) |f] est constante sur U.
(f) |f] est holomorphe sur U.

Exercice 4.
Pour U un ouvert de C et f: U — C une fonction différentiable on note (en identifiant C & R? comme

d’habitude)
of _1(0f _or\ of _1(of o
0z 2\0x 0Oy) 0z 2\0x Oy
1. Enoncer les équations de Cauchy-Riemann a aide de %
of _of

2. Montrer que si f est différentiable sur U alors f aussi et 2, = 95
z Z


https://youtube.com/playlist?list=PLfPiDelkAqDGqB-FSmyXrvAJJaTSDEfOF

0 0 dg
3. Montrer que, si f et g sont différentiables sur U, alors % = affg + fa—g Enoncer et démontrer
z z z
afyg
la formule analogue pour 25
Z
0z" 02" 0z" | 9"
4. Calculer gz = : et = pour tout n € N.

0z’ 0z’ 0z 0z
5. Soit P € C[X,Y] tel que x + iy — P(x,y) soit holomorphe. Montrer qu'il existe @ € C[X] tel
qu’on ait, pour tout (x,y) € R?, P(z,y) = Q(x + iy).

Exercice 5.
Soit 6 € [0, 27].

0
) Montrer que si |2| < 1, la série §(z) = 3 <22(0)

n=>1

Zz" converge absolument.
n

b) Montrer que, pour z = 1, la série dérivée de S diverge. En déduire le rayon de convergence de S.

c) Montrer, sur cet exemple, qu'une série entiére et sa série dérivée n’ont pas nécessairement le méme
comportement sur le bord du disque de convergence.

Exercice 6.

n
1. Montrer que la fonction z — Z % est définie et continue sur le disque unité fermé.
n>1
2. Montrer que f n’est pas prolongeable par une fonction holomorphe en 1 (on montrera que la
restriction de f & R n’a pas de dérivée a gauche en 1).

Exercice 7. (lemme d’Abel)

1. Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0, zyp € C, |z9| = R. Montrer que si la
n=>0
série numérique Z anz( converge alors la série de fonctions z —— Z anz" converge uniformément
n=0 n=0

sur le segment [0, zp] du plan complexe
+o0o

(on pourra commencer par le cas zp = 1 et en déduire le cas général ; considérer la suite r,, = Z ag
k=n

et utiliser la relation a, = 1,41 — ).

2. Application : on veut montrer que
(=1)"
log2 = E . 1
o8 n+1 (1)

. . 12"
(a) Montrer que la série entiére g (—=1)""1Z— a pour rayon de convergence 1 et que pour tout
n
n>1

(=1)" 1
te] =11, log(l+t) =) ~—-"F,
=0 n+1

(b) En utilisant a), en déduire la formule (1).

Exercice 8.
Soit U = C\ R~ et Log la détermination principale du logarithme.
1. A t-on Log(e®) = z pour tout z € (exp)”'(U)? Sinon, déterminer un ouvert V de C ol cette
égalité est vraie.
Soit Pt = {z € C: Re(z) > 0}. A t-on Log(zz") = Log(z) + Log(%') pour tous z,z' € PT?
Méme question en remplagant P* par 77 = {z € C: Sm(z) > 0}.
n

Pour z € U et a € C, on pose 2(®) = ¢®8(2) Montrer que pour n € Net z € U on a 2™ = 2.
On pose z = €34 Comparer ()@ 229 ¢t (2(0)2),

ATl



Exercice 9.
Soit U un ouvert connexe de C et f : U — C une fonction holomorphe qui ne s’annule pas sur U.

1. Soit F' une fonction continue de U dans C. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) F est une détermination sur U du logarithme de f, i.e
VzeU ef® = f(z)

/
(b) F est holomorphe sur U, F'(u) = Jw) pour tout u € U et il existe ug € U tel que e

f(u)
f(uo).
2. Soit F' et G deux déterminations du logarithme de f dans U. Comparer F' et G.

F(uo)

3. Soit U un ouvert connexe de C* contenant un cercle centré a 'origine. Montrer qu’il n’existe pas
de détermination holomorphe du logarithme sur U.

1
4. Exprimer la somme de la série entiére g —2z" al’aide de la détermination principale du logarithme.
n
n>1

Exercice 10.
Soit U un ouvert de C. On appelle détermination holomorphe sur U de la fonction arctangente toute

fonction holomorphe f sur U, a valeurs dans C\ {g + km, k € Z} telle que tan(f(z2)) = z, (z € U).

1. Montrer que s’il existe une détermination holomorphe sur U de la fonction arctangente, alors
—i¢dUetigU.

2. Soit U un ouvert de C ne contenant ni 7, ni —i. Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) f est une détermination holomorphe de la fonction arctangente sur U,
141z
—iz

3. Soit U un ouvert connexe de C ne contenant ni 4, ni —¢. Supposons qu’il existe sur U une déter-
mination holomorphe de la fonction arctangente. Expliciter toutes les déterminations holomorphes
sur U de la fonction arctangente.

4. Soit U =C\ {iy: |y| = 1}.

(a) Construire sur U une détermination holomorphe f de la fonction arctangente.

(b) 2if(z) est une détermination holomorphe sur U du logarithme de

(b) Donner le développement en série entiére de f sur le disque ouvert D(0,1).

Exercice 11.
Notons U le plan complexe privé des deux demi-droites [1, +oo[ et | — oo, —1] de 'axe réel.

1. Montrer que l'image de U par la fonction ¢ : C — C, z+ 22 — 1 est contenue dans C \ R .

2. On note Log une détermination du logarithme définie sur C\ R ;. Montrer que la fonction f: U —

1Log(22-1)

C définie par z > e2 est bien définie et holomorphe sur U. Calculer son carré et sa dérivée.

3. Notons V' le plan complexe privé du segment [—1,1]. Vérifier que pour z € V, on a z1eU. On
définit g: V — C en posant g(z) = izf(z~ ). Montrer que g est bien définie et holomorphe sur V.
Calculer son carré et sa dérivée.

1/2

4. Ainsi il existe sur V une détermination holomorphe de (z2 — 1)"/%. Montrer que néanmoins, il

n’existe pas de détermination holomorphe de log(z? — 1).

Exercice 12.
Soit « le cercle unité parcouru dans le sens direct, et soit f une fonction continue définie sur le support
de v et & valeurs dans C. Montrer que

[yf(z)dz— —[yfg)dz.




Exercice 13.

Soient P = {z : Sm(z) > 0} et f continue sur P et a valeurs dans C. On suppose qu'il existe n € N,
M € R™ tels que :
|f(2)] < M|z|" pour tout z € P.

Soit vp le demi-cercle de centre 0 et de rayon R contenu dans P. Montrer que

(z)e¥dz| < MmR™.

TR

Exercice 14. (lemmes de Jordan)
On fixe 79 € R, a1, a0 € [0,27[ avec oy < as.

1. Soit Ay ={z € C: |z| > ro,arg(z) € [a1,a2]}. Soit f: A; — C continue telle que lim zf(z) =0

Z—00
et soit 7, : [a1, ag] — C défini par 7, («) = re'®. Montrer que

TEI—lI-loo /YT f(z)dz =0.

2. Soit Ay = {2 € C : 0 < |2 < ro,arg(z) € [a1,as]}. Soit g : Ay — C continue telle que
lir% zg(z) = 0 et soit 7y, : [a1, a] — C défini par v, (a) = re'®. Montrer que
Z—

lim [ g(z)dz =0.

r—0

Exercice 15. Soit v le cercle de centre 0 et de rayon 1. Calculer :
- .
/ e—ndz (neZ) ; / 52 1z ; / Sl I ; / coszzdz
N Z v 2 v 2 v Z
Exercice 16.

Soit U un ouvert simplement connexe qui contient le cercle {z € C: |z—zp| = r}. Montrer que U contient
le disque fermé D(zg,r).

Exercice 17. (Théoréme de Morera)
Soit U un ouvert de C, et f une fonction continue de U dans C. On suppose que, pour tout triangle T’

dont le bord est contenu dans U, on a f(2)dz = 0. Notre but est de montrer que f est holomorphe.
1. Dans cette question on suppose quaeTU = D(zp,r) pour un certain zg € C et r > 0. Pour a € U on
pose F(a) = f(z)dz.
20,a]
(a) Montrer que pour tout a,b € U on a F(b) — F(a) = f(2)dz.

[a,b]
(b) Montrer que F' est holomorphe et que F' = f.
2. Prouver le théoréme de Morera a 'aide du résultat de la question précédente.

3. La réciproque de ce théoréme est-elle vraie sur tout ouvert de C? Sur tout ouvert étoilé ?

Exercice 18. Soit U un ouvert de C, zg € U et f une fonction continue sur U et holomorphe sur
U\ {z0}. Montrer que f est holomorphe sur U.

Exercice 19. Soit U un ouvert de C, (f,)nen une suite de fonctions holomorphes qui converge unifor-
mément sur les compacts de U vers f: U — C. Montrer que f est holomorphe sur U.



Exercice 20.
Soit U un ouvert connexe et f une fonction holomorphe sur U telle que f(z) # 0 pour tout z € U.

1. Montrer que pour tout lacet v tracé dans U on a :

RO
2iwa(z)d eZ.

2. En déduire que si pour tout n > 2, il existe sur U une détermination holomorphe de (f(z))
alors il existe sur U une détermination holomorphe de log f.

1/n
)

Exercice 21.
Donner une démonstration du théoréme de d’Alembert-Gauss (tout P € C[X] non constant admet une
racine dans C) basée sur le théoréme de Liouville, et une basée sur le principe du maximum (dans les

deux cas on pourra considérer B ot P € C[X]| ne s’annule pas).

Exercice 22.
Soit f une fonction entiére telle que, pour tout z € C, on ait |f(z)| < v/|z|. Montrer que f est constante.
Que dire d’une fonction entiére f telle que pour tout z € C on ait |f(2)| < |z]|%, avec o €]0, +o0[?

Exercice 23.
Soit f une fonction entiére non constante. Montrer que son image est dense dans C.

Exercice 24.
Soit f une fonction entiére telle que |f(z)| — +oo quand |z| — +o0.

1. Montrer que ’ensemble des zéros de f est fini.
2. Montrer que f est un polynéme.

3. Retrouver ce résultat en utilisant la notion de singularité en 0 d’une fonction holomorphe sur

C\ {0}

Exercice 25.

Soient R > 0, f une fonction holomorphe sur D(0, R| et continue sur D(0, R]. On note vg le cercle de

centre 0 et de rayon R parcouru une fois dans le sens positif. Montrer que, pour tout z € D(0, R[, on a

1 f(u)

fe) =5 [ L
u—z

= du .
20T Y

TR

Exercice 26. Soit zg € C, 79 > 0 et f une fonction holomorphe sur D(zg, 7). Montrer que pour tout
r < rp et tout z tel que |z — 29| < r on a

()] <

r

m maX{|f(ZO + Teia‘ . 9 € R}

Exercice 27. (Intégrales a parameétres, version holomorphe) Soit (X,.A, 1) un espace mesuré, U un
ouvert de C et f: U x X une fonction. On suppose que :
e Pour p-presque tout ¢ € X la fonction z — f(z,t) est holomorphe sur € ; pour un tel ¢ on note
g(z,t) la dérivée de z — f(z,t).
e Pour tout z € Q la fonction ¢t — f(z,t) est mesurable.
e Pour tout compact K C U, il existe une fonction u-intégrable g telle que |f(z,t)| < gr(t) pour
tout z € K et tout t € X.

Montrer qu’alors z — / f(z,t)du(t) est holomorphe, de dérivée z — / g(z,t)du(t)
X X

+oo
Déduire de ce résultat que la fonction I': z — / t*~Le~tdt est holomorphe sur U = {z: Re(z) > 0}.
0



Exercice 28.
Etudier I'existence et I'unicité de fonctions holomorphes f sur un voisinage connexe U de 0 telles que :

1 1 1
a) f (n) = 2n+1,Vn2 1. b)f (n) = exp(—n), Vn > 1.

Exercice 29.

z
Déterminer les zéros de la fonction z — 1 —exp <1> dans le disque ouvert D(0, 1. Cela contredit-il

le principe des zéros isolés ?

Exercice 30.

Soient U un ouvert connexe de C et (ay)nen une suite d’éléments de U qui converge vers a € U sans
jamais prendre cette valeur. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur U telles que, pour tout n € N,
on ait :

f,(an)g(an) = g/(an)f(an) :

Montrer que si g(a) # 0, alors il existe une constante ¢ € C telle que f = cg.

Exercice 31.
Soient f et g deux fonctions entiéres telles que :

If) < lg(2)], vVzeC.

a) Montrer que tout zéro zg de g est un zéro de f et que la multiplicité de f au point zy est au moins
aussi grande que celle de g.

b) En déduire qu’il existe ¢ € C tel que f = cg.

Exercice 32.
Soit f une fonction entiére vérifiant

Ve CIne NfM™(z)=0.

Montrer que f est un polyndme.
(On rappelle que la notation f (") désigne la dérivée n-iéme de f )

Exercice 33.

Soient U un ouvert de C et zy un point de U. Soit f une fonction holomorphe de U dans C qui n’est
pas constante au voisinage de zg. Montrer qu’il existe une fonction ¢ définie sur un voisinage de 2y et
dont la dérivée ne s’annule pas en 2y et un entier p > 0 tel que 'on ait, pour tout z voisin de zg :

f(z) = f(20) + ¢(2)

Exercice 34.
En utilisant I’exercice précédent, montrer qu’'une fonction holomorphe sur un ouvert U, qui n’est constante
sur aucune composante connexe de U, est ouverte (i.e. envoie tout ouvert de U sur un ouvert de C).

Exercice 35. (Inversion locale et globale, version holomorphe)

1. Soit U un ouvert de C, 29 € U et f: U — C une fonction holomorphe telle que f'(29) # 0. Montrer
qu’il existe un ouvert V' tel que zg € V' C U ; la restriction de f a V est injective; f(V') est ouvert ;
et f~! est holomorphe sur f(V).

2. Soit U un ouvert de C et f une fonction holomorphe et injective sur U. Montrer que f(U) est
ouvert et f~1: f(U) — U est holomorphe.



Exercice 36. (Lemme de Schwarz).
Soit D le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 et soit f holomorphe sur D. On suppose que f(0) =0
et f(D) C D.

f(z)

1. En considérant g: z — ——, montrer que |f(z)| < |z| pour tout z € D et que |f'(0)] < 1.
z

2. On suppose de plus qu’il existe zg # 0 tel que |f(z0)| = |z0|. Montrer qu'’il existe A € C tel que
I\l =1et f(z) = Az pour tout z € D.

3. Méme question en supposant cette fois que |f'(0)| = 1.

Exercice 37.
Un automorphisme d’un ouvert U de C est une bijection f: U — U telle que f et f~! sont holomorphes.

Pour a € D = D(0,1) et z € D on note p,(z) = —

1—az
1. Soit a € D. Montrer que p,(D) = D et que ¢, 0 ¢_,(z) = z pour tout z € D.
2. Soit f un automorphisme de D tel que f(0) = 0. Montrer qu'il existe a € R tel que f(z) = ¢z

pour tout z € D.
. .. L Z—a
3. Montrer que les automorphismes de D sont exactement les applications de la forme z — 620(177,
—az
otaceRetaceD.
4. Déterminer le groupe des automorphismes de C (on pourra commencer par montrer que, si f est

un tel automorphisme, alors |f(z)] — 400 quand |z| — +00).

Exercice 38.
Soit R > 0 et f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0, R). Pour tout r € [0, R[ on pose

M, = sup |f(2)|.

|z|=r
1. Montrer que M, est une fonction croissante.

2. Montrer que s'il existe r1 # ro tels que M(ry1) = M(rg) alors f est constante sur D(0, R).

n
M
3. Soit P un polynéme de degré n > 1. On note P(z) = Zakzk. Pour r > 0 on pose s(r) = 7(:)
r
k=0
(a) Montrer que s est décroissante et que si P n’est pas de la forme P(z) = Az" alors s est

r1r2

strictement décroissante (on pourra considérer f(z) = z"P( ) pour comparer s(ry) et

s(r2))

(b) Montrer que, pour tout > 0 on a |a,| < s(r) et que lim s(r) = |ay|.
r—+00

z

(¢c) En déduire que si P n’est pas de la forme a,z", alors il existe z de module 1 et tel que
[P(2)] > |an|.

(d) Montrer que si P est majoré par 1 sur le disque unité, alors |P(z)| est majoré par |z|" hors
du disque unité.

Exercice 39. (Développement en série de Laurent)

Dans cet exercice on fixe deux réels Ry, Ro avec 0 < R < Ra.

On note C'(R1, R2) = {z € C: 1 < |z] < Ra}. On fixe une fonction f holomorphe sur C(Ry, Ry); pour
7 €]Ry, Ro[ et t € [0,27] on note 7, (t) = re®.

1 2m )
1. Pour r €|Ry, Ra[ on note pu(r) = o f(re®)df. Montrer que y est constante sur |Ry, Ro[ (on
T Jo

pourra s’intéresser a sa dérivée).
2. Montrer que pour tout r € Ry, Ry[ et tout € [0,27] on a f(re??) = Z anre™ avec pour tout
nez
R AIC)
2im /., 2t

n € Z V'égalité a,, = dz et ol la série ci-dessus converge absolument.

(on prendra bien soin de justifier que a, ne dépend pas de 7 ; on pourra commencer par appliquer
le théoreme de convergence normale de Dirichlet a 6 — f(re®), r étant fixé)



3. Montrer que la série ci-dessus converge uniformément sur C'(p1, p2) pour tous réels p1, ps tels que
R < p1 < p2 < Rs.

4. On appelle développement en série de Laurent de f le développement obtenu ci-dessus ; énoncer et
démontrer un théoréme d’unicité du développement en série de Laurent.

5. Soit U un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur U\ {zp}. Montrer qu'il existe r > 0 et une

unique) suite (an)nez telle que pour tout z € D(zg,7) on ait f(z) = anz"; et que le rayon de
i it tell tout D it " oet 1 d

neZz
—+o00

convergence de Z a_nz" est infini. C’est le développement en série de Laurent de f au voisinage
n=1
d’une singularité isolée.
6. Soit f une fonction holomorphe sur un disque épointé D(zp,7) \ {20}
Redémontrer, a ’aide du développement en série de Laurent, que f se prolonge en une fonction
holomorphe sur D(zg,r) si, et seulement si, f est bornée sur un voisinage de zg.

Exercice 40.

1. Trouver l'ordre des poles dans les cas suivants :

z 1

f(z) = f(z):m-

sin 2’
2. Calculer, sans utiliser la partie singuliére, les résidus de f en chacune de ses singularités isolées :

z 1 z
1) = 16)= ey 19 =3
e? 1 er®

—_71)2 f(z) = f(z):m

sin(22)
Pour chacune des singularités isolés de f, donner I'expression de la partie singuliére associée et
(re)trouver le résidu correspondant :

22

[ =€l ) =zeos(l/2) f(2) = 5
1 e? 1
f(z) = e —1) f(z)= o1y (2) = Sin(22)

Exercice 41.

Soit r > 0. Existe-t-il une fonction holomorphe f sur le disque épointé de centre 0 et de rayon r telle

1

que |f(z)] soit équivalent & exp <||> ?
z

Exercice 42. (Théoréme des résidus)
Dans cet exercice, on considére un ouvert U simplement connexe ; on rappelle que cela signifie que, pour
toute fonction holomorphe f: U — C et tout lacet v tracé dans U, on a /f(z)dz = 0.
v
1. Rappeler pourquoi tout ouvert étoilé est simplement connexe.
2. Soit f une fonction holomorphe sur U \ A, ou A est un ensemble fini. Soit v un lacet tracé dans U
et ne rencontrant pas A. Montrer ’égalité

/f(z)dz = 2im Z rés(f, a)Ind, (a)
.

acA

3. En particulier, montrer que si f est holomorphe sur U, zg € U et  est un lacet tracé dans U et ne
rencontrant pas zg, alors
z
fe)

Z — 20

Ind,y(ZO)f(Zo) = 21/

17T



Exercice 43. Pour R > 1, on considére le contour suivant :

iR

—R 0 R

1. On fixe a > 0. Calculer l'intégrale de z —
14 22

sur ce lacet. En faisant tendre R vers +oo,

cos(ax)
x.
1422

+oo
déduire la valeur de /
0

12

ze
2. En inté t ——
n intégran T

xsin(x)

14 22 dr.

+00
sur le méme contour, calculer /
0

Exercice 44. Soit n un entier supérieur ou égal & 2. En considérant le contour ci-dessous, puis en

) o dx s
faisant tendre R vers +oo, montrer que = — .
0 1+2" nsin (%)

ReZi%

iz
. c s € . . .
Exercice 45. En intégrant — sur le lacet suivant, puis en faisant tendre € vers 0 et R vers 400, calculer
z

/““’o sin(x) dx
0 €T

iR

1€

0l e R

Exercice 46. On fixe a €]0,1[. On note Log la détermination principale du logarithme définie sur
U=C\R", et on pose pour z € U
f(z) = eleDlogl2)

a—1

1. Montrer que la fonction x est intégrable sur |0, +o0o].

T
Pour 0 < e <r <1 < R, on considére le lacet 7., g suivant :

E5




f(z)
z+ 1dz.

On pose I(e,r, R) = /

Ye,r,R

2. Calculer I(e,r, R) par le théoréme des résidus.

3. Déterminer I(r, R) = lirr[l) I(e,r, R).
E—

4. Déterminer la limite de I(r, R) quand r — 0 et R — 400 et en déduire que

+o0 xa—l T
/ dr = — .
o 14z sin(ma)

db
1 —2ucos(6) + u?

s
Exercice 47. Calculer / pour u € C de module différent de 1.
0

Exercice 48.

n—1
Soit P = X" + Z arX* un polynome unitaire de degré n > 1.
k=0
n—1
1. Montrer que, pour tout R suffisamment grand et tout z tel que |z| > R on a |2"| > Z apz”.
k=0

2. En déduire une preuve du théoréme de d’Alembert-Gauss.

Exercice 49.

On fixe a € C, |a|] > 1 et n > 2. Montrer que I’équation 1+ z + az" = 0 a toutes ses racines dans le
disque D(0, 2[.

Exercice 50.
Soit P(z) = 2™ 4+ a1 2™ ! 4+ ... a,, un polynéme. On suppose que |P(z)| < 1, Yz € D(0,1). Montrer qu’il
existe 2o, |z0| = 1, tel que |P(z0)| = 1.

Approfondissement : quelques exercices pour démontrer le petit théoréme de Picard
Les exercices suivants viennent du livre d’analyse complexe d’Amar et Matheron. On ne les traitera pas
en TD mais n’hésitez pas & poser des questions.
Exercice 51. Soit f une fonction holomorphe sur le disque ouvert D = D(0,1) telle que f(0) = 0 et
f'(0) = 1; on suppose que f est bornée et on note M = || f| -

1. On fixe b € C\ f(D). Justifier I'existence et 'unicité d’une détermination holomorphe h de

1-— f(bZ) vérifiant h(0) = 1.
2. Donner les deux premiers termes du développement de h en série entiére en 0.

M
3. Montrer qu’on a ||A[%, <1+ Tl et en déduire, & I'aide du résultat de la question précédente et de
la f le de P 1, 'inégalité |b] > —.
a formule de Parseval, I'inégalité |b| > i
1
4. Montrer que f(D) contient le dique D(0, m)
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Exercice 52. (Théoréme de Bloch)
1. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert contenant le disque fermé D de centre 0 et de rayon
1 et vérifiant f'(0) = 1.
(a) On définit w: t — tsup{|f'(z)|: || <1 —t}. Montrer que w est bien définie et continue sur
[0, 1].
(b) Prouver qu’il existe ty > 0 et a € D tels que a < 1 —tg, |f'(a)] = tlo et |f'(2)] < % pour tout
t < to et tout z tel que 2] <1 —¢.

2 t
(c) Montrer que |f'(z)| < 4 pour tout z € D(a, 50)
0
t
(d) En déduire que g: z — f(z) — f(a) vérifie |g(z)| < 1 pour tout z € D(a, 50)

R 1
(e) ATlaide durésultat de l’exercice précédent, montrer que f(D) contient le disque D ( f(a), 16) .

2. Démontrer le théoréme de Bloch : il existe une constante C' > 0 telle que si f est holomorphe sur
D, alors f(D) contient un disque de rayon C/|f’(0)].

3. Soit g une fonction entiére non constante. En appliquant le théoréme de Bloch & des fonctions de
la forme z — g(Az 4+ b), montrer que g(C) contient des disques de rayons arbitrairement grands.

Exercice 53. (Petit théoréme de Picard)
On considére une fonction entiére f telle que pour tout z € C on ait f(z) # 0 et f(z) # 1.

1. Montrer qu’il existe une fonction entiére g telle que pour tout z € C on ait
f(z) = exp (2im(ch(g(2)))?)
2. Montrer que ¢g(C) ne rencontre pas l’ensemble
E={+In(vn+1-+/n)+2ikr:ne N, kcZ}

3. A laide du résultat de la derniére question de I’exercice précédent, prouver que f est constante.

4. Prouver le petit théoréeme de Picard : si f est une fonction entiére non constante, alors on a soit

f(C) =C soit f(C)=C\ {a},onacC.

Le grand théoréeme de Picard est 'énoncé selon lequel, si U est un ouvert de C, f est holomorphe sur
U\ {20} et zp est une singularité essentielle de f, alors pour tout voisinage V de zy contenu dans
U lensemble f(V) est soit C soit C privé d'un point. Le petit théoréme de Picard en est un cas

particulier immédiat (cas ou la singularité est « a Uinfini » : considérer f ( ...). On en trouve une
z

preuve relativement élémentaire dans le livre de Tauvel.
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