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Nom du candidat : Monsieur MERCAT Christian

Titre de la these - Théorie de champs conformes finis, holomorphe discréte.

Jury de soutenance :
D. BENNEQUIN (Directeur de Thése)
Y.C. DE VERDIERE (Rapporteur externe)
R. LANGLANDS
M. ROSSO (Directeur de Thése)
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Rapport de Monsieur Y.C. DE VERDIERE

1° EVALUATION GENERALE
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Dans l'affirmative cette these est-elle d'un niveay scientifique :
SATISFAISANT D BON D TRES BON JZ( EXCEPTIONNEL D

Priere de renvoyer le présent rapport trois semaines avant lq Soutenance au Secrétariar de | ‘Université
Louis Pasteur - Burequ des Etudes Doctorales - B.P. 1032/F - 67070 § TRASBOURG CEDEX



2° TEN IENTIFIQUE

Veuillez commenter les résultats qui, dans le mémoire, vous paraissent :

- d'un intérét scientifique particulier, justifiant la soutenance,

- mériter une discussion lors de la soutenance,

- exiger une révision ou des compléments avant la soutenance,

- trop éloignés de votre compéience pour que vous puissiez donner un avis valable.
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Le Président de 'Université Louis Pasteur,
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2° CONTENU SCIENTIFIQUE

Veuillez commenter les résultats qui, dans le mémoire, vous paraissent :

- d'un intérét scientifique particulier, justifiant la soutenance,

- mériter une discussion lors de la soutenance,

- exiger une révision ou des compléments avani la soutenance,

- trop éloignés de votre compétence pour que vous puissiez donner un avis valable.

Le Rapporteur,

Date /,Z//ﬂl&//ﬁg
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Signature :
Vu et autorisation de soutenance.
Le Président de 'Université Louis Pasteur, /[/ g #5%4
P ola D-da -
Lo Vice-frivieuant
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_~octorat en mathématiques -

Rapport sur le mémoire présenté par Christian Mercat en vye d’un

définition généralise une défintion de Mme Lelong-Ferrand. I,a pertinence de ]a définition
peut s’apprécier d’une part dans la fagon dont ]a théorie des formes holomorphes sur une
surface de Riemann se retrouve dans le cas discret, d’autre part en termes deg applications

analysées. L'auteyr n’étudie pas les transformations électriques élémentaires (srie, parallle,
toiIe—triangle), ni les mineurs de graphes qui pourrajent donner lieu & des résultats purement

discrets.

. VihaV

Yves Colin de Verdiére
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j&pport sur la thése .
‘Théorie de champs conformes finis, holomorphie discréte’
de CHRISTIAN MERCAT

Le modéle d Ising sur certains réseaux bidimensionnels converge (au sens de ges fonctions de corrélation)
vers une théorie des champs conforme rationelle (TCCR) lorsque la tajlle du réseau tend Vers zéro si

Dans la premiere partie de cete these CHRISTIAN MERCAT définit et étudie une notion d’holomorphje
discréte. Le pas essentielle dans sa démarche est Pintroduction dy “complexe double” qui lui permet
d’écrire un analogue discret de 'équation de Cauchy-Riemann et donc d’avoir une théorie de formes

métrique d’une surface, et il montre (cf. Théoréme 13 du chapitre 8) que dans Je cas du modele d’Ising
Pexistence d’une carte critique (pour une métrique bien choisie) équivaut 3 |a criticalité (au sens usuel)
du modéle d’Ising. 1l donne aussj dans le chapitre 8 upe autre condition nécessajre et suffisante pour
Vexistence d’une carte critique qui est beaucoup plus subti]. Son théoréme (cf. Théoréme 12 dy chapitre 8)
est qu'il existe une carte critique si et seulement si le champ fermionique v de Kadanoff et Ceva satisfait
a une équation différentielle discrate qu’il appelle ‘Péquation de Dirac sans masse’. [| faut souligner que
le champ o tel qu’il était présenté dans Ja litterature n’étajt pas défini globalement et que CHRISTIAN

MERCAT a su |uj donné un sens global en faisant des constuctions de type spinoriel qui me semblent toyt

Pour toutes ces raisons je recommande tres vivement ]a soutenance de cette these,

Marcus Slupinski ( Maitre de Conférences, Universijté de Strasbourg 1)
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1° EVALUATION GENERALE

Par comparaison avec des théses de Doctorat récentes Soutenues dans votre Université, ou dont vous
dVeZ eu connaissance personnellement, cette thése est-elle a votre avis digne d'étre soutenue

en vue du Doctorat our ¥ NON []

3
Dans l'affirmative cette these est-elle d'un niveay scientifique :
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2° CONTENU SCIENTIFIQUE

Veuillez commenter les résultats qui, dans le mémoire, vous paraissent :

- d'un intéré( scientifique particulier, justifiant la soutenance,

- mériter une discussion lors de la soutenance,

- exiger une révision ou des compléments avant la soutenance, _

- trop éloignés de votre compétence pour que vous puissiez donner un avis valable.

La thése que M. Mercat présente porte sur les propriétés mathématiques sous-jacentes au modsale d'Ising
bidimensionnel. Dans la limite continue, ce modéle est décrit par des champs de spineurs satisfaisant
I’équation de Dirac libre, ces champs devenant holomorphes ou antitholomorphes au point critique.

Le but de cette theése est de trouver I'analogue de ces structures dans la théorie discréte, pour un modele
défini sur un graphe associé i une décomposition cellulaire d’une surface T de genre g.

Les points les plus marquants de la discussion me paraissent etre les suivants:

1. M. Mercat a été capable de définir une notion d’holomorphie discréte adaptée au probléme qui
'occupe, en introduisant en sus du graphe de départ le graphe dual (complexe cellulaire “double”). On
se donne une métrique sur ces deux graphes. c’est-a-dire qu’on attache une longueur £(a) > 0 & chacune
de leurs arétes a. Une fonction f définie sur 'union de ces deux graphes est holomorphe si elle satisfait
I"analogue discret de 1'équation de Cauchy-Riemann: "(f{]—%f,(”i:l = _,'ﬁg{’y_“;‘,‘f_)v_'l
duaux (z,z’) et (y,y/). Cette notion permet de retrouver de nombreuses notions familiéres dans le continu
(relation holomorphie-harmonicité, théoréme des résidus, etc). Une exception notable concerne le nombre ~y
des différentielles holomorphes, qui est 2g et aon pas g, en genre g. '

2. Par ailleurs, M. Mercat introduit la notion de criticalité d’un graphe. Grosso modo, un double
complexe cellulaire muni d’une métrique est critique s’il existe une application du revétement universel de
¥ dans le plan euclidien qui conserve les longueurs des arétes et 1'orientation et telle que les paires d’arétes
duales solent envoyées sur des paires d’arétes orthogonales se coupant en leur milieu. La condition est
satisfaite dans le cas de réseaux réguliers, mais aussi pour des classes de graphes plus généraux.

3. Dans une troisiéeme partie (chap. 7 et 8), M. Mercat étudie le modele d’Ising défini sur un complexe
cellulaire. Il considére en particulier le champ ¥, défini par le produit des variables de spin et de désordre.
montre d’abord que ¥ définit sur  une structure de spin: il est bien défini sur le revétement de . Il montre
aussi qu'il satisfait un analogue discret de I’équation de Dirac (de masse nulle) si le graphe est critique pour
des longueurs ¢ définies en termes des constantes d’interaction du modele d’Ising. (La condition de criticalité
de M. Mercat équivaut a la condition usuelle pour des réseaux réguliers). Il démontre enfin que ¥ a les
propriétés d’holomorphie attendues.

Ce travail me parait ouvrir des voies intéressantes pour I’étude d’autres modéles statistiques (modeéles
de Potts, de Baxter, ...). La situation non critique, ol les 3 satisfont toujours une équatiop de Dirac
libre, mais massive, qui mélange les composantes holomorphes et antiholomorphes, mériterait aussi d’étre
approfondie. Mais telle qu'elle est, cette théese présente un trés joli ensemble de résultats originaux, non
triviaux et prometteurs et mérite évidemment d’étre soutenue. Il convient aussi de souligner que la these est
bien rédigée et d’une lecture agréable. : :_,}

, pour toute paire de liens

Le Rapporteur,
Date (1 (G Me v (01(7‘0’

Signature :

Vu et autorisation,de soutenance. ’
Le Président de I'Université Louis Pasteur,

P. le Présigent
Le Vice-President
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Le Chef de la Division des Enseignements de 'Université Louis Pasteur de
Strasbourg, soussigné, certifie que

Monsieur MERCAT Christian

né le 3 juillet 1969 a CHATEAU RENAULT
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a obtenu le 27 avril 1998 devant 'UNIVERSITE LOUIS PASTEUR DE
STRASBOURG, le grade de DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE STRASBOURG I,
en MATHEMATIQUES avec la mention TRES HONORABLE.

En foi de quoi, le présent certificat lui est délivre.

Strasbourg, le 12 Juin 1998

Le Chef de la Division des Enseignements,
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