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Feuille de TD # 2
DISTANCE A UN ENSEMBLE, ESPACE DUAL, SEPARABILITE

NB. Sauf mention explicite contraire, tous les espaces vectoriels considérés sont réels.

. ., o o101
NB.Sil < p < o0,1 < g < coestle conjugué de p, défini par la relation — + — = 1. Nous avons

p q
donc
L, sil<p<oo
p—1
7= 9 oo, sip=1
1, Sip =00

Par ailleurs, le conjugué de g est p.

Exercice # 1. Soit F un espace vectoriel normé, et soit /' un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E. Montrer que F’ est fermé dans F.

Exercice # 2. Soit A une partie non-vide d'un espace métrique (X, d). Pour x € X, soit
da(x) =d(z, A) .= inf{d(x,a); a € A}.

1. Montrer que d(z) = 0 si et seulement siz € A.
Dans la suite, X est un espace vectoriel muni de la distance induite par une norme || ||.
2. Ecrire la formule de d 4 dans ce cas.

3. Si Aestun sous-espace de dimension finie de X, montrer que, pour tout xz € X, il existe
una € Atelqueda(z) = ||z — al|.

4. De méme si A est une partie fermée d’'un sous-espace de dimension finie Y de X.
5. Soient X := C([0,1],R), munide | ||, et

A:z{fEE;f(O)zOet /Olf(t)dtzl}.

(@) Calculer d4(0).

(b) Montrer que A est fermé, mais que d4(0) n’est pas atteint.

Exercice # 3. Prouver le lemme de Riesz sous les formes suivantes.

Lemme de Riesz (I). Soit (X, || ||) un espace vectoriel normé. Soit Y un sous-espace vectoriel
strict et fermé de X. Soit 0 < # < 1. Montrer qu’il existe un = € X tel que:

@ [zl = 1.
(i) |z —y|>06,VyeY.



Lemme de Riesz (II). Soit (X, || |) un espace vectoriel normé. Soit Y un sous-espace vectoriel
strict et de dimension finie de X. Montrer qu’il existe un = € X tel que:

@ fall = 1.

i) [z —yll > 1LVyeY.
Indications. Dans le premier cas, on pourra considérer un vecteur e € X \ Y de norme 1, un
vecteur f € Y tel que |e — f|| < gdy(e), et montrer que v := ——— (e — f) convient.

le = f1

Dans le deuxiéme cas, on pourra procéder de maniére analogue, en considérant un vecteur
f € Ytelquele— f|| = dy(e).

Exercice # 4. Soit
Co = {x = (an)nZO ; 7}1_{130 ap = 0} )

muni de la norme | ||_. Enoncer proprement et montrer l'égalité (c¢y)’ = 1.
On pourra s'inspirer de I'égalité (¢7)" = (1.
Exercice # 5. (Dualde L., 1 < p < 00) Le but de cet exercice est de montrer un cas particulier
du résultat suivant, et la stratégie de la preuve de ce résultat dans le cas général.

Théoréme de représentation de Riesz. Soit (X, .7, ;1) un espace mesuré. Soit 1 < p < oc.
Alors (LP(X, 7, ) = L9(X, T, u), ausens suivant: ¢ € (LP?(X, .7, u)) si et seulement si
il existe (un unique) g € LY X, .7, ) tel que

o(f) = /X fadu, ¥ f € L(X, T, p). 0

De plus, [lo] = llgll,-

Pour simplifier les calculs, nous allons montrer ce résultat si p est un nombre pair. Ceci
permet d’obtenir facilement (2) et (3) ci-dessous, dont les analogues, valides pour tout p >
1, sont plus difficiles a établir pour un p quelconque. Néanmoins, la stratégie générale de la
preuve, présentée dans ce qui suit, est la méme pour tout p.

Soit donc p un entier pair.

1. (Inégalité de Clarkson)
(@ Sir > 1leta,f > 0, montrer que

(@+p)" =za" + 1,
(Oé‘i‘ﬂ) S%&T_'_E/BT.

2 2

(b) Siz,y > 0, montrer que ¥ + y? < (22 + y?)P/2.

(c) Sia,b € R, montrer que

a+b\" a—D0\" 1 1
< —aP + =bP.
(57) + (*57) =z




(d) Sif,ge LP(X, T, ), montrer l'inégalité de Clarkson
f+gll”  |If -
1=, =

p

1
§||f||p ||9||§- 2)

(e) Endéduire le résultat suivant: si (f;),;>1 est une suite de L?(X, .7, u) telle que
lim £, = £ < oo,
lim Ji &I 42_ Ji

J,k—00

— ¢,

p

alors (f;);>1 converge dans LP(X, .7, ).
2. (Projection sur un convexe ferméde L?(X, .7, 1))
(@) SoitC' C LP(X, .7, 1) un ensemble convexe et fermé. Soitu € LP(X, .7, u). Mon-
trer qu’il existe un unique v € C'tel que
|uw — va =dco(u) = inf{|lu — v||p; veCh.
On pourra considérer une suite (f;);>1 C C telle que [u — f;||, = dc(u), et utili-
ser la question précédente.

(b) Avec les notations ci-dessus, si C' est un sous-espace fermé de L?(X, .7, i), mon-
trer que

/(u—v)p_lfdu:(),VfEC. 3
X

On pourra utiliser le fait que la fonction
Rt flu—v—tf])

atteint son minimum en ¢t = 0.
3. (Preuve du théoréme de représentation de Riesz)
(@ Sig € L1(X, 7, u) et p est définie par (1), montrer que la définition est correcte,
que ¢ € (LP(X, 7, p)) etque [lo| = [|g]l,-
(b) Réciproquement, soit ¢ € (LP(X,.7, 1))". Supposons que ¢ # 0 (sinon, on prend

g = 0). Soient C' := Ker (p) etu € LP(X, .7, ) avec p(u) = 1. Soit v comme ci-
1

dessus, et posons w := (u — v)P~1, g 1= Ww- Montrer que g € LY(X, .7 1)

u—"v

p

et que (1) est satisfaite. De plus, montrer que [|¢[| = |||, On pourra au préalable
établir et utiliser les propriétés suivantes :

[ = o,
X

= d
p(u) /Xug 1,
f—o(flueC,VfelP(X,T,u).
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Exercice # 6. (Dual de ') Le but de cet exercice est de montrer le résultat suivant, sous une
hypothése légerement plus forte que celle de I'énoncé.

Théoréme de représentation de Riesz. Soit (X, .7, ;1) un espace mesuré, avec p o-finie. Alors
(LNX, 7, n)) = L*(X,T,u),ausens suivant : p € (L'(X, .7, u)) siet seulement si il
existe (un unique) g € L (X, .7, u) tel que

o(f) = /X fgdu, ¥ f e LNX, T ). @

De plus, ||| = [lg]o-

Pour simplifierla preuve, nous supposons 4 finie. Exercice supplémentaire : expliquer com-
ment traiter, a partir des mesures finies, le cas d’'une mesure o-finie.

1. Montrer que L*(X, 7, u) C LY X, T, ).

2. Soit ¢ une forme linéaire continue sur L*(X, .7, ). Montrer que la restriction de ¢ 2
L*(X, .7, u) est une forme linéaire et continue sur L*(X, .7, 1) muni de la norme || |,

3. Montrer quilexiste g € L*(X, .7, u) tel que (4) soit satisfaite pourtout f € L*(X, 7, u).

4. Soit h une fonction de la classe g. Soit A := {x € X ; |h(z)| > ||¢|/}. En considérant la
classe de sgn(h) x 4, montrer que ;1(A) = 0, et donc ||g[| ., < |l¢l|.

5. Conclure.

Exercice #7.

1. Soit (£, | ||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Si ¢ est une forme linéaire
(et donc continue) sur F, montrer qu’il existe z € E'tel que ||z]| = Let p(z) = |||

1
2. Enconsidérant (C([—1,1],R), || ||.) ete(f) := / t f(t)dt,v f € C(|—-1,1],R), mon-
-1
trer que le résultat de la question précédente n’est pas nécessairement vrai si £ est de
dimension infinie.

Dans ce qui suit, nous mettons en évidence une propriété qui implique l'existence et
I'unicité de x comme ci-dessus. Supposons que la propriété suivante est satisfaite :

T;+ Tk iy

(P)si (x;),>1 est une suite telle que lim ||z, =¢ < coet lim
- j—oo j,k—00

alors (x;),>1 converge.

(Cette propriété est par exemple vraie dans les espaces LP(X, .7, u),avec 1 < p < o0.
Si p est pair, sa validité a été établie dans la question 1 (e) de I'exercice 5.)

3. Montrer que, si (E, || ||) satisfait la propriété (P), alors pour toute forme linéaire et conti-
nue non-nulle p sur F il existe un unique x € E tel que ||z|| = 1 et p(x) = ||¢|-

4. Montrer que (R™, || ||,) et (R™, || ||..), avec n > 2, ne satisfont pas (P). De méme pour ¢*
et (>,



5. Soit (E, | ||) un espace de Banach. Montrer que (P) est impliquée par la propriété sui-
vante, dite de convexité uniforme : pour tout ¢ > 0, il existe un § = d6(g) > 0 tel que, pour
touslesx,y € E':

lzll =1, llyll = 1,

+
%H>1—61 = [lz—y| <e

6. En utilisant I'identité du parallélogramme
2 2 2 2
|z +yI” + llz = l” =2 (=" + Iyl°) .
montrer que tout espace de Hilbert est uniformément convexe, et donc satisfaitla conclu-

sion du point 3.

7. (Projection sur un convexe fermé dans un espace de Banach uniformément convexe)
Soit (£, | ||) un espace de Banach uniformément convexe. (En particulier, cette hypo-
these est satisfaite par les espaces de Hilbert.) Soient C' C F un convexe ferméetx € E.
Alors il existe un unique y € C'tel que ||z — y|| = do(2). Po(z) = y estla projection de x
sur C.

Exercice # 8. Montrer qu'un espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.
Exercice # 9. Montrer que ¢, est séparable.

Exercice # 10. Pour cet exercice, nous admettons le résultat suivant : si (F, || ||) est un espace
de Banach tel que £’ soit séparable, alors F est séparable.

1. Soit (£, || ||) un espace de Banach. Supposons qu’il existe une famille / non-dénombrable
et des vecteurs (;);cs tels que ||z; — ;]| > 1,V1i,j € I tels quei # j. Montrer que £
n’est pas séparable.

2. En considérant des suites (a,,),>o de la forme

1, sine A
apn = . )
0, sin¢g A

avec A partie de N, montrer que /> n’est pas séparable.

3. Enconsidérant des (classes de) fonctions de la forme xo 4, avec 0 < a < 1, montrer que
L>([0, 1]) n’est pas séparable. Ici, [0, 1] est muni de la mesure de Lebesgue.

4. Montrer que (£*°) # (' et que (L>°([0, 1])" # L'([0,1]).Y a-t-il des relations d’inclusion
entre ces espaces?
Exercice #11. Soit D := {z € C; |z| < 1} le disque unité de C et

E:={f:D — C; festcontinue sur D et holomorphe sur D},

muni de la norme uniforme || || __.
1. Montrer que (E, | || ) est un espace de Banach (complexe).

2.8if € Eet0 < R < 1,so0it fr(2) := f(Rz),Vz € D. Montrer que fr € Eet fr — f
dans £ quand R — 1.



3. Montrer que (E, | || ) est séparable. On pourra utiliser la question précédente et un dé-
veloppement en série entiere de fg sur .

Exercice # 12. Soit y une mesure de Radon sur PBgn, c’est-a-dire une mesure borélienne sur R”
telle que p(K) < oo, pour tout compact X C R™. Un cas particulier important est la mesure
de Lebesgue (sur les boréliens).

Rappelons que, pour une telle mesure, nous avons

w(B) =sup{u(K); K C Bestuncompact}, VB € Bgn.
Dans ce qui suit, un cube rationnel est un ensemble de la forme [a;,a; + ¢[x[az,as +
U[x -+ X [an,a, + (], avecay, ..., a,, L € Qetl > 0.

1. Soient K C R™uncompactete > 0. Montrer quil existe un entier m et de cubes ration-
nels Cy, ..., C,, tels que

@ KcCiudl,y...ud,,.

@ > ulC) < uK)+e.

1<j<m
2. Soit B C R™ un ensemble borélien tel que u(B) < oco.Solent1 < p < coete > 0.
Montrer qu’il existe un entier k et des cubes rationnels Dy, . .., Dy tels que
XB — Z XD;|| <E.
1<j<k p

3. En déduire que (LP, Bgn, 1) est séparable.

4. De méme si on remplace R" par une partie borélienne de R".

Exercice # 13. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soit F' un fermé non-vide de X. Soit U # X un ouvert tel que F' C U. Montrer que la

fonction
dUc (l’)
X > =
T ) = e T @)
vérifie

(@) ¢ € C(X,[0,1)).
(b) ¥(x)=1,VxeF.
(© ¢¥(x)=0,Vz e U-
Adapter cette construction au cas ot /' = ().

2. En déduire que, pour tout fermé F' C X, il existe une suite (;);>1 C C(X,[0,1]) telle
que ¢ — xr simplement.

3. Soient F' C X unferméetUy,...,U,, desouvertstelsque F C U; U...UU,,. Montrer
quil existe des fermés F7, ..., F), tels que :



@ F;CcU;,V1I<j<m.
b LU...UF,, =F.

Indication : prendre

Fyi={z € F;d(z,(U;)°) > d(z, (U)°), Vi # j}.

4. (Partition de l'unité) Soit /" un fermé de X. Soient Uy, . . ., U,, des ouverts tels que F' C
Uyu...uU,y,.
Montrer qu’il existe des fonctions (i, . . ., (,, € C(X, [0, 1)) telles que

@ Gi(x)=0,V1<j<m,Vze (U,

) G(z)+ -+ Gu(z) =1, Vo e F.
Indications :

i) Pour commencer, supposer que F' # X etU; # X,V1 < j <m.
ii) Poser Uy := Fet Fy:= (U U...UU,)".

iii) Prendre F1, ..., F,, comme dans la question précédente.
iv) Associer a Fj et U; une fonction ¢); comme dans la question 1, V0 < j < m.
v) Prendre (; := v ,V0 < j < m,etvérifierqueles(;,1 < j <m,

T ottt 4 U
ont bien les propriétés demandées.

vi) Traiter séparémentlescasotl'undes U; est X, respectivement F' = X. Dans ce cas,
il n’est pas nécessaire de considérer Uy et Fq.

La famille {(;}1<;j<m est une partition de l'unité sur I’ subordonnée au recouvrement ouvert
{Ujh<jcm de F.

Exercice # 14. Soit ; une mesure borélienne finie sur K, o (K, d) est un espace métrique com-
pact. Soient g € L (K, B, 1) et

CK.R) > f o o(f) = /K fgdu.

On se propose de montrer que, si C'(K, R) est muni de la norme uniforme | ||, alors ||| =
lgll;-

1. Sie > 0, montrer qu’il existe deux compacts disjoints, K1, Ky C K, tels que g > 0 sur
K1, g < Osur Ky, et

/gdu—/ gdp > |gll, —e
K Ko

2. Utiliser la question 2 de I'exercice précédent et le théoréeme de convergence dominée

pour montrer qu’il existe une fonction f € C'(K, [0, 1]) telle que/ fgdu > |gll, —e.
K

3. Conclure.

4. Généraliser ce résultat :



(@) Aucasou u est o-finie.

(b) Aucasou K est remplacé par R”, et la mesure p est de Radon.

Exercice # 15. Soit (K, d) un espace métrique compact. Le but de cet exercice est de montrer
que E := C(K,R), muni de la norme usuelle || || _, est séparable.

Dans la preuve, nous allons utiliser le résultat suivant : si§ > 0, alors il existe un ensemble

fini A C K tel quela famille de boules { B(a, §) } ,c 4 recouvre K, c’est-a-dire U,ec 4 B(a, 0) = K.

La stratégie de la preuve consiste a établir la propriété suivante :

(P) pour tout ¢ > 0, il existe un sous-espace ' = F'(¢) de dimension finie de F tel que :
VfeFE dge Ftelque|f—gl|, <e.

1. Montrer que (P) implique la conclusion de I'exercice.
2. Soit f € E.Donné e > 0, montrer quil existe 6 = 0(f,) > Otel que:

[l’,y € K7 d(x,y) < 5] = ’f(.%') _f(y)‘ <Eé.

3. Soient f,cetd > 0 comme ci-dessus. Soientm € N*et A = {xy,...,2,,} C K telsque
B(z1,0)U...UB(xm,0) = K. Soit {(;}1<j<m une partition de 'unité subordonnée au
recouvrement { B(z;,0) }1<j<m, de K. Posons

g(x) := Z f(z;)¢(z), Vo € K.
1<j<m
Montrer que
f(x) —g(z)] <&, Vo eK.

4. Conclure.

Exercice # 16. (Les inégalités passent a la limite)

1. Soient1 < p < occet (X, .7, 1) un espace mesuré.
Soit g : X — Rmesurable. Si (f;);>0 C LP(X, T, ), f € LP(X, T, ), et f; — fdans
LP(X,.7, ), montrer que :

fizg Vil = f>g

On commencera par donner un sens a I'énoncé.
2. Supposons L(X, .7, u) séparable. Soit ( f;) ;>0 une suite bornée de LP(X, .7, ju).
(a) Rappeler pourquoi il existe une sous-suite ( f;, )x>0 et f € LP(X, .7, u) tels que

lim/fjkhdu:/fhdu,VheLq(X,ﬂ,,u).
X X

k—o0

(b) Pour simplifier 'argument, ici nous supposons y finie. Soit g : X — R une fonc-
tion mesurable. Montrer que

[fizg. Vil = fzy

Indication : prendre A := {z € X ; f(x) < g(x)} eth := ya.
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Exercice # 17. Soit, dans L*(]0, 1[, Bjo1[, Njo,1[), €n(z) 1= €'"*,Vn € Z,Vz € [0, 1]. Montrer
quee, — Oete, — 0quandn — co.On commencera par donner un sens aux deux propriétés
demandées.

Exercice #18. Soit 1 < p < oc. Soit (27);>0, avec 27 = (al,),>0, V j, une suite bornée de (7.

Montrer que 77 — = = (ay,)n>0 Si est seulement Sijh_f?o al = a,,Vn > 0.
De méme dans c.



