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Feuille de TD # 4
EXERCICES CORRIGES

Exercice # 9. Nous devons montrer le commutativité du diagramme

g

ou:
(@) 17, respectivement 7%, désigne 'adjoint de 7" selon la premiere définition, respectivement
la seconde.

b) Ppyx:=[H>zm (z,2),Vr € Hetdgy =K >t~ (t,y),Vy € K.
Siy € K, alors

Cu(Ty) = [H 3w = (0, Tyy)) = [H 5 = (Tr,y)]
et
TH(@ky) = (Pry)oT=[K 3t = (tyloT=[H>z = (Tz,y)],

d’ott la conclusion.

Exercice # 10.
1. Enidentifiant R’ a R via

Roar— ¢, :=[R>t—at] R,
onal;:R— E'et
(Tya)(z) = a(Tz) = (aT)(x), Vz € E,

douTsa =aT,Va € R,ouencore Ty = Idg 7T
2. Siz,y € Hetondécompose x = x1 + To, Yy = y1 + Y2, 00T, y1 € V,To,ys € V<t ona

(Tx,y) = (1,11 +y2) = (@1, 11) = (T1 + 22, 71) = (2, Ty),

douTy =T.



3. Soient {e; }1<j<n labase de'énoncé et A = (a,i)1<;jr<n la matrice de T dans cette base.
Sil <k <n,alors

(Tz, ey = < Z <x,ej>Tej,ek> = Z (x,e;) (Tej, ex) = < Z ajke]>

1<5<n 1<5<n 1<5<n
=ajk

douTrer = Z ajre;. Ty est donc lapplication de matrice * A dans la base {¢; }1<j<n.
1<j<n
4. Clairement, T' € Z(L?) et |T'|| < ||h||... Avec Iidentification du dual de L?, nous cher-
chons Ty € L(L9).8if € LPetg e L9,

/Xg(Tf):/Xg(hf)z/X(\hfg:)f,

etdoncTifg = hg, Vg € L.
5. On élude les questions de mesurabilité.

@SifeY >R g: X ->RetK: X xY — Rsontmesurables, on a (en utilisant
deux fois Cauchy-Schwarz et deux fois Tonelli)

/X K ) )] lo(@)] di ()

- [l ( [ 1) |f(y>|d1/(y)) dul)
i ([ i) ([ i) s
s [ 1o ([ K avt)) doe)
<l ([ #o) dute ) ([ ([ wenww >du(x))1/2

=K1 llgll,-

Pour indiquer la dépendance par rapport a K, notons Tk 'opérateur de I'énoncé.
De ce qui précéde, si K € L?et f € L?, alors

1Tk fll, < || Tl fl]], = sup /(T|K||f|)|9| < K115
geL? 1JX

al<

d’ou TK S X(L2)
Enfin, le premier calcul justifie 'utilisation du théoréme de Fubini dans ce qui suit :

Jons@ ) = [ ([ K 16w o duto
- [ ([ K swrauw) fwan)




dou (Tx)s = Ty, avec L(y,x) := K(z,y),Vox € X,Vy € Y,etTy, : [*(X) —
L*(Y) est défini par

(Tog)(y) = /X L(y.2) g(x) du(x), Vg € X(X), Yy € Y.

(b) Supposons 1 < p < oo. (Le cas p = 1 demande une petite adaptation des calculs.)
Sif:Y — Retg: X — R sont mesurables, alors (en utilisant deux fois Holder
et deux fois Tonelli et en raisonnant comme dans 'exercice 13, question 4)

/X K ) )] lo(@)] di @ ()

= [1o@ ([ 156l 1161 ) ) duto
< [ ( [ 1wl 1Pav ) (/|ny|du ) " itz

<00 [ gl ([ 1kl du<y>)1/p du(z)

([ (L ([ o) )
~onygal, ([ 106 (/\myw ) i

<(My)Ye(M) V2| 11 gl

Comme dans la question précédente, ceci implique que T est continu de LP(Y")
vers LP(X), de norme < (M;)Y9(M)'/?, et que (Tx )5 = Ty.
() Si E = F = (?,les énoncés correspondants sont :

@) SiK = (km.n)m.mn>o est une double suite telle que Z (kmn)2 < oo et sl

m,n>0

TK<an)n20 = <Z km,nan> 7v (Gn)nzo S 627
m2>0

n>0

alors T € Z(1?) et

(TK m m>0 <Z kmn m> ) v (bm)mZO S 62' (I)
n>0

m>0

(b) Avec les notations ci-dessus,

M, sup2|k:mn|<ooetM2 —SU.lek‘mn|<OO
m20 >0 n20 >0

alors Tx € Z(7),V1 < p < o0, et (Tk)5 est donné par (1).
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6. Clairement T est linéaire et continu, de norme < 1. Si (@, )n>0, (b )n>0 € %, alors

(T(an)n>0, (bp)n>0) = Z Gy b1,

n>0

et donc

T3 (bn)nz0 = (b1, b2, ..., ),V (bn)nz0 € .

Exercice # 11. Soit F' := U(FE). Par abus de notation, on note encore U : £ — F l'application
E >z — T(x) € F, qui est une isométrie bijective. Si z,y € H, on écrit z = x1 + x2, avec
21 € B, 29 € By =1y, +1ysavecy; € F,y, € F-.Ona

(Tx,y> :<T$1 + Tx27y> = <U$17y1 + Y2 > = (le,y1> = (le, UU—1?J1>
~~ ~—~ ~—

=0 cF GFJ‘
=<$1,U_1y1> = (r1+ m ,U_1y1> = (x, U_lpr>,
S eE+

etdonc Ty = U~ o Pyp).

Exercice # 12. On traite uniquement le cas des espaces /*, avec 1 < p < oo. Le cas ¢q est
analogue (prendre ¢ = 1 et identifier /' & (cy)*).
On identifie z = (¢;),;>0 € ¢? ala forme linéaire continue ¢, € ((7)*,

:(a)520 7= Y ¢,V ()20 € &,

320

Siy € (4, alors p, o T € (¢*)* et donc il existe z € (?tel que ¢, o T" = ¢,. Dans le cas
particulier

n¢ position

(pen © T')(am)m>0 est la n® coordonnée de T'(a,,)m>0. De ce qui précede, il existe des suites
(bim.n)m>0, n > 0, telle que les propriétés 1 et 3 soient vraies.

Pour la propriété 2, notons que (b, ,)n>0 = 1€, et que e™ € (P.
Calculde T'y.On a

(T 00 (@m)mz0 = 0 (T(@n)mz0) = > b, ¥ > 0,

m>0

etdonc T5€e’ = (b, j)m>o- Par linéarité et continuité de 775, on a, V (¢, ) >0 € 09,

N N N
T5(cn)n>0 =15 | lim g c.el | = lim T3 E c; el | = lim E c: Trel
2< n)ni 2 N—o00 4 0 J N—oo 2 J N—o00 < 0 772
j= j=

Jj=0

N
= lim g by i Ci = E byyn C )
Nooo . m,j &j m,n tn
J=0 m>0 n=>0 m>0

Exercice # 13.



L. Avec C := sup,,» |an| < 00, 'inégalité de Bessel donne

Y llante, fa) fall* = (@)@, f)* < C* D (a, fu)* < CPFIP

n>0 n>0 n>0

Il s’ensuit que la série qui donne 7'z converge dans H (voir le premier item de l'exercice
suivant), et que |7z|| < C|z|,Vx € H, dou T est bien défini, (clairement linéaire) et
de norme < C.

2. Siz,y € H,on a, par symétrie de la formule obtenue,

(Tx,y) = <Zan<xvfn>fmy> = Zan<mafn><fmy>

n>0 n>0
- Z a"<z7 fn><y’ fN> = <y> T517>7
n>0

douTy =T.

Exercice # 15. Commencons par établir le résultat un peu plus général suivant, qui implique la
partie 1 de I'exercice.

Lemme. Soient H un espace de Hilbert, et (x,,),,>0 une suite orthogonale. Alors la série g Tn
n>0
. . L. 2
converge si et seulement si la série 5 |z, | converge, et dans ce cas
n>0

2
=D llaal®. 2)

n>0

>

n>0

Démonstration. « = » et preuve de (2).Ona

> el = lim Y e = lim
00 N—o0

n>0 0<n<N

2 2
an = < 00.

0<n<N

D

n>0

« <= »Soite > 0. Soit ng tel que Z |z < €2 Sim > n > ny, alors

Jj>no
1/2
_ _ 2
Tj — il = il = 511 <e.
0<j<m 0<j<n n<j<m n<j<m
La suite ( E xj> est donc de Cauchy, et par conséquent convergente, dans H. O
0<j<n n>0

2. Sin>m,ona

Z Ij:l’m—i— Z Zj,

0<j<n 0<j<n,j#m
N——
€(Hm)t



et donc

Py, < Z x]—> =Ty, Vn>m,

0<j<n

d’ou

Py (Z xn> = Py (JE& > :cj) = lim Py, ( > xj) = .

n>0 0<j<n

Exercice #16. Siz,y € .7, alors ||z — y||” = |z|* + |y|* = 2, et donc les boules B(x,/2/2)
et B(y,v/2/2) sont disjointes. Soit A un ensemble au plus dénombrable dense dans H. Pour
chaque z € .Z, soity € AN B(x,v/2/2). Lapplication .# > 2 ~ y € A est injective. Il
s’ensuit que .# est au plus dénombrable.

Exercice # 17.

1. Vérifions la séparation. En notant que
I 0, si 0
lim —/ gt gr = O S0F0 ©)
T—o0 2T | _r I, siw=0

n
on trouve que, si f(t) = Z Aje™it alors
j=1

B S
<f,f> = Z Jlggoﬁ/T)\j)\keZ(wj wk)tdt: Z |)\j|2a (4)

1<j,k<n - 1<j<n

etdonc (f, f) =0 = f=0.

2. Evident, en utilisant (3).

) L. 1
3. Non. Preuve par 'absurde. Si H est complet, alorsla sérieR > t — Z —e"™ est conver-
n>1
gente dans H (voir 'exercice 15 question 1). Notons f € H sa somme. Alors f est de la

forme R 3 tt = f(t) = Y ;o Nje™". Avec M = max wj, on a, pour toutn > M

(en utilisant (4)),
RSt > Loa| _
14

1<t<n
ce qui contredit le fait que f = lim

n—oo

2

1 1
> [ —
D> 2= (M+1)>

M<t<n

R3¢t

Exercice # 19.



1. L'hypothese surles degrés implique que la famille { P, },,>¢ est libre dans R[X]. Les fonc-
tions polynomiales associées le sont aussi dans H (hypothéses (i) et (ii)). Il sensuit que
{Py,..., Py} est une base de R,,[X] et, par identification, que les fonctions polyno-
miales associées a Py, . . ., P,, forment une base de I'espace des fonctions polynomiales
de degré < m.

Pour conclure, il reste a montrer que l'espace vectoriel engendré par les (fonctions po-
lynomiales associées aux) P, est dense dans H.Si f € Hete > 0, ilexistem € N
etun P € R, [X] tel que ||f —[I > 2+~ P(x)]|| < e (hypothese (iii)). En écrivant

f— [IB:L"—) Z a;P;(z)

0<j<m

P = E a;P;, avec a; € R convenables, on a
0<j<m
d’ott la conclusion.

<,

3. Etape 1. Vérification des hypothéses (i)—(iii) de la question 1. Si P € R[X], par croissances

comparées l'intégrale généralisée J := [P(x)]? e * dz converge, et donc les fonc-

tions polynomiales sont dans .#> (hypoth%se (i) satisfaite). Par ailleurs, si J = 0 alors
P(z) = 0,Vx > 0, etdonc P = 0 (hypothese (ii) satisfaite). Pour vérifier (iii), il suffit
de montrer que R[X|* = {0} (ot on a identifié polyndmes et fonctions polynomiales).
Soit h € R[X|*. Alors en particulier h € L*([0, 00|, B o[, /1), Cest-a-dire

/ [h(z) e /2 de < oo,
" (z)
=g(x

d’ott g € L*([0, 00|, Bjo,0cs M1). Comme h € R[X ]+, nous avons
0 = ([[0,00[> t — t"],h) = / t"h(t)e " dt = / tg(t)e 2 dt, Vn > 0.
0 0
L'exercice 18 question 2 (c) donne g = 0, d’ot A = 0 (hypothese (iii) satisfaite).

Etape2.Onadeg Q, =n,Vn > 0.SiT € R[X] etk > 0, on pose

Ty(x) := e“%(T(m) e ).

La formule de Leibniz donne

- ¥ (NrowiZen- 3 e (Hmw. e

o<k ™ 0<j<k J

et donc T}, est une fonction polynomiale de méme degré que 7', V k£ > 0. Il S’ensuit que
deg @, = n.

Etape 3. La suite (Qn)n>0 est orthonormée. Par construction, ), est normé. Si0 < m < n,
Iégalité (Qy,, @) = 0 suit du fait plus général suivant (appliqué avec k := netU :=
Q) :s10 < k <n,alors

00 k 00
/ U(m)%[m” e ’ldr = (—1)k/ U (z) 2" e de, VU € R[X], (6)
0 0
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et en particulier, sideg Q < k < n, alors

(e%e] dk B
/0 U(w)@[x e *ldx = 0.

La preuve de (6) se fait par récurrence sur k, I'égalité étant claire si k = 0. Passage de k a
k+1:soitT := X™ Eninspectant (5),ona7;(0) = 0,V0 < ¢ < n,etdonc,sik+1 <mn,

00 dk—i—l B dk B o0 00 , dk B
/0 U(x)m[x e ldr = {U(ZE)@[!I e ]L —/0 U(m)w[x e *ldx

_ [U(:L‘)Tk(x) e—fr - /0 N U’(x)j—;[x” ¢ da

00 , dk
__/0 U(m)w[m‘ e ) dx

:(—1)k+1/ URD (z) 2™ e du,
0

ot on a utilisé 'hypothése de récurrence appliquée a U’.

Conclusion. Les ), vérifient les hypotheses de la question 1. IIs forment donc une base
hilbertienne de L*([0, co[, Zjo,c0[, 14)-

Exercice # 20. Par construction, .% := %, U % U - -- est une famille orthonormée au plus
dénombrable. Elle engendre I'espace £y U £y U -+, car %y U % U --- U #, est une base
orthonormée de E,,. De ce qui précede et 'hypothese (iii), . est une base hilbertienne de H.

Exercice # 21.

1. Les propriétés (i) et (ii) sont claire. Pour (iii), soient g € L' ete > 0. Alors il existe
f € C.(]0,1]) telle que ||g — f|, < /2. Pourn > 1, soit f, la fonction de £,, définie par
la propriété de I'indication. Alors

Lf = fally < sup [f(z) — fa(z)]
z€[0,1]

<sup{[f(z) = f(y)|; z,y € [0,1], |z —y| < 1/2"},

et donc, pour n suffisamment grand, || f — f,.|, < £/2. On trouve que ||g — f,|l, < ¢, et
par ailleurs f,, € F,.

2. OnadimFE, = 2", Vn > 0.

4. Clairement, .%, := { H,} est une base orthonormée de Fj,. Par ailleurs, sin > 1, .%,, :=
{Hjj2n }o<j<on—1 est une famille normée de 2" fonctions de £,,. Si nous montrons que
cette famille est (i) orthogonale et (ii) orthogonale a F,,_; alors (grace ala question 2) .%,,
est une base orthonormée de F,, © E,,_1, et nous pouvons conclure grice a I'exercice 20.

Etape 1. %, est une famille orthogonale. En effet, si0 < j < k < 27!, alors Hjion Hyyon =
0, dott (Hjyon, Hyion) = 0.

Etape 2..%, 1 E,_,. Eneffet, soient f € E,_;et0 < j < 2" — 1. Alors f est constante
sur [(27)/2", (25 + 2)/2"[. Si nous notons C' la valeur de cette constante, alors

(2j+2)/2”
(FHpa) =C | | Hpp(a)de =0
] n



Exercice # 22. On élude les questions de mesurabilité.

Etapel. (e & fn)m.n>o est une famille orthonormée de L?(X x Y'). Le théoréme de Tonelli montre
que (e @ f1)mn>o est une famille normée de L?(X x Y)). Par Cauchy-Schwarz, la fonction
(emr @ fur) (em @ fr) estintégrable, Vim, m’ , n,n' > 0, et le théoréme de Fubini donne alors

<€m/®fn’7em®fn>:/);em’em/};fn/fn:<€m/7€m><fn’ufn>7

d’ott (€, ® fn)m.n>0 est une famille orthonormée.

Etape 2. Quelques propriétés préliminaires. Soit h € L*(X x Y). Commencons par montrer que
hy, € LA(Y), oit

) = [ B en o) du(a) = (B-.9). ), Yim 2 0.

En effet, nous avons (en utilisant I'inégalité de Bessel et le théoréme de Tonelli)

||hm||§Z/Y<h(~,y),em>2dV(y) S/y(/xhz(x?y)du(x)) dv(y) = ||k

Montrons par la suite que

<hm;fn> = <h7 em@fﬂ>7 (7)
et donc ||, |2 = Z(h, em @ fn)?. Légalité (7) suit de la définition de h,, et du théoréme de
n>0

Fubini a condition d’avoir
i [ Wil len() |2 0)] dn o viay) < oc
XxY

Or, par Cauchy-Schwarz et Tonelli,
< |[Blollem @ fally = Allllemllyll fully = lIAlly < oo

Etape 3. Preuve de l'indication et conclusion. Pour conclure, il suffit de prouver 'identité donnée
comme indication. Soit h € L?(X x Y'). Nous avons (via I'étape 2 et le théoréme de Tonelli)

iz = [ ([ we y)du(x)) anty) = | > ([ nemente) du<x))2dV(y)

>0

—Z/ dv(y) =Y > (hen® )= > (hen® fn)’.

m>0 m>0 n>0 m,n>0

Exercice #23.0n a

Z HTenH _ZZ Ten7fm ZZ enaT*fm ZZ enaT*fm
=ZZ T5 fns €0)° Z 175 fll®



Le résultat étant indépendant du choix de la base hilbertienne {e, }, nous avons également la
derniére égalité de 'énoncé.

Exercice # 24. Avec a comme dans I'indication, on a
a(z,y) = (z,y) + (T, y) = ((Id+ T)z,y), Va,y € H.

Si a vérifie les hypothéses du lemme de Lax-Milgram, il s’ensuit que Id + 7" est bijectif.
Or, nous avons

la(z, y)| < A+ [TIDl«llly], vz y € H,
et
a(x,x) > (z,x), Vo € H,

d’out la conclusion.

Exercice # 25. Avec a(x,y) := ((Id + T5T)zx,y), Vx,y € H, nous avons
la(z, y)l < A+ TNyl v,y € H,
et
a(z,x) = (z,z) + (T;Tx,x) = (x,x) + (Tx,Tx) > (x,x), Vo € H,

d’out la conclusion.

Exercice # 26.

1. Clairement, 7' f(x) ne dépend pas du choix du représentant dans la classe de f. Par
ailleurs, on a f € L'([0,2]), et donc T'f(x) est un nombre bien défini et fini. Si 0 <
y < x < 1, alors (par Cauchy-Schwarz)

/ym F(t) da

Il s’ensuit que f est (1/2)-holdérienne, donc en particulier continue.

2. Delaquestion précédente,ona |7 f(z)| = |Tf(x) =T f(0)] < | f|l, Vz € [0,1], etdonc
en particulier Tf € L*et||Tf||, < ||f]l,- On conclut en utilisant 'exercice précédent, en
notant que

Tf(x) =Tf(y)l = <Vz —y|fl,-

a(f,h) =((1d+T5T) f, h) = (f, h) + (T f,Th)
/f dx+/ Tf(e) Th(z) dz,V f,h € L2,
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