Université Claude Bernard Lyon 1 Master Mathématiques générales 1° année
Année universitaire 2022-2023 Analyse fonctionnelle 1

Feuille de TD # 4
COMPLEMENT : ADJOINT D'UN OPERATEUR

1. Si E, F sont des espaces de BanachetT € Z(E, F), alors T* € Z(F', E') est défini
par:

Ty (x) ==y (Tx),Vy € F',Vz € E.
2. De maniére équivalente,
Ty =y oT eFE Vy e€F.

3. Concrétement, déterminer 7™ revient fixer un 3/ € F’ et a «expliciter» un 2’ € E’ tel
que

Y (Tz) =2 (z), Vo € E.

Pour ce 2/, nous avons T*y' = /.

4. Si H, K sont des espaces de Hilbert de produits scalaires ( ,), respectivement ( , ), et
T e ZH K)aorsT* € £ (K, H)estdéfini par:
(T*y,x) .= (y,Tx),Vy € K,V € H.

5. Les deux définitions sont compatibles, au sens ot le diagramme suivant commute :

Ici,
@ T} € Z(K', H') estla définition de l'adjoint donnée dans le premier item, 73 €
Z (K, H) estla définition de I'adjoint donnée dans le quatriéme item.

(b) @y estlidentification de H et de son dual H’ donnée par le théoréme de Riesz, a
savoir @y (a) est la forme linéaire continue H > z + (z,a),Va € H.De méme,
O (b) estla forme linéaire continue K > y +— (y,b), Vb € K.

6. Concretement, dans le cadre des espaces de Hilbert, on détermine 77 aulieu de 77" Ceci
revient a fixer y € K etatrouver un z € H tel que

(y, Tx) = (z,x), Vo € H.

Pour ce z, nous avons Ty = z, égalité que l'on écrit plutot 7%y = z.



7. Onprocede dela méme manieresile dualde E et/ou F'est connu. Dans ces cas, on calcule
donc T plutdt que 77, et on note le résultat 7.

Des situations typiques :

(@)

(b)

(©

Les espaces LP(X, .7, u) avec 1 < p < oo (dong, en particulier, /*), dont le dual
s'identifiea LY(X, .7, 1), avec q le conjugué de p.

L’espace L' avec yu mesure o-finie (donc, en particulier, ¢!), dont le dual s’identifie
aLl>(X, T, ).

L’espace ¢y, dont le dual s’'identifie a /.

8. Quelques exemples.

(@)

(b)

Sil < p,pr < et
Lpl(le%7#1)$LPQ(X27¢%7M2)7

alors (avec g; le conjugué de p;)

T3
L% (Xh '%7 /vbl) -~ LqQ(X27 '%7 MZ)

(De méme si p; = 1, sous l'hypothese supplémentaire que 1, est o-finie.)

Concrétement, pour déterminer 75, on fixe g € L9 (X5, 75, yi2), eton trouve 'unique
h e L1 ( Xy, 7, p) tel que

/X 9(y) (TH)(y) dpialy) = /X h(z) f(x) dyu (), ¥ | € L7 (X0, T, ).

Pourcet h,onalyg = h.

Sil < pi,p2 < et
/Pt _T>€P27

alors (avec g; le conjugué de p;)

fa <T; /22
(De méme si p; = 00, a condition de remplacer > par cy.)

Concretement, pour déterminer 7', on fixe y = (¢,,)n>0 € (%2, eton trouve l'unique
2= (bm)m>0 € (" tel que

ch d,, = me Uy V& = () m>0 € (P,

n>0 m>0

ouonaécrit Tx = (d,)n>o € (72.
Pourcez,onaly = z.



