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Feuille de TD # 4
Complément : adjoint d’un opérateur

1. Si E, F sont des espaces de Banach et T ∈ L (E,F ), alors T ∗ ∈ L (F ′, E ′) est défini
par :

T ∗y′(x) := y′(Tx), ∀ y′ ∈ F ′, ∀x ∈ E.

2. De manière équivalente,

T ∗y′ := y′ ◦ T ∈ E ′, ∀ y′ ∈ F ′.

3. Concrètement, déterminer T ∗ revient fixer un y′ ∈ F ′ et à « expliciter » un z′ ∈ E ′ tel
que

y′(Tx) = z′(x), ∀x ∈ E.

Pour ce z′, nous avons T ∗y′ = z′.
4. Si H , K sont des espaces de Hilbert de produits scalaires 〈 , 〉, respectivement ( , ), et
T ∈ L (H,K), alors T ∗ ∈ L (K,H) est défini par :

〈T ∗y, x〉 := (y, Tx), ∀ y ∈ K, ∀x ∈ H.

5. Les deux définitions sont compatibles, au sens où le diagramme suivant commute :
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Ici,
(a) T ∗1 ∈ L (K ′, H ′) est la définition de l’adjoint donnée dans le premier item, T ∗2 ∈

L (K,H) est la définition de l’adjoint donnée dans le quatrième item.
(b) ΦH est l’identification de H et de son dual H ′ donnée par le théorème de Riesz, à

savoir ΦH(a) est la forme linéaire continue H 3 x 7→ 〈x, a〉, ∀ a ∈ H . De même,
ΦK(b) est la forme linéaire continueK 3 y 7→ (y, b), ∀ b ∈ K .

6. Concrètement, dans le cadre des espaces de Hilbert, on détermine T ∗2 au lieu de T ∗1 . Ceci
revient à fixer y ∈ K et à trouver un z ∈ H tel que

(y, Tx) = 〈z, x〉, ∀x ∈ H.

Pour ce z, nous avons T ∗2 y = z, égalité que l’on écrit plutôt T ∗y = z.
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7. On procède de la même manière si le dual deE et/ouF est connu. Dans ces cas, on calcule
donc T ∗2 plutôt que T ∗1 , et on note le résultat T ∗.
Des situations typiques :

(a) Les espaces Lp(X,T , µ) avec 1 < p < ∞ (donc, en particulier, `p), dont le dual
s’identifie à Lq(X,T , µ), avec q le conjugué de p.

(b) L’espace L1 avec µmesure σ-finie (donc, en particulier, `1), dont le dual s’identifie
à L∞(X,T , µ).

(c) L’espace c0, dont le dual s’identifie à `∞.

8. Quelques exemples.

(a) Si 1 < p1, p2 <∞ et

Lp1(X1,T1, µ1) T // Lp2(X2,T2, µ2),

alors (avec qj le conjugué de pj)

Lq1(X1,T1, µ1) Lq2(X2,T2, µ2).
T ∗
2oo

(De même si pj = 1, sous l’hypothèse supplémentaire que µj est σ-finie.)
Concrètement, pour déterminerT ∗2 , on fixeg ∈ Lq2(X2,T2, µ2), et on trouve l’unique
h ∈ Lq1(X1,T1, µ1) tel que∫

X2

g(y) (Tf)(y) dµ2(y) =

∫
X1

h(x) f(x) dµ1(x), ∀ f ∈ Lp1(X1,T1, µ1).

Pour cet h, on a T ∗2 g = h.

(b) Si 1 ≤ p1, p2 <∞ et

`p1
T // `p2 ,

alors (avec qj le conjugué de pj)

`q1 `q2 .
T ∗
2oo

(De même si pj =∞, à condition de remplacer `∞ par c0.)
Concrètement, pour déterminerT ∗2 , on fixe y = (cn)n≥0 ∈ `q2 , et on trouve l’unique
z = (bm)m≥0 ∈ `q1 tel que∑

n≥0

cn dn =
∑
m≥0

bm am, ∀x = (am)m≥0 ∈ `p1 ,

où on a écrit Tx = (dn)n≥0 ∈ `p2 .
Pour ce z, on a T ∗2 y = z.
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