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Feuille de TD # 7
DISTRIBUTIONS, ESPACES DE SOBOLEV

NB. Le cadre est le suivant :

1) Nous travaillons dans R"™ (ou dans un ouvert de R"), muni de la tribu borélienne et de la
mesure de Lebesgue \,,. Les espaces L? et £ sont considérés par rapport a ce cadre.

ii) - estle produit scalaire standard dans R".

iii) Dans cette feuille, | | est la norme euclidienne usuelle, || ||,, dans R™.

iv) Pour a € N" (« est un multi-indice) et x = (xq,...,2,) € C", 2% := (z1)* -+ - (x,)"".
v) Poura € N”, |a| := |aq| 4+ -+ + ||

vi) Pourf e N,z €¢ R, f : R" — C,

oIl f
d° = —
/@) s o !

vii) Pour1 < j<netf:R"— C,

= of

01(w) = g (o)

Exercice # 1. (Masse de Dirac) Pour tout a € R", on définit la masse de Dirac en a par
o 1 CF(R™) = C, du(p) = p(a), Vo € CZ(R").

1. Montrer que J, est une distribution sur R".
2. Soit f € C*°(R™). Montrer que fd, = f(a)d,.

Exercice # 2. (Lemme de Hadamard) Cet exercice prépare a 'exercice suivant.
1. Soit A € C°(R) telle que A(0) = 0. Soit

ANzx) .
Rozxrnx):=<¢ =z stz 70
N(0),siz =0

1
Montrer que n € C'°(R). On pourra commencer par montrer que 7)(z) = / N(tzx) dt,
0
Vz e R.
2. Soient p, ¢ € C°(R), avec 1(0) = 1. Montrer qu’il existe n € C°(R) telle que

o(2) = p(0)() + an(x), Va € R.
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Exercice # 3. (vp (1/x) (valeur principale de 1/x))
1. Avec les notations l'exercice précédent, si p € C2°(R) et ¢ est paire, montrer que

vp(1l/z)(p) := lim #lo) dx = /Rn(x) dx.

20 Jlajze T

L'application vp(1/x) ainsi définie sur C'2°(R) est la valeur principale de 1/ x.
2. Montrer que vp(1/x) est une distribution sur R.
3. Montrer que zvp(1l/z) = 1 dans Z'(R).

4. (Formule de Plemelj) Montrer que

=vp(1/x) —wmd dans Z'(R).

1
lim
e—=0x + 16

Exercice # 4. Cet exercice prépare a l'exercice suivant. Si f € Z*(R") et 2!,..., 2% € R",
montrer que

f(z)dr = lim f(z)da.
R €20 JRrn\(B(z! £)U...UB (" ¢))
Exercice #5.

1. Soit f € CY(R™),n > 1. Montrer que pour tout 1 < j < n, la dérivée au sens des
distributions 0; f existe et est égale a la dérivée usuelle 0, f.

2. Montrer quune fonction continue et de classe C! par morceaux sur R a une dérivée au
sens des distributions qui coincide avec sa dérivée usuelle.

3. Soita € R.Soit f : R — R une fonction continue sur R et de classe C* sur R \ {a}.On
suppose de plus que sa dérivée usuelle f” est dans L; .(R). Montrer que f” est la dérivée
au sens des distributions de f.

Exercice # 6. Calculer la dérivée au sens des distributions des fonctions suivantes de L}, .(R) :
a)x— |z|* aveca > —1,b) z — sgnx, ) x — In|z|.

Exercice # 7. Soient f € C*([)etT € 2'(I), avec I C R intervalle ouvert. Montrer que
(fT) = f'T+ [T
Exercice # 8. Soit [ =|a, b|C R.
1. Soit A € C2°(I). Montrer I'équivalence des propriétés suivantes :

(@) I existe (une unique) n € C°(I) telle que A = 7',
(b) /)\(a:) dr = 0.
I

2. Soient p, ¢ € C°([) telles que /1/1(x) dx = 1. Montrer quil existe n € C2°(I) telle que
I

p = </Iso(x)dfc)w+n’-



3. Soit T € Z'(I) telle que 7" = 0. Avec ¢ comme ci-dessus, montrer que 7' = C, ol
C :=T(¢)). On commencera par donner un sens a 'égalité 7" = C.

4. Réciproquement, siT € &'(1) est constante, alors 7" = 0.

5. Enoncer proprement et montrer la propriété suivante : les primitives d’'une distribution
sur [ different par une constante.

loc

6. Soientg € L} (I),z9 € I,C € R.On pose f(x) := C +/ g(t) dt, pour tout x €
Zo

I. Montrer que f € C(I) et f/ = g. En déduire que cette formule donne toutes les
primitives de g.

1
loc

7. De méme, si g € L;,.([a,b]), alors toutes les primitives de g sont de la forme f(z) :=

C +/ g(t) dt, pourtout z € I.

a

8. Avec les notations de la question 2, siT' € 2'(I), montrer que
Ce(I) 2 9= Ulp) == —=T(n)
définit une primitive de 7. Trouver toutes les primitives de 7.
Exercice # 9. Soient« € Cetu € 2'(R). Montrer que v’ + cu = 0 dans 2'(R) si et seulement

§'ll existe une constante C' € C telle que u(t) = C'e™*". On donnera un sens 2 cette égalité.

Exercice # 10. Soit [ =|a,b[C R.SiT € Z'(I) et € C*(I), résoudre I'équation v’ + au =
T, d’inconnue v € 2'(I). Indication : utiliser la méthode de la variation de la constante et
I'exercice 7.

Exercice # 11.

1. Trouver une solution de
E" + FE = §dans Z'(R), o))

d’abord formellement, en utilisant la méthode de la variation de la constante.
Justifier que la distribution £ ainsi trouvée est bien une solution de (1).

2. On consideére I'équation
' +u = fdans Z'(R). )

Montrer que u := F x f est solution de (2) :
() Sif e Ce(R).
(b) Sife L'(R).

Exercice # 12.
L. Soitn >2,1 < j <neta € R Soit f : R" — Rune fonction de classe C* sur R"\ {a}.
On suppose de plus que 9, f € L},.(R") (dérivée usuelle). Montrer que f € Lj,.(R™) et

loc loc

que les 0, f sont les dérivées partielles au sens des distributions de la distribution f.

2. Une surprise, si on compare ce qui précede a 'exercice 5, question 3?



1 .
3. () Soith:R?® = R, h(z):= m Montrer que, dans ' (R?), 9;h(z) = ——;TS,
1
(b) Etudierl'existence des dérivées dans Z'(R")de f : R" — R, f(x) := o aeR
x [0

Exercice # 13. (De I'impossibilité de multiplier deux distributions) Calculer (x d)vp (1/z) et
(xvp(1/x))d. Conclusion?

Notations pour les exercices 14-19.
D 1<p<oo.
i) Siu € Z'(I),avec I C R intervalle ouvert, v’ désigne la dérivée au sens de 2'(1) de w.
i) W'P(I) := {u € LP(I); v’ € LP(I)}, munide [[u] 1, := ([Jull? + Hu’||§)1/p.
iv) W, ?(I) est ladhérence de C>°(I) dans W'P(I), muni de la norme induite de W'»(1).
v) Pour p = 2,onnote H'(I) = WV2(I) et HL(I) = W, *(I).

Exercice # 14.
1. Montrer que les espaces ci-dessus sont des espaces de Banach.
2. Pour p = 2, montrer que ce sont des espaces de Hilbert.

3. Trouver une norme équivalente plus sympathique.

Exercice # 15.

1. Soitu € W1P(I). Montrer que, pour tout z € I,
Yy
u(y) = u(x) + / o' (t) dt pour A\ —presque touty € I.

A partir de cette question, I =] — 1, 1[ (mais les résultats s'adaptent a tout intervalle
borné).

2. Montrer que W'*(I) — C([—1, 1]), au sens suivant :

(@) Toute classe v € W'P(I) a un (et un seul) représentant, encore noté, par abus, u,
continu sur [—1, 1].

(b) Il existe une constante C' < oo telle que

lullo = o u(@)| < Clullyr,, Yu € WH(I).
ze[—1,1

3. Montrer que, pour tout xy € [—1,1],
[l == Tu(wo)| + 1]l Vu € WH(T),

est une norme équivalente 2 la norme usuelle sur W1P(7).



4. Soit 1 < p < oo. Montrer que W1P(I) — C%'~1/?(|—1,1]), au sens suivant : le repré-
sentant continu u ci-dessus est (1 — 1/p)-holdérien sur [—1, 1] et il existe une constante
C < ocotelle que

u(z) — u(y)|
su — = < (C|u .
@,y € [Pl,l], ’:U - yll_l/p N H le,p
T #£y

5. So0it1 < p < o0. Soit (u;);50 C WHP(I) une suite bornée. Montrer qu’il existe une
sous-suite (u;, )x>0, w € C([—1,1]) etv € LP(I) telles que :

(@ wuj, — wuniformément sur [—1,1].
(b) (uj,) — vdans LP(I).
() v =wvdans Z'(1).

En déduire que u € W'2(7).

Exercice # 16. Pour quelles valeurs de 1 < p < oo les fonctions suivantes appartiennent-elles a
Whro,1[)2 Whr(]1, +oo)2a) 2 +— 2% a € R,b)x — |Inz|?, 8 € R.

Exercice # 17. (Caractérisation de W, *(1)) Ici, I =] — 1, 1] (mais les résultats s’adaptent a tout
intervalle borné). Soit u € W1?(I). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
L u(—1) =u(l) =0.
2. u € WyP(I).
u(z) sizel

_ , appartient 2 WP (R).
0 sinon

3. Le prolongement de u a R, défini par u(z) := {

4. (Inégalité de Poincaré) Montrer que u > [|u’[|, est une norme sur W,y (I), équivalente
ala norme usuelle.

Indication : utiliser 'exercice 15, question 3.
En déduire l'inégalité de Poincaré

17
lull, < Cll||,,, Vu e WyP(I),
avec C' = C(p,I) < 0.
Exercice # 18. (Intégration par parties) Ici, I =| — 1, 1] (mais les résultats s’adaptent a tout

intervalle borné).

1. Montrer que C>(I) est dense dans WP (1),
Indication : utiliser la densité de C2°(1) dans LP([).

2. Siu,v € WHP(I), montrer que uv € WhP(I) et (uv) = v/ v+ uv'.
Indication : commencer par u,v € C*°(I).

3. Montrer que pour tout u,v € W?(I),

/ (@) v (z) do = [u(az)v(w)r _ /I o (2) o(x) dz.

T -1



Exercice #19.Ici, I =]0, 1| (mais les résultats s’adaptent a tout intervalle borné). Sil < p < oo,
soit

Wl (1) = {u € W(I); u(0) = u(1)}

pér
(voir 'exercice 15, question 2 (a)).
Soit {e,, }nez la base hilbertienne de L*(I) = L'(I, C) donnée par
en(7) 1= ™" NYn e Z, YV € [0,1].

Siu € L'(I), soit
1
cn(u) := / U, (7) ™" dx, ¥Yn € Z,
0

de sorte que

u=> upe,dans L*(I), Vu € L*(I). 3)
nez
1. Rappeler le sens de (3).
2. Siu € L'(I), montrer que la suite (u, ) ez est bornée.
3. Siu € C°(I), montrer que :
@ |un| < C/n* ¥V n € Z\ {0}. Indication : intégration par parties.

b) u= Z upe, dans C([0, 1]). Indication : utiliser le théoréme de Dirichlet etla ques-

neZ
tion précédente.

3 1p
4. Siu € W, (I), montrer que

(u)p = 2minu,, Vn € Z.

On commencera par donner un sens a cette égalité.

. . ) 1
5. Réciproquement, soitv € LP(I) telle vy = 0. Soit u,, := 2—vn,Vn € 7\ {0}. Montrer
mn

que la série Z u,, €, converge dans L?(I), et que sa somme u vérifie v’ = v dans 2'(I).
neL
De plus, montrer que u € LP(I), et doncu € WtP(I).

6. Montrer que

Hye(I) = {u = Zun en € L*(I); Zn2 un)? < oo}

nez nez

et que

Julfp =D (1 +47°n®) |un|?, Yu € H'(I).

neZ



7. Si f € L*(I), montrer que I'équation
—u" +u= fdans 2'(I) 4)

a exactement une solution u € H;ér(f ).

Indication : pour deviner la solution, développer u et f dans la base (e,,),cz et procéder
a un calcul formel. Puis vérifier que 'on obtient ainsi une solution de (4).

Pour l'unicité, montrer d’abord que les solutions de 'équation homogene sont toutes de
laforme I > x — Ce® + De *,avec C, D € C.

Exercice # 20. (W1>°(I) = Lip(I,R)) Soit I C R un intervalle ouvert. On définit W1>(I) :=
{ue L>(1); v e L>*(I)}, munide [[ufly0 = [uf + [1u'l| -
Nous allons montrer que, si I est borné, alors W>°(I) = Lip(I,R), avec équivalence des

normes. (Voir les exercices 19 et 20, feuille 1, pour les espaces et notations utilisées dans cet
exercice.)

1. Montrer que le représentant continu de . € W1>°(I) (voir 'exercice 15, question 2 (a))
vérifie
u(z) = u(y)] < vl 1z =yl < Jullyroo |2 —yl, Yo,y €1,

etdonc u € Lip(I, R). Il ensuit que W'>°(I,R) C Lip(I,R).

2. Dans cette partie, nous montrons la inclusion Lip(I, R) C W1*(I, R) sous 'hypothése
I borné. Soit u € Lip(I,R).

(@) Montrer que u € L*®(I). (Cest a ce stade que nous utilisons 'hypothese I borné.)
(b) Soity € C°(I). Montrer que

— /u(a:) ¢'(z)dr = —lim [ u(x) plr+e) = olr) dx

I e—0 I £
=lim uz =) — ulz) o(x) dx
e—0 I g

(On donnera, pour € suffisamment petit, un sens aux intégrales.)

() En déduire que

‘_/“(x) (@) dr| < Jlull lelly, Vo € CZ().

I

(d) En déduire que la forme linéaire

1 C(I) = R, Y(g) = / ul(x) ¢/ (z) du, ¥ o € C=(I),

I

se prolonge par densité 2 une forme linéaire et continue, encore notée ¢, sur L*(I).



(e) Endéduire qu’il existe v € L>°(I) tel que
w(o) = [ vla) pla) dn ¥ € 121,
1
et en particulier

—/u(x) ' (z) de = /v(x) o(x)dx,Y e € CZ(I).

1 I

(H Conclure.

3. Silestborné, montrerléquivalence desnormes || || ;y1. et]|| || sur Wt (I) = Lip(I, R).

*siné

Exercice # 21. (Transformée de Fourier de vp (1/z)) On rappelle que / d¢ = g

0
Pour cet exercice, nous admettons les résultats suivants :

i) Ladistribution vp (1/x), définie dans I'exercice 3, appartient a .7’ (R).
i) SiT € '(R™) et p € .¥(R"), alors

R"3> 2z (Txo)(z) :=T(p(x—"-)) eC

définit une fonction C'* sur R", qui appartient a ./ (R") et satisfait m =pT.

1. Montrer que

vp (1/x)(¢) = lim de, Vo e Z(R).
=70 eclal<1/e T
2. En déduire que Vm) = — 7 sgn. On donnera un sens a cette égalité.

3. (Transformée de Hilbert) On définit la transformée de Hilbert sur L*(R) par
Hf = F (—zsgnf) Y feLX(R).
Donner un sens au résultat suivant, et le montrer :
Hf = %Vp(l/x) x f, V f € L*R).

4. Bonus: montrer quevp (1/z) € ./'(R).



