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Exercice # 1. (4 p.) Soit 1 < p < o0. Soit

@((an)nzo) = Z

n>0

ap,
n+1

@

a) Sil <p < ooet(a,)n>o € P, montrer que la série qui apparait dans (1) est convergente.

b) Sil < p < oo, montrer que ¢ est une application linéaire et continue sur /7.

c) Lesrésultats précédents restent-ils vrais sip = co?

Solution. a),b) Lidée sous-jacente estl'utilisation del'inégalité de Holder. Nous identifionsla suite (ay, ),>0

aune fonction f : N — R, etla suite (1/(n + 1)),,>0 2 une fonction g : N — R. Soit ¢ le conjugué de p.
Largument-clé consiste & montrer que

(1/(n+1))u>0 € £, ouencore |g||, < oo. 2)

Preuve de (2) si1l < p < oo. Dans ce cas, nous avons 1 < g < oco. Le critére de Riemann montre que la

. 1 s
série HZ% m converge, d’ot (2).

Preuve de (2) sip = 1. Cette fois-ci, nous avons ¢ = oo, et ||g||., = sup,q|1/(n 4+ 1)] =1 < oo.

Findelapreuve. En utilisant : (i) I'inégalité de Holder ¢? — ¢4 (ii) le lien entre série et intégrale pour les séries
absolument convergentes; (iii) la définition de la norme || || ,» nous obtenons que la série de (1) converge,
et, de plus (avec i la mesure de comptage sur N),

fge L' (N, p), (3)
n)n> - d
¢((an)n>0) /Nfg I 4
1/p
[p((an)nz0)l < gl If1, = llgll, (Z !an!p> : ©)
n>0

De : (i) (3)-(5); (ii) la linéarité de l'intégrale des fonctions intégrables, on obtient que ¢ est linéaire et
continue, de norme < [|g||,.

. 1 ,
) Prenons a,, = 1,V n > 0. Alors (a,),>0 € ¢°°, mais la série de (1) vaut Z ——— = 00. Les résultats

n20n+1

précédents ne sont donc plus valides sip = oco. O

Exercice # 2. (7 p.) Nous travaillons dans I =|0, co] avec la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue.
Soit 1 < p < 0. Soit f € £P(I). Soit

F(z):= /wa(t) dt, V> 0.

a) Montrer que F est bien définie.
Nous admettons par la suite que F est continue.



b) Soita := P _2 . En utilisant 'inégalité de Holder, trouver des constantes explicites C' < coeta € R
p

telles que

z 1/p
F(z)] < Ca® (/0 £ £ (1) dt) V>0,

(6)
c) Endéduire 'inégalité de Hardy
= F () p \" / >
dr < | —— Pdx. 7
| B () [ rora ™
Solution. a) La mesure de Lebesgue du borélien |0, x| étant finie, nous avons
fe gp(l) — f|]0,x[ S .,2””(]0, 93[) — f‘]()’x[ S 31(]0,33[) — F({E) bien définie.
Par la suite, nous allons utiliser les deux identités suivantes :
v 1 * 1
L/t%h:___ﬁﬂ = ——2" V> —1,Vz >0, (8)
0 b+1 o Ob+1
o 1 * 1
/ 2Cdr = et =—— " Ve< —1,Vt > 0. )
. c+1 ot c+1

b) Soit g = p/(p — 1) le conjugué de p. En utilisant : (i) I'inégalité de Holder; (ii) (8) avec b = —aq =
—1/p > —1, nous obtenons

x x 1/P x l/q
K:tfuﬂ ddg(%ZtﬂﬂﬂVﬁ) (At qﬁ)
= ZW P dt v ! 1*@1m (10)
= ([ erorar) ()
T 1/p
=C'r® ap P ’
. (/t 70 t)

1 1/q ( P )(pl)/p ( 1) 1 (p_1)2 2 1
C= = (= a=(1--)-=("—) =1-2+ . (11)
(1—1@) p—1 p P

q p p
¢) En utilisant : (i) (10); (ii) le théoréme de Tonelli; (iii) (9) avecc = ap — p = =2+ 1/p < —1;(iv) (11),
nous obtenons (ennotantquec+ 1 =ap—p+1=—-1+1/p)

< B p o0 T o0 o0
/ FOF 4 <cr | [Cemisopaan= [T erigop a0 o
0 P 0 0 0 t

:—@/‘Wfth———¢”wﬁ:w——/‘wlwwﬁpﬁ
[ eer L £0)
qui est I'inégalité souhaitée car, en utilisant (11) et la définition de «, nous avons

p
1
cr L —(L> etap—1+—-=0.
p—1 p—1 P

Exercice # 3. (4 p.) Nous travaillons dans R avec la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue. Soit 1 <
p < 0. Soit f € ZP(R). Soit

[F(x)] =

avec

]

_ fy) .
F(x).—/leL@_y)zdy,‘v’ eR.

Montrer que F est bien définie (en tout point = € R) et bornée.
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1 )
5 Vx € R. Clairement, g est

. . . . , N 1 + T o e
continue, donc borélienne. Les conclusions suivent alors du théoreme de Young, a condition de montrer

que

Solution. Nous reconnaissons la formule F' = f % g, ou g(z) =

g € Z9R), avec qle conjugué de p. (12)

Preuvede (12) si1 < g < oo. Nous avons

/ lg(2)|%(z) dox < / lg(x)| dx = / g(x)dr = arctan x =7 < 00.
R R R r=—00
Preuve de (12) si ¢ = oo. Nous avons
9]l < suplg(z)] =1 < oo, 0
z€eR

Exercice # 4. (4 p.) Soit H un espace de Hilbert réel, de norme | || et de produit scalaire ( , ). Soita € H
tel que [la]| = 1. Soit C' := {z € H; (x,a) < 0}.

a) Montrer que C' est un ensemble convexe, fermé et non-vide.
b) Sixz € H \ C, montrer que pc(z) = = — (x,a)a.

Solution. a)Clairement, 0 € C (douC estnon-vide), et C' est fermé comme image réciproque de | — oo, 0]
par la fonction continue x +— (x, a). Par ailleurs, siz,y € C'ett € |0, 1], nous avons

— — —_— <
(A=t +ty,a) = (1 —t)(x,a) + _t_(y,a) <0,
>0 <0 20 <o

dot (1 —t)x + ty € C et donc C convexe.

b) Soitz € H \ C (donc nous avons (x,a) > 0). Soity = = — (z,a)a. D'apres la caractérisation de la
projection sur un convexe fermé, nous devons montrer que y € C' et que

(x —y,z—y) <0,VzeC. (13)

Preuve dey € C'. Nous avons (y, a) = (x,a) — (z,a) (a,a) =0, dotla conclusion.
~——

2
=[a]"=1

Preuve de (13). Soit = € C'. Nous avons

<JZ —Y - y) :<<l’, CL)CL, 2=+ <J], CL)CL)
= y 5 - 9 + 9 ) = ) Y S 0 D
(. aa, 2) — (W@ + (o, a¥ra) (a,a) = (2,0} (a, )
=1 >0 <0
Exercice # 5. (6 p.) Soit f : [0, 27] — C une fonction de classe C' telle que f(0) = f(27).
a) Sin € Z \ {0}, calculer ¢,,(f) en fonction de ¢, (f').
b) En utilisant 'égalité de Parseval pour f’, en déduire que

o0

Z n?|ea(f)? < oo. (14)

n=—0oo

¢) Endéduire que

Z len(f)] < oc. (15)

n=—0oo



mx

d) En déduire que la série Z cn(f)en converge normalement sur [0, 27] vers f. (Ici, e, (z) := €7,

n=—oo

Vo el0,2n],Vn € Z.)

Solution. a) Nous avons, en utilisant : (i) le caractére C'! de f; (i) une intégration par parties; (iii) 'hypo-

these f(0) = f(2n) :

/ 1 2 —wmnz ¢/ 1 —mnx T=am 2 —mnx
all) =5 [ e de = [ @IS g [ e do o
=(f(2m) = f(0)) +men(f) = men(f),
d’olt en particulier
en(f) = %cn(f’), ¥n e zZ\ {0}, a7

b) En utilisant : (i) (16); (ii) légalité de Parseval pour ' € C([0,27]) C £*(|0, 27]), nous obtenons

S OF = S leal P = 5= [ 1 0P dt < oo,

¢) Nous avons, en utilisant : (i) 'inégalité de Cauchy-Schwarz; (ii) le critére de Riemann pour la série

1 .. .
Z — ; (iii) la question b),
n#0 n

D lealDI =leol N+ Y leal ] = leolf )|+Z%n\cn(f)

n#0 n#0
| 1/2 1/2
<leo(f)] + (Z n—) (Z n2|cn(f)|2> < o0.
n#0 n#0
<oo (Isigmann) <oo‘(ge b))

d) Nous avons ||c,,(f)en|l,, = |ca(f)]. En utilisant cette égalité et la question c), nous obtenons que la
série Z cn(f)en est normalement convergente (et donc en particulier simplement convergente) vers

une limite que nous notons h. Il reste a vérifier que, sur [0, 27|, nous avons A = f. Notons g le prolon-
gement par 2m-périodicité de f. Les hypotheses f € C'([0,2n]) et f(0) = f(27) nous assurent que g
est de classe C'! par morceaux, et continue. En utilisant : (i) le fait que, si une suite de nombres com-
plexes converge vers une limite ¢, alors toute sous-suite converge vers /; (ii) le caractére continu et C'!
par morceaux de g; (iii) le théoreme de Dirichlet appliqué a g, nous obtenons, pour tout = € [0, 27] :

o] N

W)= 3 clfeats) = Jim 37 calfenln) = g(x) = f(2). a



