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Eléments de correction

Exercice # 1. (2 p.) Nous travaillons dans (X, .7, p1). Soient 1 < p, ¢ < 0o deux exposants conjugués.
a) Rappeler I'inégalité de Holder pour f € ZPetg € Z1.
b) Montrer que cette inégalité devient égalité pour g := | f|* ' sgn f.

Solution. a) Deux réponses acceptées : [ [fg| < [ f[,lgll, ou [ fg| < 1£1,llg]l,- b) Avec g comme dans
énoncé, nous avons fg = |fg| = | f|F, et donc, en utilisant les relations pg = p+ get1/p+1/qg =1,

s
tial, = (f1e7) (o) "= (Jue) (Jue) = fue a

Exercice # 2. (3 p.) Nous travaillons dans R" avec la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue. Soient
A, B deux boréliens bornés de R™. Montrer que x4 *x xp € £, V1 < r < oo.

Solution. Les fonctions f := x4 et g := xp sont boréliennes. D’apres I'inégalité de Young, il suffit de
montrer que f € £ etg € £". Avec \, la mesure de Lebesgue, nous avons d’une part || f||, = [ x4 =
An(A) < 0o (car A est borné et donc sa mesure de Lebesgue est finie). D'autre part, si 1 < r < oo, alors

lgll, = (/ !xBI’”) " = (/XB)I/T = (A (B)Y" < o,

Enfin, |g| < letdonc||g| < 1,dotg € Z. O

Exercice # 3. (7 p.) Soit H un espace de Hilbert (réel). Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H.
a) Expliquer pourquoi F est « naturellement » un espace de Hilbert.

b) Siz € H,rappeler:(i)ladéfinition;(ii) le résultat d’existence; (iii) la caractérisation a 'aide du produit
scalaire de y == pp(z).

¢) Onsuppose F' de dimension infinie et séparable. Rappeler : (i) la définition; (ii) le résultat d’existence
d’une base hilbertienne (e,,),>; de F..

d) Sous les hypotheses et avec les notations des questions précédentes, montrer que y = Z(x, €n)en-
n>1
Indications. Pour montrer que la série définissant y converge, on pourra utiliser I'inégalité de Bessel
pour z. Par la suite, on pourra commencer par calculer (z — y, ex), avec k > 1.

Solution. a) F' hérite de H un produit scalaire et la norme associée. Par ailleurs, F' étant fermé dans H
qui est complet, F' est complet.

b) (i) y ales propriétésy € Fet |z —y|| < |z — 2|, V2 € F';(ii) son existence (et unicité) vient du fait
que F est convexe et non-vide (car s.e.v.), et fermé (par hypothese); (iii) y est caractérisé pary € F et
(x —y,w) =0,YVw € F.

¢) (i) Une base hilbertienne est une suite orthonormée (e,,),>1 de I telle que, pour tout w € F, w =
Y s {w, en)e,. (ii) Tout espace de Hilbert de dimension infinie et séparable en admet une.



d) Linégalité de Bessel donne (1) Z(az, en)? < ||lz]* < oo. Comme F est complet et (e,,),>1 est une suite
n>1

orthonormée de F’, (1) implique que la série Z<£B, en)e, converge dans F. En particulier, y € F.

n>1
N N
Nous avons, si N > k, (v — Z(z, €n)en, k) = (T, ex) Z x,en){en, ex) = (x,ex) — (x,ex) = 0. En
n=1 n=1
faisant N — oo dans ce qui précéde, nous trouvons que (x — y, ex) = 0,Vk > 1.
N N
Soitw € F. Nous avons (x — v, Z(w, en)en) = Z(w, en){x —y,e,) = 0, puis, en faisant N — oo
n=1 n=1
dans cette égalité, (z — y, w) = 0. O

Exercice # 4. (6 p.)
a) Dans le cadre des séries de Fourier, rappeler : (i) 'intervalle;; (ii) la mesure; (iii) les normes || || » 1<
p < 00, considérés.
Dans ce qui suit, f, g : R — C sont des fonctions continues et 2r-périodiques. On pose
1 qom

fxg(x) = o /. flx—y)g(y)dy.

b) Montrer que f x g est : (i) bien définie; (ii) continue; (iii) 27-périodique.
¢) Montrer que ¢, (f * g) = ¢, (f)cn(g),Vn € Z.

d) Montrer, en utilisant 'égalité de Parseval, que
D lenlF 91 < [ Flllglly
nez
et en déduire que la série de Fourier de f * g est normalement convergente.

2w 1/p
Solution. a)(i) I =]0, 27?[;(ii)2i/\(avec)\lamesure de Lebesgue sur 1); (iii) || f[|,, = (QL/ |f(x)P dx) .
T T Jo

b) (i), (ii) On applique le théoréme de continuité des intégrales a parametre. Lhypothese clé est la majo-
ration. Or, nous avons

|f(z—1y)g(y)| <sup|f|supl|g] = C < oo(carles fonctions continues et périodiques sont bornées),
R R

et dans notre cadre une constante est une majorante intégrable.
(iid) f * g(x + 2m) = /fx+27r— dy——/fx— y)dy = f*g(x).

c) Les fonctions con51derees ci-dessous étant bornées sur le compact [0, 27]2, nous pouvons appliquer le
théoréme de Fubini pour mener les calculs suivants (avec le changement de variables z = = — y)

2
cn(f*g):%/o f*g(x)e macdx_H (/ flz—y)g(y)d >€—mzdx
2T 2T
= Lz / ( / fle—y)gly)e™™ dw) dy
1 . m(m— ) —mn
- 0 (/ (x v dx) g(y)e "™dy
27r y

4 2

1 () —ony
=1z . dz | g(y)e " dy
1
T An?

e d”‘) g(y)e ™ dy = cu(f)en(g).



d) Suivons I'indication. Nous avons

1/2 N 1/2
zm *gr—Zm Mlen(s) (Zm ) (zmgn?) |

d’ot, en faisant N — oo et en utilisant I'égalité de Parseval,

1/2 1/2
D lenl(f xg)| < (ji:!cn(fﬂ2> (jg:lcn(gﬂ2> = [fl2llgll, < o0

nel nez nez

(car f et g sont bornées).

Enfin, comme ||c,,(f * g)en|, = |en(f * g)|, I'inégalité que nous venons de montrer implique la
convergence normale de la série de Fourier Z cn(f % g)e,de fxg. O
nez

Exercice # 5. (7 p.) Nous travaillons dans R avec la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue. Soit 1 <

p < oo.Soient g,k : R = R, g(z) = e 1, h(z) == —g(z)sgn(z), Vo € R. (Donc h(z) = ¢'(z),
Vx # 0.) Nous admettons sans preuve que g, h € £, V1 <r < oco.Sif € £P,posons F' := f x g. Le
but de cet exercice est de montrer que : (i) F € C; (ii) ' = f * h.

a) Montrer (i) et (ii) si f € C°(R).
b) Conclure.

Pour le point b), on pourra utiliser sans preuve le « théoréme de Weierstrass » suivant. Si: () (F};) C
C'(R); G F, G € C(R); (jj) F; — F simplement; (jjjj) Fj — G uniformément, alors : () F € C"; (£0)
F'=G.

Solution. a) Nous avons f € C>®(R)etg € Z'. Daprés un résultat du cours, ' € C* (dou (1)) et
= f"x g, Cest-a-dire F'(x / f(x e W dy,Vz € R. A partir de cette égalité, nous obtenons

(if) comme suit. Soit R > 0 tel que f(x — y) = 0'si |y| > R. Nous obtenons, par IPP,

R 0 R
— Mo _ =1yl gy = I _ Y Mo _ —v
| ra—wetay= [ pe—neds [ ra-pera

=[—ﬂx—wﬁﬁiR+/Rﬂx—w¥@H{—f@—yﬁﬂﬁf

_/ORf(x—y)eydy:/_Zf(x—y dy—/fx— y)dy = f*h(z).

b) Soit (f;) C C°(R) telle que f; — f dans Z7. Nous allons suivre I'indication et montrer que f; x g —
f * g simplement (en fait uniformément) et que f; * h — f * h uniformément. Linégalité de Young
donne, avec ¢ le conjugué de p,

(i x 9= Fxg) @) = I[(f; = )+ 9@ <5 = fll, 9l

etde méme pour |(f; * h — f x h)(z)|. Les conclusion suit de ce qui précéde etle faitque g, h € 7. [



