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Exercice # 1. Soit 1 < p < 00. Soit
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a) Sil <p < ooet(a,)n>o € P, montrer que la série qui apparait dans (1) est convergente.
b) Sil < p < oo, montrer que ¢ est une application linéaire et continue sur /7.

c) Lesrésultats précédents restent-ils vrais sip = 0o0?

Exercice # 2. Nous travaillons dans I =]0, oo[ avec la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue. Soit
1 <p < o0.8oit f € LP(I). Soit

F(z) = /Ox f(t)dt, Vx> 0.

a) Montrer que F est bien définie.
Nous admettons par la suite que F est continue.
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b) Soita := P~ Enutilisant l'inégalité de Holder, trouver des constantes explicites C' < coeta € R

2

telles que
x 1/p
|F(x)| < Cz® (/ tPIf(t)P dt) , Vo > 0. )
0
c) En déduire l'inégalité de Hardy
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Exercice # 3. Nous travaillons dans R avec la tribu borélienne et la mesure de Lebesgue. Soit 1 < p < co.
Soit f € ZP(R). Soit

_ fy) .
F(x) .—/leL(x_y)zdy,‘v’ eR.

Montrer que F est bien définie (en tout point x € R) et bornée.

Exercice # 4. Soit H un espace de Hilbert réel, de norme || || et de produit scalaire (, ). Soita € H tel que
la|]| = 1. Soit C' :={z € H; (x,a) < 0}.

a) Montrer que C' est un ensemble convexe, fermé et non-vide.
b) Siz € H\ C, montrer que pc(z) = z — (z, a)a.

Exercice # 5. Soit f : [0, 2] — C une fonction de classe C* telle que f(0) = f(27).
a) Sin € Z\ {0}, calculer ¢,,(f) en fonction de ¢, (f").



b) En utilisant 'égalité de Parseval pour f’, en déduire que

o
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¢) Endéduire que

D lenl(f)] < oo 5)

n=—0oo

d) En déduire que la série Z ¢n(f)en converge normalement sur [0, 27] vers f. (Ici, e, (x) = ™7,

n=—oo

Ve el0,2n],Vn € Z.)



