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Auto-évaluation # 2
POLYNOMES ORTHOGONAUX, METHODES DE QUADRATURE

Définitions, notations

(i) Un polynéme P € R[X] est unitaire si le coefficient de son mondme du plus haut degré
est 1. Exemple: P = X3 — 3X? + 4 est unitaire.

(ii) Par abus de notation, si P € R[X], nous notons encore P la fonction polynomiale z +—
P(z),z € [0,1]. Rappelons que deux polyndémes P, ) € R[X] sont égaux si et seulement
si les deux fonctions polynomiales associées sont égales.

1
(iii) Une formule de quadrature sur [0, 1] est une « approximation » de l'intégrale / f(z)dx
0
d’une fonction f continue sur [0, 1] par une somme de la forme

k

I(f) = wif(x;),

j=1

ou les k neeuds distincts z1, ...,z € [0, 1] et les k poids w1, ..., wr € R sont fixés. (Le
nombre entier k > 1 peut varier selon la formule de quadrature.)

(iv) Une formule de quadrature est d’ordre au moins n si
1
I(P) = / P(x)dz, VP € R, [X].
0
(v) Une formule de quadrature est d’ordre n si
1
I(P) = / P(z)dz, VP € R,[X],
0

3Q € Ryaa[X] tel que I(Q) # /0 Qlx) da.

Exercice # 1. (Vrai ou faux) Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou
fausse et justifier briévement la réponse donnée.

1. L’application
0 RLUX] X R,X] = R, o(P,Q):= ) Pk)Q(k),YPQ € R,[X],
k=0

définit un produit scalaire sur R, [ X].

2. Méme question que la précédente, mais cette fois-ci sur R[.X].

1



3. On se donne un produit scalaire ¢ sur R[X].
(@) Ilexiste au plus un polynéme unitaire de degré 2 orthogonal aux polynémes 1 et X.
(b) Ilexiste un polyndme unitaire de degré 2 orthogonal aux polynémes 1 et X.

N

. Il existe une formule de quadrature d’ordre au moins 0 avec k = 1.
5. Il existe une formule de quadrature d’ordre 1 avec k = 1.

6. 1l existe une formule de quadrature d’ordre au moins 2 avec k = 3.

Exercice # 2. On sedonne knoeuds 0 < 2y < ... < xp < 1.
1. Trouver un polyndme P € Ryi[X]telque P(z;) = 0,5 =1,...,k et P(x) > 0,Vz €
0,1\ {1, ...,z }.

2. Montrer qu'il n’existe pas de formule de quadrature a k£ nceuds et d’ordre au moins 2k.

Exercice # 3. Nous travaillons dans l'espace C'([0; 1], R) des fonctions réelles continues sur
[0; 1], muni du produit scalaire

() = / f(z) g(z) dz, ¥ f,g € C(0; 1], R),

et dela norme || || induite par ce produit scalaire, c’est-a-dire

1 1/2
= ([ Paa) vrecmip.
0
On définit P, := 1 (le polynéme constant 1), P, := X — 1/2et, par récurrence pour n > 2,
(XPiot, Pt [Pac’
1Ps | |1 P—a |
1. (a) Calculer Ps.

(b) Montrer que P, a deux racines distinctes, les deux dans [0; 1].

Ap =

Pn = (X — /\n)Pn—l — [LnPn_Q.

(c) On considere une formule de quadrature avec comme nceuds les racines 1, x5 de
P, et avec des poids wy, wo a déterminer.

(i) Montrer qu’il existe un seul choix de w; et ws tel que la formule soit d’ordre au
moins 1. A partir de maintenant, nous fixons wy, wy de sorte que la formule de
quadrature soit d’ordre au moins 1.

(ii) Montrer que la formule de quadrature est d’ordre au moins 2. (On pourra éva-
luer I(P,).)

(iii) Soit P € R3[X]. En considérant la division euclidienne de P par P,, montrer
que la formule de quadrature est d’ordre au moins 3.

(iv) Quelest l'ordre de la méthode de quadrature?

2. Montrer, par récurrence sur n et apres les avoir vérifié pourn = Oetn = 1, les propriétés
suivantes :

(@) P, estun polynéme unitaire de degré n.
b) {F,...,P,}estunebasede R, [X].
(¢) Sin > 1,alors (P,, P,) =0,V¢e€{0,...,n—1}et(P,,Q) =0,VQ € R, 1[X].



