Exercice 7 " - Une preuve du théoréme des séries alternées [Signaler une erreur] [Ajouter & ma
feuille d'exos]

Enoncé ¥

Le but de l'exercice est de démontrer le théoréme des séries alternées : si (a,) est une suite
décroissante de réels positifs qui tend vers 0, alors la suite (S,,) définie pour n > 0 par

n

Sn = Z(_l)ka’k

k=0
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est convergente. On pose pour n > 0, u, = Sy, et v, = San 1.

Démontrer que les suites (u,,) et (v, ) sont adjacentes.

En déduire que la suite (S,,) est convergente. On note /£ sa limite.

Justifier que, pour tout n € N, v,, < /¢ < u,,.

4. On suppose pour toute la suite de l'exercice que a,, = n%l Donner un algorithme donnant un

W N =

encadrement de ¢ d'amplitude inférieur ou égal a 1075.
5. Dans cette question, on va prouver que £ = In 2.
5.1. Pour n > 1 et z € [0, 1], justifier l'égalité

(_1)n+lmn+1

1
=1l-z+---4+(-1)"z" +
1+ (=1) 1+

1 n+l
I, = / LA
0o 14z

5.2. On pose, pourn > 1,

Démontrer que (I,,) tend vers 0.
5.3. Conclure.

Indication P
Corrigé P

Exercice 8 i - Série harmonique [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
n 1
Pour n > 1, onnote H, =3, | +.

1. Démontrer que, pour tout n > 1,
In(n+1) < H, <1+ In(n).

2. En déduire un équivalent de H,,.

3. On pose pour n > 1, v, = H, — In(n + 1). Vérifier que, pour n > 2,

Uy, — Up_1 = % —ln(l—{—%).

4. Etudier la monotonie de (v,). En déduire que (v,) est convergente. On note ~ sa limite et on
pose pour n > 1, w, = H, —In(n + 1) —~.

5.
5.1. Vérifier que, pour tout z > 0,

B T (z—1)
ln(l—l—m)—w—/o (1—i—t)2dt

5.2. En déduire que, pour tout z > 0,

2

n(l+z) — 2| < %

6. Démontrer que, pour tout n > 2,

1
|wn - /wnfl| < ﬁ

7. Soit M > N > 1. Démontrer que
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M11
IS

k=N+

8. En déduire, sous les mémes hypotheses, que

w w
’M N’—2N

puis que

lvy 7\_2N

9. Ecrire un algorithme permettant de calculer une valeur approchée de v a 10~° prés.

Indication P

Corrigé P
Exercice 9 wiwww - Somme de la série des inverses des carrés [Signaler une erreur] [Ajouter a ma
feuille d'exos]

Enoncé ¥

Le but de l'exercice est de calculer Zn>1

1. Soit f une fonction de classe C" sur [0, 7]. Démontrer que
i 2n + 1)t
/ £(t) sin(%)dt in 0.
0

2. On pose A4,(t) = 3 + Y., cos(kt). Vérifier que, pour t €]0, 7], on a

sin((2n + 1)t/2)

Anlt) = — sin(¢/2)

3. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n > 1,

/ (at® + bt) cos(nt)dt = —
0

n

Vérifier alors que
/ (at? + bt)A,(t) = S, — s
0

olionaposé S, =1 | -7

s . 2 2
4. Deduire des questions précedentes que S,, — %

Indication P

Corrigé P
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