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ECRIT BLANC : POLYNOMES DE BERNOULLI ET FORMULE DE STIRLING

Le but de ce probleme est de montrer la formule de Stirling
nl ~V2rn (E>n 0))
e

La preuve de (1) proposée ci-dessous repose sur trois ingrédients : les polyndmes de Bernoulli,
la formule d’Euler-Maclaurin, et le calcul des intégrales de Wallis.

I Premiers polynomes de Bernoulli

Définitions.

(i) Pourm = 1,2, les fonctions de Bernoulli B,, (désignées traditionnellement comme poly-
ndmes de Bernoulli) sont d’abord définies sur [0, 1] par :

1 1
By (x) ==, By = 2By, / Bs(x) dx = 0. )
0
(ii) Le nombre de Bernoulli by est défini par by := Bs(0).
Questions.

1. Déterminer By(x), z € [0, 1], et lavaleur de bs.

2. Montrer que By(1) = by.

A partir de sa définition sur [0, 1], B, est définie sur R par prolongement par 1-périodicité,
cest-a-dire By(x) := By({z}), Vo € R, ot {x} estla partie fractionnaire de .

II Formule d’Euler-Maclaurin

1. Soit g € C'*([0, 1]). Montrer que

390+ 590 = [ gzt [ Bila)g(a) de ®

2. Soit g € C?([0, 1]). Montrer que
' by / / ' 7

390+ 390 = [ g@)dr+ 2 ) =g O) =5 [ Baa)g' @) e @
3. Solentn € N,n > 2, et f € C?([1,n]). Montrer la formule d’Euler-Maclaurin

W+ 10+ 30 = [ f@)de+ 20 m) - 70

i=2 ' (5)
_ % /1 Bo() f"(z) dz.

(Indication : on pourra utiliser la 1-périodicité de B, et se ramener a (4).)
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III Intégrales de Wallis

w/2
Définition. Pour n € N, l'intégrale de Wallis I,, est définie par I,, := / (sinx)" du.
0

Questions.
n—1
1. Montrerque [,, = ——1,, 5, Vn > 2.
n
2. En déduire que le produit P := (2p + 1) I5, I5,+1 ne dépend pas de l'entier p € N.

™
3. Montrer que P = 5"

. Montrer que Iy, o > I, 1 > I, > I5,+1,Vp € N, p > 1, et en déduire que

N

VT <I <L,Vp€N,p21. (6)
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5. Déterminer la formule de 5, et en déduire que

|
(2p): ~ L quand p — 0. (7)
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IV Formule de Stirling

Dans cette partie, f estla fonction f : [1,00[— R, f(z) := Inx, et n est un entier > 2.

1. Ecrire la formule d’Euler-Maclaurin (5) sur lintervalle [1, n].
2. Montrer que l'intégrale / Bs(x) f"(x) dx est absolument convergente.
1

3. En déduire que

1
ln(n!):§lnn+nlnn—n+D+Rn, (8)
avec
D:=—+- dx, R, .= — — = dx. 9
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4. En déduire que, avec C' := e”,0na

n! ~ Cyn (g)n quand n — oo. (10)

5. Utiliser (7) pour montrer que C' = v/27. Conclure.



