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Feuille de TD # 2
POLYNOMES ORTHOGONAUX, FORMULES DE QUADRATURE

Définitions, notations

(i) Un polynéme P € R[X] est unitaire si le coefficient de son mondme du plus haut degré
est 1. Exemple: P = X?® — 3X? + 4 est unitaire.

(ii) Par abus de notation, si P € R[X], nous notons encore P la fonction polynomiale = —
P(z),z € [0,1]. Rappelons que deux polyndémes P, ) € R[X] sont égaux si et seulement
si les deux fonctions polynomiales associées sont égales.
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(iii) Une formule de quadrature sur [0, 1] est une « approximation » de l'intégrale / f(z)dx
0

d’une fonction f continue sur [0, 1] par une somme de la forme

k

I(f) = wif(x;),

j=1
ot les k neeuds distincts z1, ...,z € [0, 1] etles k poids wy, ... ,wr € R sont fixés. (Le
nombre entier £ > 1 peut varier selon la formule de quadrature.)

(iv) Une formule de quadrature est d’ordre au moins n si
1
I(P)= / P(xz)dx, VP € R,[X].
0
(v) Une formule de quadrature est d’ordre n si

1(P) = /0 P(e)dr, VP € R,[X] et3Q € R,y [X] tel que I(Q) # /0 ' O(w) dr.

Exercice # 1. On se donne un nceud z; € [0; 1] et on en cherche un autre, z,, et des poids w; et
ws tels que la formule de quadrature I(f) = wy f(x1) + w2 f(22) soit d’ordre au moins 2.

1. Ecrire le systéme (S) que doivent satisfaire s, wy, wy.
2. Sizy = x9, montrer que r; = 1/2, et que la méthode ne peut pas étre d’ordre > 2.
3. Dans la suite, nous supposons que z; # 1/2.

(@) Montrer que (S) a toujours une et une seule solution (3, wy, ws).

(b) Montrer qu’il existe x5, wy, ws donnant une formule de quadrature d’ordre au moins
2 si et seulementsi |z, — 1/2| > 1/6.



Exercice # 2. Formule de quadrature de Gauss-Legendre. Nous travaillons dans'espace C'([0; 1], R)
des fonctions réelles continues sur [0; 1], muni du produit scalaire

(f.g) = / f(z) g() dz, ¥ f,g € C(0; 1], R),

et de lanorme || || induite par ce produit scalaire, c’est-a-dire

in=([ P i) " vrecqum),

On définit P, := 1 (le polynéme constant 1), P, := X — 1/2et, par récurrence pour n > 2,

XPy 1, Py P’

. - < 1, . 1>’ " = || 1||2’ Pn = (X — >\TL>PTL71 — /,ann72
(| 12—l

Rappelons que :

(i) Les polynémes P, sont unitaires et satisfont (P,, Q) = 0,V Q € R, _1[X]
(ii) Les polynoémes P, sont uniquement déterminés par la propriété (i).
1. Soient(0 < x; < w9 < ... < x4y < 1lesracines de P, comprises dans l'intervalle |0; 1].

(@) Construire un polynéme @ € Ry([X]) tel que
P,(z)Q(z) >0, Va €]0; 1[\{z1, ..., 2}

(b) En déduire que nécessairement ¢ = n.
(c) Montrer que toutes les racines de P, sont réelles, simples et appartiennent a |0; 1[.
2. Soientk € N*et0 < x; < ... <z < 1lesracinesde P,.

(@) Montrer qu’il existe un et exactement un choix des poids wy, . . . , wy de sorte que la
formule de quadrature

I(f):ijf(:cj)

soit d’ordre au moins k — 1.

(b) Pour ce choix des poids, montrer que la formule de quadrature est d’ordre au moins
2k — 1. On pourra, pour P € Ry, _1([X]), considérer la division de P par FP.

() Montrer que la formule de quadrature est d’ordre 2k — 1.

3. On considére une formule de quadrature d’ordre 2k — 1 associée 3 k nceuds 0 < y; <
o<y < LSoitT := (X —y) - (X —yp).

(@) Montrer que (7, Q) =0,V Q € Ry_1[X].

(b) En déduire qu’il existe une et une seule formule de quadrature a k nceuds qui soit
d’ordre 2k — 1, et que ces nceuds sont dans |0; 1[. C’est la formule de Gauss-Legendre.

(c) Donner un autre nom a la formule de quadrature d’ordre 1 a un nceud.
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(d) Ecrire la formule de quadrature d’ordre 3 a deux nceuds.

4. Onconsiderelaformule de Gauss-Legendrea k > 2nceudsxy, . . ., x, depoidswy, . . ., wy.
En considérant, pour chaque 1 < j < k, le polynome

Pj = H (X - mi)2’

1<i<k,i7#j
montrer que w; > 0,V j.

Exercice # 3. Formule Taylor avec reste intégral. Soit n € N. Soit f € C""!(]0; 1], R). Soit

£(0) f'(0) F0) v _ N~ 200
L= X0+ e X e X :jZOTXJ

le n” polyndme de Taylor de f en 0.
Pour z € [0, 1], soit

I = I(2) = / "o 1) D () .

Tl

1. Calculer I; en fonction de f(x) et f(0).
2. Obtenir une relation de récurrence entre [, et I, 1.

3. Montrer la formule de Taylor a 'ordre n avec reste intégral

f(2) =To(z) + / " — " F e dt,

S0 i, St ) e, ¥ € CmH((0; 1))

j=

o
<
3
o

4. On définit, pour y € R,

Jy, siy=>0
Y= 0, siy<0

Montrer que
1 1
f@) = Tula) + o [ o= 0 70 de VY £ € CU(0:) ®
+Jo
Exercice # 4. Noyau de Peano. Le but de cet exercice est d’étudier une formule exacte de l'erreur

E(f) = /O $(@) =Yy fw,), ¥ f € OO 1)),



associée a une formule de quadrature

I(f) =) wj f(=;), ¥V f € C([0; 1], R).

=1
Pour ce faire, nous admettons le résultat suivant (dont on donnera une esquisse de preuve
ala fin de lexercice).

Théoréme. Soit

K(t) = % = wi(zy = )", Vte[0,1],

x>t

le noyau de Peano. Alors K € C"~'([0; 1], R) et

()= / K(t) Fo 0 (¢) dt, ¥ f € C([0: 1], R).

1. Déterminer K pour la formule du trapeze et n I'ordre de la formule.
2. On considére la formule du point milieu.

(@) Déterminer K lorsque n est'ordre de la formule.

(b) En déduire que

B < sl 2 € 011}, ¥ f € CX([0;1) R).
3. (a) SoitU(x) :=x™,Vz € [0;1]. Montrer que /01 K(t)dt = - —1|r 1E(U).

(b) Si K > 0, montrer que

EU)
E <
B < oy
4. On esquisse ici la preuve du théoréme ci-dessus.
(@) Montrer, par récurrence sur j > 1, que la fonction

sup{| f" TV (2)]: @ € [0;1]}, V f € C"TH([0; 1], R).

Y, siy>0

Roym [y ) = ,
Y [y+] {07 siy <0

est de classe C7~! sur RR.
(b) En déduire que le noyau de Peano K est de classe C" 1.
(¢) Avec g;(z) := [(x — t)4]", Vt,x € [0; 1], montrer que F(g;) = K(t),Vt € [0,1].
(d) Soit R, le reste dans la formule de Taylor (1), de sorte que f = T, + R,V f €
C"t([0; 1], R).
i. Montrer que E(f) = E(R,,).
ii. En utilisant la définition de R, et le théoréme de Fubini (justifier brievement
son utilisation), montrer I'identité

B(R) = 5 | 10 [ JRCETI IR SR P2

puis conclure.



