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Feuille de TD # 3
ETUDES DE SUITES

Exercice # 1. Moyenne arithmético-géométrique Soient 0 < zy < 1y deux nombres réels. On
définit, par récurrence sur n, x,, et y, par les formules

T + Yn
Tnal "= /TnUn, Yni1 ‘= 5 Vn éeN.

1. Montrer que les suites (2, ),>0 €t (¥, )n>0 sont adjacentes.
Leur limite est la moyenne arithmético-géométrique M (o, yo) de o et yo.

2. Qui, de z,, et y,, est le plus proche de M (xq, y0)?
3. Sig, = Yn — Ty, VN € N, montrer que

2 82
< < -2 ¥neN.
8y, — "= 8,

4. Soient xg := letyy := 4.

(@) Montrer que
M(1,4) — 2, <2757 yp > 1.
(b) Combien de chiffres significatifs de M (1, 4) donne l'approximation M (1,4) ~ x,?

Exercice # 2. Séries alternées Soit (b, ),,>o une suite décroissante de nombres réels, de limite
0. On pose

So :=bg, S1 :=bg — by, Sy :=0by — by + by, ..., et, en général, S, := Z(—l)jbj.

=0
1. Montrer que les suites (Sax ) x>0 €t (Sax+1)x>0 sont adjacentes.

2. En déduire que (S,,),>0 converge vers une limite ¢ € R.
3. Montrer que

1S — €] < byy1, ¥ € N.

Exercice # 3. Développement en série duIln Pour x €] — 1; 1| et n € N*, soit

J
Sa)ma- LT (- M_Z

fi]=1oo[—= R, f(z):=In(l+z), Vz € — 1;00[.



1. Montrer que f'(z) = Z(—l)jxj, Vel —1;1]
Jj=0
2. Montrer que |f'(z) — S, (x)] < : |_|m, VneN Vel —1;1]
| .
3. Montrer que |f(z) — Sp(x)| < o] VneN Vze]—1;1]

4. En déduire le développement en série entiére

In(l+x)= Z(—1)11?, Ve —1;1].

Jj=1

Exercice # 4. Deux formules pour In 2

On reprend les notations de I'exercice précédant. On se propose de montrer que

1 1 1 1
n2=1—=-+4+-—-+4..-=1i 1) = —1)y7 12
" 237" Jim Sn(1) ;0( "3

(@) Montrer que

n+1

x
_ < * - 1.
1S, (2) f(x)|_n+1,Vn€N,Va:€[0,1[

. 1
(b) Endéduire que |S,(1) —In2| < T Vn > 0, et conclure.
n

Montrer que

1 1 1 "1
In2=1 e+ — | =1 E )
n nlarrolo(n+1+n+2+ +2n> nggo n+k

k=1

Exercice # 5. : Méthode des approximations successives : étude de cas Si « > 0 est un para-
metre, soit

fo i [0;00[= R, fo(z) :=a+In(l +2z), Vo > 0.

1. Montrer que I'équation f,(x) = z a une et une seule solution y(«) €]0; ool

2. On se donne z € [0; co| et on définit la suite (z,),>0 par la récurrence
Tpt1 = falzy), Y0 >0,

Montrer que la suite (z,,),>0 est bien définie, monotone et converge vers y(«). De plus,
montrer que, si zog # y(«), alors x,, # y(a), Vn > 0. (On pourra étudier les cas xy <

y(a), mo > y(a), 7o = y(a).)



3. On suppose zy # y(a). Montrer que

li Tntl — y(Oé) _ 1
1m = .
nooe an —y(a) 14 y(a)

En déduire que, si g # y(«), la suite (z,,),>0 converge vers y(«) allegro ma non troppo :
il existe des constantes C4, Cy €]0; co[ et des nombres 0 < r; < ry < 1tels que

Cir? < |z, —y(a)| < Cory, ¥n > 0.

Exercice # 6. Si § > 1 est un parametre, soit
gs @ [0;00[—= R, gg(x) :=e" — B, Vo € R.

1. Montrer que 'équation gz(z) = z a une et une seule solution z(/5) €]0; co|.

2. On se donne xy > z(/3) et on définit la suite (z,,),>0 par la récurrence
Tni1 = gg(xy), YN > 0.

Montrer que la suite (), >0 a toujours une limite, mais que cette limite est égale a z(3)
si et seulement si xy = z(/3).

Exercice # 7. Récurrences linéaires et matrices Soient 7y, z; € Reta, S € R. On définit la
suite (2, ),>0 par la récurrence

Tpio = QTpi1 + Py, Y0 > 0.

On pose

V, = (x”“) cR% Vn > 0.

n

1. Trouver une matrice A € My(R) telle que V,,,1 = AV,,,¥Vn € N.
2. Si Aestdiagonalisable, exprimer V;, en fonction de V.

3. Casparticulier: calculer x,, siae = 2, 5 = =2, 20 = 2, x; = 3.

4. Calculerz,sia =2,8=—1,20= 1,2, = 2.

Exercice # 8. Trouver le terme général de la suite (z,),>0 donnée par xy = 2, z; = 5, etla
récurrence

Tpao = 3Tpy1 — 22, +2", Vn > 0.

Exercice # 9. Critere d’Abel Soient (ay,),,>0, (b, )n>0 deux suites telles que :

(1) (bn)n>0 est une suite décroissante de nombres réels, de limite 0.

(i) IM € Rtelque |T,| < M, VneN,ouT, := a0+a1+--~+an:Zaj.



Soit

Sn = agby + a1by + -+ + axb, = Zajbj’ VneN.

J=0

En partant de l'identité a; = T; — Tj_4,Vj € N (avec la convention 7_; = 0), montrer
que:

L |Sn—Sul <2Mb,11,V0 < n < m.
2. Lasuite (5,),>0 converge vers une limite ¢ € R.
3. 1Sy — €] < 2M by, ¥ € N.

mx
Application. Siz € R, montrer que la série
n>1

converge si et seulement si z ¢ 27Z.



