Exercice 7 wwww - Avec le critere des séries alternées [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille

d'exos]

Enoncé ¥
Soit f : [0, +00[— [0, +00[ une fonction continue décroissante, de limite nulle en +oo. On pose

Up = frf:Jrl)W f(t) sin(t)dt.

1. Montrer que la série de terme général u,, est convergente.
2. En déduire que lintégrale f0+°° f(t) sin(t)dt est convergente. Quel est son signe?

3. Onsuppose f(xz) > 1/x pour > ;. Prouver que f0+°° f(t) sin(t)dt n'est pas absolument

convergente.

Indication P
Corrigé P
Exercice 8 i - Différence d'exponentielles [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]
Enoncé ¥
Soient 0 < a < b.

. 400 efat,efbt
1. Justifier la convergence de [ =~ “~—*—dt.

2. Soient 0 < z < y. Démontrer que

Ve ™ — gt be ot by ot
[ —a [ - [
x t az t ay t

3. Démontrer que, pour tout réel z > 0,

b L b
e ¥In— S/ ert <e %ln—.

a . a

En déduire que

400 e—at _ e—bt b
/ ——dt=1n—.
0 t a

Indication P
Corrigé P
Exercice 9 i« - Fonction décroissante [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Soit f: [0, +oo[— R une fonction continue décroissante telle que f0+°° f(t)dt converge.

Démontrer que f > 0.
Démontrer que f tend vers 0 en +oo.
Justifier que f;fp f(t)dt tend vers 0 lorsque z tend vers +oo.

En déduire que z f(x) tend vers 0 lorsque z tend vers +oco.

A WN-=
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Exercice 10 www - Equivalence [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]
Enoncé ¥

“+oo €7t

1. Montrer que pour tout z > 0, lintégrale / ry dt est convergente.
T

—_t

+00
On pose F(z) = / eT dtsiz > 0.

2. Montrer que F est de classe C' sur |0, +oo et calculer F'.
3. Calculer lim F(z) et lim F(x).
x~>0+ r—>+00

4. On cherche un équivalent de F(z) lorsque z — 0.

s 0 _t . . ’
4.1. Demontrer que la fonction t — e—t‘l se prolonge par continuité en 0.
4.2. Démontrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout z €]0, 1],

1 et —1
/ dt
. t

4.3. En déduire que F(z) ~ —Inz lorsque z — 0.
5. On cherche un équivalent de F(z) lorsque z — +oo.

] +0o -t
5.1. Montrer que pour tout > 0, lint\'egrale / = dt est convergente.

<C.

+oo __t
5.2. Montrer que pour tout z > 0, / et_2 dt < lF(:Jn)

X
5.3. Alaide d'une intégration par parties, en déduire que F(z) ~ % lorsque x — 400

Indication P

Corrigé P
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Exercice 5 " - Un calcul un peu sophistiqueé [Signaler une erreur] [Ajouter & ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Soitn>1letl <k<n.

1. Calculer la dérivée k-eme de z — z" !t et z — In(1 + z).
2. En déduire la dérivée n-iéme de la fonction suivante : z — z" 1 In(1 + z).

Indication P
Corrigé P
Pour progresser

Exercice 6 i - Valeur approchée de In2 [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Soient f,g: R, — R définies par

9(2) = (z — 2)¢" + (2 +2), f(&) = —— siz # et £(0) =
Démontrer que g > 0 sur R,

Démontrer que f est de classe C' sur R, . Que vaut f'(0)?

Vérifier que f"(z) = (ew—g(l))g pour tout > 0. En déduire que |f'(z)| < 1/2 sur R,.

Sl

. On définit une suite (u,) par vy, = 0 et u,; = f(u,) pour tout entier naturel n. Prouver que,

pour tout n € N, on a
1 n
lup —In2| < <5> In 2.

Indication P
Corrigé P



Exercice 8 www - Un grand classique! [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
On considere f: R — R définie par

0 siz <0
f(m):{ 1

ez sixz>0.

1. Montrer que f est C* sur ]0, +oo[ et que, pour tout z > 0, on a f("(z) = e—%Pn(l/m) ou
P, € R[X].
2. Montrer que f est C* sur R.

Indication P

Corrigé P
Exercice 9 " - Théoréme du point fixe [Signaler une erreur] [Ajouter a ma feuille d'exos]

Enoncé ¥
Soit f : [a;b] — [a, b] une application dérivable. On suppose qu'il existe k €]0, 1] tel que, pour tout
z € [a,b], ona|f'(z)| < k. On dit que v € [a, b] est un point fixe de fsi f(v) = 7.

1. Démontrer que f admet un point fixe.
2. Démontrer que ce point fixe est unique. On le note +.
3. Soit (u,) une suite récurrente définie par uy € [a, b et u,,1 = f(u,). Démontrer que (uy)

converge vers .

Indication P
Corrigé P

Exercice 10 " - Une étude de fonction, fonction réciproque [signaler une erreur] [Ajouter a ma
feuille d'exos]
Enoncé ¥
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = cos(arctan(2z + 1)).
1. Etudier le sens de variation de £, ses limites en +co.
2. Résoudre l'équation f(z) = %
3. Montrer que la restriction de f a [-1/2, +oo[ admet une fonction réciproque g dont on

précisera l'ensemble de définition.
4. Calculer ¢g'(1/2/2).

Indication P
Corrigé P



