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Compacité. Connexité

Exercice # 1. (Principe de preuve pour montrer la convergence d’une suite) Soient (X, d) un
espace métrique, (xj) ⊂ X et x ∈ X.

1. Montrer que xj ̸→ x si et seulement si : il existe ε > 0 et une sous-suite (xφ(j)) tels que
d(xφ(j), x) ≥ ε, ∀ j.

2. Soit x ∈ X. Si toute sous-suite de (xj) contient une sous-suite qui converge vers x,
montrer que xj → x.

Analogue siX = R?

Exercice# 2. (Extraction d’une suite à partir d’une suite de Cauchy) Soient (X, d) un espace
métrique et (xj) ⊂ X une suite de Cauchy. Soit (αk) ⊂]0,∞[ une suite telle que αk → 0.
Montrer qu’il existe une extraction φ : N → N telle que d(xφ(k), xφ(ℓ)) < αk, ∀ 0 ≤ k ≤ ℓ.

Exercice# 3. Dans un espace métrique (X, d), soit (xj)j≥1 ⊂ X telle que xj → x0. Montrer
que l’ensemble {xj ; j ≥ 0} est compact.
Exercice# 4. Montrer qu’un espace métrique compact est séparable.

Exercice# 5.Montrer que toutes les normes sont équivalentes surRn
. (Indication : si || || est une

norme surRn
, montrer que x 7→ ||x|| est continue pour la norme || ||1.)

Exercice# 6. Soit F ⊂ Rn
un ensemble fermé et non-borné. Soit f : F → R une fonction telle

que :

1. f continue.

2. f(x) > 0, ∀x ∈ F .

3. lim inf
x∈F, ||x||→∞

f(x) > 0.

Montrer qu’il existe une constanteC > 0 telle que f(x) ≥ C, ∀x ∈ F .
Proposer des variantes « utiles » de ce résultat.

Exercice# 7. Soit (X, d) un espace métrique. SoientK un compact deX et (Uj)j∈J un recou-
vrement ouvert deK. Montrer qu’il existe un nombre δ > 0 (constante de Lebesgue) tel que :

∀x ∈ K, ∃ j = j(x) ∈ J tel queB(x, δ) ⊂ Uj.

Exercice # 8. Soient (K, d) une espace métrique compact et (Y, δ) un espace métrique. Soit
f ∈ C(K × Y,R).

1. Montrer que l’application g : Y → C(K,R), g(y) := f(·, y), ∀ y ∈ Y , est continue.
(Indication : utiliser le premier exercice.)

2. Montrer que l’application Y ∋ y 7→ max
x∈K

f(x, y) est continue.
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Exercice# 9. Soit (K, d) un espace métrique compact. Soit f : K → K telle que

d(f(x), f(y)) < d(x, y), ∀x, y ∈ K tels que x ̸= y.

Utiliser la méthode des approximations successives pour montrer que f a (exactement) un
point fixe.

Exercice# 10. Soit (X, d) un espacemétrique avec la propriété suivante : il existe une suite (Kℓ)
de compacts tels que∪Kℓ = X etKℓ ⊂ K̊ℓ+1, ∀ ℓ. Un telX est exhaustible par des compacts.

1. Montrer que les espaces compacts et les ouverts deRn
sont exhaustible par des compacts.

2. Montrer queX est séparable.

3. SoitK ⊂ X un compact. Montrer qu’il existe ℓ avec la propriétéK ⊂ Kℓ.

4. Soit f : X → Y (avec Y espace métrique). Si f|Kℓ
est continue, ∀ ℓ, montrer que f est

continue.

Exercice# 11.
1. (Procédé diagonal) Pour tout n ∈ N, soit (xnj )j≥0 une suite bornée de nombres réels. Mon-

trer qu’il existe une extraction φ : N → N telle que la suite (xnφ(j))j≥0 converge pour tout

n ∈ N. (Indication : utiliser le deuxième exercice.)
Généralisation?

2. (Cas « utile » du théorème d’Alaoglu-Bourbaki) Soit X un espace de Banach séparable. Soit
(fj) ⊂ X ′

une suite bornée. Montrer qu’il existe f ∈ X ′
et une sous-suite (fjk) telle

que

fjk(x) → f(x), ∀x ∈ X.

3. (Cas «utile » du théorèmed’Ascoli) Soit (X, d)un espacemétrique avec la propriété suivante :
il existe une suite (Kℓ) de compacts tels que∪Kℓ = X etKℓ ⊂ K̊ℓ+1, ∀ ℓ. (On dit queX
est exhaustible par de compacts. Exemples : les espaces compacts et les ouverts deRn

.) Soit

(fj) ⊂ C(X,C) une suite de fonctions telle que :
(a) Pour tout x ∈ X, (fj(x)) est une suite (numérique) bornée.

(b) Pour tout x ∈ X et ε > 0, il existe δ > 0 tel que

[y ∈ X, d(x, y) < δ] =⇒ |fj(x)− fj(y)| < ε, ∀ j.

Montrer qu’il existe f ∈ C(X,R) et une sous-suite (fjk) qui converge uniformément sur
les compacts vers f .

Énoncer une variante de ce résultat lorsqueX est supposé uniquement séparable.

Exercice# 12. Soit f : Rn → Rm
une fonction continue. Montrer l’équivalence des propriétés

suivantes :

1. (a) lim
||x||→∞

||f(x)|| = ∞.

2



(b) Pour tout compactK ⊂ Rm
, f−1(K) est compact.

Une fonction avec l’une des propriétés équivalentes (a) ou (b) est une fonction propre. 1

2. Si f est propre, l’image (directe) d’un fermé deRn
est fermée.

3. Soit P ∈ C[X] un polynôme non-constant. Montrer que la fonction polynomiale asso-
ciée P : C → C est propre, et en déduire le théorème fondamental de l’algèbre.

Exercice# 13.
1. (LemmedeSteinitz) Soientm,n ∈ N∗

tels quem > n+1. Soientx1, . . . , xm ∈ Rn
.Montrer

que, six ∈ Rn
est combinaison convexe dex1, . . . , xm, alors il existe 1 ≤ i1 < i2 < . . . <

in+1 ≤ m tels que x soit combinaison convexe de xi1 , . . . , xin+1.

2. (ThéorèmedeCarathéodory) L’enveloppe convexed’unepartie compactedeRn
est compacte.

Exercice# 14. Soient K,F ⊂ Rn
un compact convexe, respectivement fermé convexe non-vides

et disjoints. Montrer qu’il existe un hyperplan (affine) fermé de Rn
qui sépare strictement les

deux ensembles. Indication : considérer a ∈ K et b ∈ F tels que

||a− b||2 ≤ ||x− y||2, ∀x ∈ K, ∀ y ∈ F,

et l’hyperplan affineH passant par (a+ b)/2 et orthogonal à [a, b].

Exercice# 15. SoientX,Y deux espaces de Banach etT ∈ L (X, Y ).Montrer l’équivalence des
propriétés suivantes :

1. T (B(0, 1)) est précompacte dans Y .

2. Pour toute suite bornée (xj) ⊂ X, la suite (Txj) contient une sous-suite convergente.

Si T a l’une des propriétés équivalentes 1 ou 2, T est compact, et on écrit T ∈ K (X, Y ).

Exercice# 16. Avec les notations de l’exercice précédent :
1. Si T ∈ L (X, Y ) etR(T ) est de dimension finie (T est de rang fini), alors T est compact.
2. Si T ∈ L (X, Y ) et il existe une suite (Tj) ⊂ L (X, Y ) telle que :

(a) ||Tj − T || → 0 ;

(b) Chaque Tj est de rang fini,

alors T ∈ K (X, Y ).

Généralisation de ce résultat?

Exercice# 17.
1. Soit T ((an)n≥0) := (2−nan)n≥0. Montrer que T ∈ K (ℓp, ℓp).

2. Soient (X,T , µ), (Y,S , ν)deuxespacesmesurés, avecµetν σ-finies.SoitK ∈ L 2(X×
Y ) (préciser le sens de cette hypothèse) et, si f : X → C et x ∈ X, soit

(Tf)(x) :=

∫
Y

K(x, y) f(y) dν(y).

(Préciser le sens de cette définition.) Montrer que T ∈ K (L2(Y ), L2(X)).

1. En anglais, proper function. En français, risque de confusion avec les fonctions propres (en anglais : eigenfunc-
tions) d’un opérateur linéaire.
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Exercice# 18. Pour 0 < α ≤ 1 et f : [0, 1] → R, soient

|f |α := sup

{
|f(x)− f(y)|

|x− y|α
; x, y ∈ [0, 1], x ̸= y

}
,

Cα([0, 1]) := {f : [0, 1] → R ; |f |α <∞}, muni de ||f ||α := |f |α + ||f ||∞.

Soient 0 < β < α ≤ 1 et 1 ≤ p ≤ ∞.

1. Montrer que

|f |β ≤ (|f |α)
β/α (2||f ||∞)1−β/α , ∀ f : [0, 1] → R,

||f ||p ≤ ||f ||∞, ∀ f : [0, 1] → R.

2. Montrer que, si 0 < β < α ≤ 1 et 1 ≤ p ≤ ∞, les inclusions Cα([0, 1]) ↪→ C([0, 1]),
Cα([0, 1]) ↪→ Lp([0, 1]) etCα([0, 1]) ↪→ Cβ([0, 1]) sont compactes. (Indication : utiliser
le théorème d’Ascoli et la première partie de l’exercice.)

Exercice# 19. Le but de cet exercice est d’établir le résultat suivant.
Théorème de Peano. Soit f : [t0, t0 + a] × [x0 − b, x0 + b] → [−c, c] une fonction continue.
Soit d := min(a, b/c). Alors il existe x ∈ C1([t0, t0 + d], [x0 − b, x0 + b]) solution du problème
de Cauchy{

x′(t) = f(t, x(t)), ∀ t ∈ [t0, t0 + d]

x(t0) = x0
. (1)

Pour simplifier les calculs, dans ce qui suit nous prenons t0 = 0, x0 = 0, a = 1, b = 1,
c = 1, de sorte que d = 1.

Montrer le théorème de Peano en suivant la stratégie suivante. Pour j ≥ 1, on définit une
fonction xj, sur les intervalles [k/j, (k + 1)/j], k = 0, . . . , j − 1, par récurrence sur k, comme
suit :

xj(t) := t f(0, 0), si 0 ≤ t ≤ 1/j

xj(t) := xj(1/j) + (t− 1/j)f(1/j, xj(1/j)), si 1/j ≤ t ≤ 2/j

.

.

.

xj(t) := xj(k/j) + (t− k/j)f(k/j, xj(k/j)), si k/j ≤ t ≤ (k + 1)/j

.

.

.

Notons qu’aux points k/j, 1 ≤ k ≤ j − 1, xj est définie deux fois, mais que les deux
définitions sont cohérentes.

1. Montrer que :

(a) |xj(k/j)| ≤ k/j, ∀ 0 ≤ k ≤ j − 1, d’où en particulier la définition de xj a un sens.

(b) |xj(t)− xj(s)| ≤ |t− s| et |xj(t)| ≤ t, ∀ j ≥ 1, ∀ s, t ∈ [0, 1].

4



(c) Si 0 ≤ k ≤ j − 1 et k/j ≤ t ≤ (k + 1)/j, alors

xj(t)−
∫ t

0

f(s, xj(s)) ds =
∑

0≤ℓ≤k−1

∫ (ℓ+1)/j

ℓ/j

[f(ℓ/j, xj(ℓ/j)− f(s, xj(s))] ds

+

∫ t

k/j

[f(k/j, xj(k/j)− f(s, xj(s))] ds.

(d) Avec

Mj := sup{|f(σ, u)− f(s, v)| ;σ, s ∈ [0, 1], u, v ∈ [−1, 1],

|σ − s| ≤ 1/j, |u− v| ≤ 1/j}.
,

on a ∣∣∣∣xj(t)− ∫ t

0

f(s, xj(s)) ds

∣∣∣∣ ≤Mj t, ∀ j ≥ 1, ∀ t ∈ [0, 1].

2. En déduire que la suite (xj)j≥1 contient une sous-suite qui converge uniformément sur

[0, 1] vers une fonction x ∈ C([0, 1], [−1, 1]) qui vérifie

x(t) =

∫ t

0

f(s, x(s)) ds, ∀ t ∈ [0, 1].

3. Conclure.

Exercice# 20. Soit U une partie ouverte et connexe d’un espace normé. Si x, y ∈ U , montrer
qu’il existe dansU une ligne polygonale connectant x et y.

Exercice # 21. Soit C le cercle unité du plan complexe. Soient (X, d) un espace métrique et
f ∈ C(X,C ). Un relèvement de f est une fonction φ ∈ C(X,R) telle que f = eıφ.

1. SiX est connexe etφ1,φ2 sont des relèvements de f ,montrer queφ1−φ2 est unmultiple

(constant) de 2π.

2. Si X est connexe et Re f > 0, montrer que f a un (unique) relèvement φ : X →
]− π/2, π/2[. (Indication : avec ln la détermination principale du logarithme complexe,
prendre φ(x) := −ı ln f(x).)

3. Montrer que tout point deX a un voisinage dans lequel il existe un relèvement. (Indica-

tion : adapter la formule de la question précédente.)

4. SoitX := [0, 1].Montrer que, pour j suffisamment grand (dépendant de f ), et pour tout
a ∈ R tel que f(0) = eıa,

φ(t) := a− ı ln(f(t)/f(0)), si 0 ≤ t ≤ 1/j,

φ(t) := φ(1/j)− ı ln(f(t)/f(1/j)), si 1/j ≤ t ≤ 2/j,

.

.

.

φ(t) := φ(k/j)− ı ln(f(t)/f(k/j)), si k/j ≤ t ≤ (k + 1)/j,

.

.

.

(avec 1 ≤ k ≤ j − 1) est un relèvement de f .
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5. Si X := C et f := id, montrer que f n’a pas de relèvement. (Indication : supposer le
contraire et considérer la fonction θ 7→ ψ(θ) := φ(eıθ).)

6. Bonus. Soit X := [0, 1]2. Soit ψ ∈ C([0, 1],R) telle que f(s, 0) = eıψ(s), ∀ s ∈ [0, 1].
Montrer que, pour j suffisamment grand (dépendant de f ),

φ(s, t) := ψ(s)− ı ln(f(s, t)/f(s, 0)), si 0 ≤ t ≤ 1/j et 0 ≤ s ≤ 1,

φ(s, t) := φ(s, 1/j)− ı ln(f(s, t)/f(s, 1/j)), si 1/j ≤ t ≤ 2/j et 0 ≤ s ≤ 1,

.

.

.

φ(s, t) := φ(s, k/j)− ı ln(f(s, t)/f(s, k/j)), si k/j ≤ t ≤ (k + 1)/j et 0 ≤ s ≤ 1,

.

.

.

(avec 1 ≤ k ≤ j − 1) est un relèvement de f .

7. Bonus. Esquisser une preuve du fait que, siX = Rn
, alors f a un relèvement.

Exercice# 22. SoitA une partie connexe d’un espacemétrique. SiA ⊂ B ⊂ A, montrer queB
est connexe.

Exercice# 23. Soient I ⊂ R un intervalle et f : I → R une fonction continue.
1. Montrer que l’ensemble

A :=

{
f(x)− f(y)

x− y
; x, y ∈ I, x ̸= y

}
est un intervalle.

2. En déduire le théorème de Darboux : si f est dérivable, alors f ′
a la propriété de la valeur

intermédiaire. (Indication : utiliser l’exercice précédent avecB := f ′(I).)
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