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Feuille de TD # 0
Opérations sur les ensembles

Cadre, notations

1. Nous travaillons dans un ensemble fixé X.

2. Les parties (sous-ensembles) de X sont notées A, B, etc. « A est une partie de X » s’écrit A C X ou
X DA.

3. L'ensemble de toutes les parties de X estnoté Z(X).

4. (A;)ies désigne une famille de parties de X, indexée par un ensemble quelconque (donc pas nécessai-
rement fini ou dénombrable) d’indices.

5. Rappelons les opérations usuelles avec les ensembles.
(i) (Union) AUB :={z€ X;x€ Aoux € B}.
(ii) (Intersection) ANB:={zx € X;x € Aetx € B}.
(iii) (Diftérence) A\ B:={zx € X;x € Aetx ¢ B}.

(iv) (Différence symétrique)
AAB = (A\B)U(B\A)={re X;[xr € Aetx ¢ Blou[x € Betx ¢ Al}.

(v) (Complémentaire) A°:= X\ A={x e X;x ¢ A}
(vi) (Produit cartésien) Si X, Y sont des ensembles, alors X x Y := {(z,y); z € Xety € Y}.

6. Une suite (A, ),>, de parties de X est croissante si A,, C A, 1, Vn > k. Elle est décroissante si A,, D
Aper, ¥ > k.

Exercice # 1. (Echauffement.)
a) Dessiner «avec des patates » les ensembles AU B, AN B, A\ B, A%, AAB.
b) Calculer (AAB)AA.

Exercice # 2. (Propriétés fondamentales.) Montrer les propriétés suivantes.

a) AN (UBi) = JAnB)etAu (ﬂBi) = (AU B)).

el el el iel

b) (UAZ)C:ﬂAfet (ﬂAi)C:UAg.

el el iel iel

Q) A\ (UBZ) :ﬂ(A\Bi) et(gAi) \B:ZLEJI(Ai\B)

el el

d) A\ (ﬂBi) :U(A\B,-) et(ﬂAi) \B:ﬂ(Ai\B)

el el i€l i€l
e) <UAZ> X <UBJ) = U AixBjet(ﬂAi) X (ﬂB]> = m AZ‘XBj.
il jed (i.5)eIx] iel jed (i.)elxJ



f) Déduire de la question précédente deux formules pour ( U Ai) X ( ﬂ Bj) , respectivement deux

iel jeJ
formules pour (ﬂ Al) X ( U BJ).

i€l jeJ
Exercice # 3. Soient X un ensemble et A et B deux parties fixées de X.

a) Simplifier les conditions suivantes portant sur la partie C' de X.
HAUC CBUC; ({))ANC cCcBNC; (i) (ANC)U(BNC°) = 0.

b) On définit f : 2 (X) — P(A) x Z(B)par f(C) := (AN C, BN C). Déterminer, pour le couple
(A, B), une condition nécessaire et suffisante pour que f soit (i) injective; (ii) surjective.

Exercice # 4. (Fonction indicatrice.) Soit X un ensemble. Pour une partie A de X, on définit sa fonction
1, size A

indicatrice x4 : X — Rpar xya(x) := {0 A
, six

a) Calculer ypetxx.Pour A C X fixéetY C R, calculer y ;' (Y).

b) Exprimer simplement en fonction de y 4 et x 5 les fonctions x ¢, X anp, X aup (dans le cas général et
dans le cas particulier ot AN B = (), xan, Xs-1(a) (@vec f : Y — X).

¢) Rappelons la notation suivante. Si B et C' sont des ensembles, alors

B¢ = {f : C — B} (l'ensemble de fonctions de C' vers B).

L'application A +— y 4 est-elle une bijection de Z(X) dans {0,1}*?
d) Montrer, a l'aide des fonctions caractéristiques, I'égalité (AAB)AC = AA(BAC).

Exercice # 5. (Suites d’ensembles.) Soit (A,,),>o une suite de parties de X.
Ap = Unzo A,,Vnyg €N.
n>no A, = ﬂnzo A, Vny e N

c) Soit A := Unzo A, Si(Ap)n>o est croissante, alors la suite (x4, )n>0 €st croissante et converge sim-
plement vers x 4.

a) Si(A,)n>o estcroissante, alors Un>n0

b) Si(A,).>0 estdécroissante, alors ()

d) Enoncer et prouver le résultat analogue au précédent pour une suite décroissante.

e) Soit A := Unzo A,.Siles A, sontd. d. d. (deux a deux disjoints), montrer que x4 = Z XA, -

n=0

Exercice # 6. (Image directe, image réciproque.) On se donne deux ensembles X et Y et une application
f: X =Y.
Si A C X,ondéfinit f(A) :={f(x); z € A}.
Si B C Y,ondéfinit f~Y(B) :={z € X ; f(z) € B}.

Montrer les propriétés suivantes de l'image réciproque B +— f~1(B).

a) [ (UBz) =UJr .

el el
b /! (QB) = Qf‘l(Bz-)-

o f7H(B) = (f71(B))".
d) Si, de plus, g est une application de Y vers un ensemble Z, alors (g o )" '(B) = f (g7 *(B)).



Pour 'image directe A — f(A), les relations analogues ne sont pas vraies en général.
e) Montrer que f ( U Ai) = U f(A).
iel i€l
f) Montrer que f ( ﬂ Ai> C ﬂ f(A;) et donner un exemple montrant que 'égalité n’est pas vraie en
général. “ <
g) Montrer par des exemples qu'en général il n’y a aucune relation d’inclusion entre f(A°) et f(A)°.
Exercice # 7. (Injectivité.) Soit f : X — Y une application. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.
a) [ estinjective.
b) VAC X, f7Y(f(A)) = A.
0 Vo e X, fTH(f({z}) = {z}.
Exercice # 8. (Surjectivité.) Soit f : X — Y une application. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes.
a) f estsurjective.
by VBCY, f(fY(B))=B.
o VyeY f(f({y})={y}
Exercice # 9. (Produit cartésien.)
a) Soient A,C € Z(X)et B,D € Z(Y). Montrer 'implication

(AxB)N(CxD)#0 = [ANC #0et BN D # 0.

b) SiAC XetB CY,écrire(X xY)\ (A X B)comme une union finie de produits cartésiens deux
a deux disjoints.

n

c) SiA; C XetB; CY,Vié€[l,n], montrer que (X x Y)\ (U A; X BZ-) s’écrit comme une union
=1
finie de produits cartésiens.

Exercice # 10. (Coupes.) Si F C X x Y/, solent
VeeX, B, ={yeY; (zv,y) € E}etVyeY, BV :={x € X; (z,y) € E}.

a) SiX =Y =R, «dessiner» F, et EY pour une « patate ».
b) SiE:={(z,y) € R*; 2 >0,y >0, v +y < 1}, trouver E, et EY pour chaque z,y € R.

¢) Montrer que (U E) =|J(E)aVr € Xet (U Ei>y =JE), vyey.

1€l T i€l i€l i€l

Exercice # 11. (Union d d. d.) La notation |_| A; est utilisée pour la réunion d’'une famille (A;);c; d’en-
iel
sembles deux a deux disjoints (d. d. d.).

n—1

a) Si Ay, Ay, ..., sontdes partiesde X, soient By := Aget,pourn > 1, B, := A, \ ( U Ai) . Montrer
i=0
que U Az = |_| Bz

b) Montrer que <|_|AZ) X B = |_|AZ- X B.

el el



