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Feuille de TD #1
sup, inf, lim sup, lim inf, dénombrement

Exercice # 1. Soient A, B des parties non vides de R. Montrer que :

a) M = sup A si et seulement si M est un majorant de A et il existe une suite (x,), C A telle que
x, — M. Trouver une caractérisation analogue de inf A.

b) Tout A admetsup A €] — 00, 00] etinf A € [—o0, 00].

c) sup A etinf A sont uniques.

d) sup (—tA) = —t inf A, V¢ €]0, oo[. Donner les formules de sup (tA), inf (tA), inf (—tA).
e) sup(A+ B) =sup A +sup Betinf (A + B) = inf A + inf B.

f) SiAC B,alorsinf B <inf A <sup A < sup B.

g) Si(xn)n>n, C R estune suite croissante, alors lim,, x,, = sup .
n>ng

Trouver I'énoncé analogue pour une suite décroissante.
h) SisupA > x € R, alorsil existeuny € Atel quey > .
i) Montrer que sup (AU B) = max (sup A, sup B).Y a-t-il des formules pour inf (AU B), sup (AN B)
etinf (AN B)?
Exercice # 2. Que devient ce qui précéde si nous considérons des parties non vides A, B de R?
Exercice # 3. Trouver B C A C Rtelsqueinf A = —oo,inf B =0,sup B = letsup A = 2.
Exercice # 4. Trouver A C R tel que sup A et min A existent dans R, mais max A n’existe pas.

Exercice # 5. Soient A, B deux parties non vides de R telles que sup A = inf B.

a) Montrer que pour toutx € Aettouty € Bonax < y. Montrer que pour toute > (il existex € A
ety € Btelsquey —z < e.

b) Inversement, on suppose que pour tout z € Aettouty € Bonax < y. Montrer que si pour tout
e > 0ilexister € Aety € Btelsquey — = < ¢, alors sup A = inf B.

Exercice # 6. Déterminer les bornes sup et inf des ensembles ci-dessous :
T
a) A = {cos <n§> in e N};

12n 4 107"
Ay =4 ———; ;
b) 2 { 3n+2 7”6N}1

c) As := {(1 + sin (n%)) Inn;ne N*}.

Exercice # 7. Calculer

cos(zt + m/4) e~/ (1+%)
sup —————=,  sup ———.
xzo,tpeR 1+ 22 x,tEpR 1+ x4 22

Exercice # 8. Trouver tous les ensembles A C R tels que
sup(tA) =tsup A, Vt € R.
Exercice # 9. Soient a,, ;, € R, Vn, k € N. A-t-on toujours

Sup sup ay = Sup sup Ojn,k?
n k k n

Exercice # 10. Nous considérons une suite (z,), C R.



a) Siliminfz, > limsup z,, alors z,, — lim sup,, z,, = lim inf,, z,,.
n

n

b) Sia <z, <b,Vn > ng,alorsa < liminf, z, <limsup,, z, <b.
¢) Siz, > a,Vn > ngetlimsup, z, < a, alors z,, — a.

d) Donner des exemples de suites (x,,), et (y,), avec lim sup,, (x,, + y,) # limsup,, z, + lim sup,, y,,.

Exercice # 11.
a) Montrer que z,, < y,, Vn > ny = limsupz, < limsupy,.

n n

b) Quelles sont les hypothéses implicites de la question précédente?

Exercice # 12. Trouver une suite réelle (a,,), telle que sup,, a,, = 4, limsup,, a,, = 2, liminf, a,, = 1 et
inf,, a,, = 0.

Exercice # 13. Calculer lim sup,, z,, et lim inf,, z,, pour les suites définies pour tout n € N respectivement
par les formules :
a) x,:=1/(n+1).
b) x, == (n+1)CY",

0 = (2 cos (n5)) 5.7
Ty, = cos | n— .
2 2n + 1

11n + 2 cos(nm)

VA2 +n—1

d) z, =

Définitions

Soit (A, )n>n, une suite de parties d’'un ensemble X. Les ensembles lim sup,, A, et liminf,, A, sont
définis respectivement par les formules

limsup A,, := ﬂ U Ag, liminf A,, := U ﬂ Ap.

n>ng k>n n>ng k>n

Exercice # 14.
a) Montrer que x € limsup,, A, si et seulement si z appartient a une infinité d’ensembles A,,.

b) Montrer que x € liminf,, A, si et seulement si il existe un ny (qui peut dépendre de = € X) tel que
re A, Vn>n.

c) Pourtoutxz € X, montrer les égalités

Xhm sup An (37) = lim sup xa, (:E)7 Xhm inf An (.T) = hmnmf XA, (.T) :

d) Soit (A,)n>n, une suite croissante de parties de X. Montrer que

limsup A,, = liminf A,, = U A, Vg > nyg.

n>ni

Quel est 'analogue de cette formule pour une suite décroissante ?

e) Montrer que

limsup A,, = (lim sup Agn) U (lim sup A%H) ,

lim inf A,, = (hmn inf Agn) N (nn; inf A2n+1> .
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Exercice # 15. Déterminer les limites supérieures et inférieures des suites suivantes d’ensembles :
a) Ajet Aydonnés, A, = A,,_»,Vn > 3.

b) Agn = [—1, 2+ n’l[et A2n+1 I:] -2 n’l, 1],Vn > 1.
o) A, :=|—o0,a,]avec (a,), C R suite monotone.
Exercice # 16. Soit X := [0, 1[. Vérifier qu’on peut écrire tout entier n € N* de fagon unique sous la
forme
n=2"+pavecm € Net() < p < 2™ 0))

Avec m et p déterminés (en fonction de n) par la formule (1), nous posons

Trouver lim sup A, et liminf A,,.

Exercice #17. Comparer lim inf,, (A,UB,,) et (lim inf,, A,,)U(liminf,, B,,). Donner un exemple de suites
telles que

liminf (A, U B,,) # (liminf A,)) U (liminf B,,).

Exercice # 18. Montrer que (limsup,, A,,) \ (liminf, A,) C limsup,, (4,AA,41).
Rappels de cours. Dans les trois exercices suivants, on pourra utiliser sans preuve les faits suivants :
a) Lintervalle [0, 1[ C R n’est pas a. p. d.
b) Si A C Nestinfini, alors A est dénombrable.
c) Sl existe une bijection ® : A — B, alors:
(1) Soit A et B sont tous les deux finis;
(i1) Soit A et B sont tous les deux dénombrables;

(iii) Soit aucun des deux ensembles n’est a. p. d.

Exercice # 19. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) L’ensemble des nombres premiers est dénombrable.
b) L’ensemble des nombres pairs est dénombrable.
¢) L'ensemble R est dénombrable.

d) L’ensemble C est dénombrable.
e) L'ensemble N x R est dénombrable.
f) L’ensemble #(N) = {A; A C N} est dénombrable.

Exercice # 20.

a) Soientn € N*etpy,...,p, n nombres premiers distincts. Montrer, a I'aide de I'application
6N N, N3 (ky, o k) = @k, k) = P pE €N,

que N" est dénombrable.

b) En déduire que le produit cartésien d’'un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.
Que peut-on dire d’'un produit cartésien infini d’ensembles dénombrables?

¢) Montrer que Z¢(N) :={A; A C N, Aestfini} est dénombrable.



Exercice # 21. Un nombre réel = est dit algébrique il existe un polynéme P non nul a coefficients dans Z
tel que P(x) = 0. Un nombre réel qui n’est pas algébrique est transcendant.

a) Montrer que tout nombre rationnel est algébrique.
b) Montrer que 'ensemble des nombres algébriques est dénombrable.
c) Montrer que 'ensemble des nombres transcendants n’est pas dénombrable.
Exercice # 22. Soit A C R un ensemble dénombrable. Soit B = A \ A (avec ATadhérence de A). Existe-
t-il un A tel que :
a) B aitexactement n éléments, pour unn € N donné?
b) B soit dénombrable?
c) Bnesoitpasa.p.d.?

Exercice # 23. Montrer qu’il existe un nombre réel qui ne peut pas étre décrit par une définition mathé-
matique.

Exercice # 24. Nous admettons le résultat suivant, qui sera démontré en topologie : tout ouvert U C R
s'écrit U = U, J;, avec les J; intervalles ouverts non vides (et d. d. d). Montrer que [ est a. p. d. Donc :
tout ouvert de R est réunion a. p. d. d’intervalles ouverts d. d. d.

(m+n)(m+n+1)
2

Exercice # 25. Soit f : N> = N, f(m,n) :=
bijective.

+n,Vm,n € N. Montrer que f est



