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Feuille de TD # 2
Tribus, fonctions mesurables, mesures

Exercice #1.
a) Z(X) estune tribu.
b) 7 := {0, X} est une tribu.

Exercice # 2.

a) L’ensemble 47 des unions finies d’intervalles de R est un clan. De méme si on remplace R par un
intervalle I et nous considérons les intervalles contenus dans /.

b) Un pavé de R™ est un ensemble de la forme P = I; x I, x --- x I,,, avec chaque I, intervalle de R.
L'ensemble %,, des unions finies de pavés de R™ est un clan.

c) Tout élément de %, est une union finie d. d. d. de pavés de R".

Exercice # 3. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Si X est dénombrable, alors toute tribu sur X est a. p. d.
b) Une partie .7 de (X ) est une tribu si elle vérifie :
Ve 7.
i) Ae 7 = A€ 7.
(iii) [A, € T, Vn| = Npend, € 7.

Exercice # 4. Le but de cet exercice est de montrer qu'une réunion arbitraire d’ensembles mesurables n’est
pas forcément un ensemble mesurable. Soit

T ={ACR; Aa.p.d.ouA®a.p.d.}.

a) Montrer que .7 est une tribu.
b) Montrer que .7 # Z(R).

c) Conclure.

Exercice #5.51 X := {1,2,3} et & := {{1}}, alors:
a) leclan (etla tribu) engendré par o7 est {(), X, {1},{2,3}};
b) la classe monotone engendrée par < est <7
Y a-t-il une contradiction avec le théoréme de la classe monotone?
Exercice # 6. Soient X := Net.o/ := {{n}; n € N}.
a) Montrer que 7 (&) = Z(N).
b) Montrer que ¢ («/) = {A C N; Afiniou A° fini}.
¢) Endéduire que en général, 7 (/) # € ().
d) En déduire que si € estunclanet (A, ),>o C €, alors en général U, >0 A, & € et N,>0A, € C.
e) Montrer que .Z (/) = <.

Exercice # 7. Déterminer les tribus engendrées dans X par la famille <7, ot :
a) X =Retw :={Z}.



b) X :=Reto :={{n}; neZ}.
o X :=Neto = {{0},{2},{4},...}.

Exercice # 8.

a) Soit ¢ unclansur X.SoitY C X.Alors 6y := {ANY; A€ F}estunclansurY.
De méme pour une tribu 7.
Gy (respectivement %) est le clan induit par € sur Y (respectivement la tribu induite par 7 sur Y).

b) SiY € ©,alorséy = {A; Ac¥, ACY}.

Exercice # 9. Soit (X, d) un espace métrique. Soit Y C X, muni de la métrique induite par X. Montrer
que By = {BNY; B e Bx}.
De maniére équivalente, %y coincide avec la tribu induite par Zx sur Y (voir 'exercice précédent).

Exercice # 10. Montrer que si ¥ estunclanet A, ..., A, € €, alors A, U...UA,, € €. De méme sion
remplace clan par tribu.

Exercice # 11.
a) Toute tribu est un clan.
b) Toute tribu est une classe monotone.
c) Si X est fini, alors tout clan est une tribu.
Exercice # 12. Montrer que A,, A si et seulement si : la suite de fonctions (4, ), est croissante et
converge simplement vers x 4.

De méme, A, \, A si et seulement si : la suite de fonctions (x4, ), est décroissante et converge
simplement vers y 4.

Exercice # 13. Si (<) ;c; est une famille d’ensembles .o, C Z7(X) telle que chaque 7 soit un clan (ou
tribu, ou classe monotone), alors N;c7.%7 est un clan (ou tribu, ou classe monotone).

Exercice # 14.
a) Sie/ C B,alorsC () CC(B), # () C M(B)et T () C T (B).
b) Ona % (¢ («/)) = € (). Propriété analogue pour la classe monotone et la tribu engendrées.

Exercice #15. Soit &/ C P (X).Si A € 7 (<), montrer quil existe une partie a. p. d. Z de o7 telle que

Ae T(A).

Indication : considérer ¢ := {A € T (&) ; 3B C o/ a.p.d.telque A € T (A)}.
Exercice # 16.

a) Montrer que I'union de deux tribus n’est pas forcément une tribu.

b) Montrer que 'union d’'une suite finie et croissante de tribus est une tribu.

c) Ce dernier résultat ne passe pas a une union infinie. En effet, pour n € N, soit .7, la tribu sur N
engendrée par Z({0,...,n}). Montrer que (.7,),>0 est une suite croissante de tribus sur N, mais
que Uy,>0.7, n'est pas une tribu.

Exercice # 17. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) Un ouvert ou un fermé est un borélien.

b) Un borélien est un ouvert ou un fermé.

¢) Unintervalle est dans %x.

Exercice # 18. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) L'ensemble [2,3] N Q est un borélien de R.

b) L’ensemble A := {z € R; cosz = sin(sin z)} est un borélien de R.
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¢) Si B C Restborélienetsi A C B, alors A est borélien.

Exercice # 19. Soit (X, d) un espace métrique. Soit f : X — R.

a) Montrer que f estcontinueenx € X <= Ve > 0, il existe un voisinage V' de x tel que
ly,zeV] = [fly) - f(2)] <&

b) En déduire que {x € X ; f continue en =} est un borélien.
Exercice # 20. Soit (X, d) un espace métrique. Soient f,, : X — R des fonctions boréliennes, n € N.
Montrer que {x € X ; (fn(x)), converge} est un borélien.
Exercice # 21. Soit ® : X — Y un homéomorphisme. Si A C X, alors A € Ay si et seulement si
O(A) € By.
Exercice # 22.
a) Soient A € HBgn et B € PBrm. Montrer que A X B € Bgn+m.
b) Plus généralement, si (X, d) et (Y, §) sont des espaces métriques et si nous munissons X x Y d’une
métrique produit, alors By x By C Bxxy-.
Exercice # 23. Dans cet exercice, nous considérons un espace mesurable (X, .7). Prouver ou réfuter les
assertions suivantes.
a) Une fonction f : X — R qui ne prend quun nombre fini de valeurs est étagée.
b) Sif: X — R"estmesurable, etsig: R” — R estborélienne étagée, alors go f : X — R est étagée.
¢) Sif:X — Resttelleque f~}(F) € 7 pour tout F' C R fermé, alors f est mesurable.
d) Sif:R — Restborélienne et ne s’annule pas, alors 1/ f est borélienne.
e) SiA C X, alors x4 : X — R est mesurable si et seulementsi A € 7.
r+1, six>0

] , est borélienne.
—x, sizx <0

f) Lafonction f: R — R, f(z) := {

@) Lafonction f : X — R est mesurable <= |f| est mesurable.

Exercice # 24. Décrire les fonctions mesurables de (X, .77) dans R dans les cas suivants.
a) 7 ={0,X}.
b) 7 = Z(X).
Exercice # 25. Soit f : R — R une fonction croissante.
a) Montrer que f est borélienne.
b) Montrer que 'ensemble des points ot f n’est pas continue est au plus dénombrable.
c) Plus généralement, si f : I — R (avec I C R intervalle) est continue en dehors d’un ensemble au
plus dénombrable, alors f est borélienne.
Exercice # 26.
a) Soit f : R — R dérivable. Montrer que f’ est borélienne.
b) Soit f : R — R continue. Soit z € R. Montrer 'équivalence des propriétés suivantes :
(i) festdérivableenxet f'(x) = /.

(i) Nous avons la double égalité :

(feth =16 ) cqn < L)

{ﬂ$+m—f®)
h

¢ = lim inf
m—00

= lim sup
m—00

1
;heQ*7 |h|<_} :
m
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c) En déduire que, si f est continue, alors la fonction g : R — R définie par:

f'(z), sifestdérivableen x
g(x) =

0, sinon

est borélienne.

d) Vraioufaux? Sig = 0, alors f est constante.

Dans les exercices suivants, .7 C Z?(X) est une tribu. La mesurabilité des fonctions considérées
s'entend par rapporta 7.

Exercice # 27. Soient f : X — R mesurable et g : X — R définie par:

o(e) i {1, si f(0) €Q

0, sinon

Montrer que g est mesurable.
Exercice # 28. Soit f : X — R une fonction étagée. Montrer que f'(B) € 7,V B C R.
Exercice # 29. Soient f, g : X — R fonctions étagées et A € R. Montrer que f + g et Af sont étagées.

Exercice # 30. Soit f : X — R. On définit, pour tout 0 < M < oo, la fonction fy; par

f(x), si|f(z)] <
fu(z) = M, sif<>2
—M, sif(x) < -

Montrer que f est mesurable si et seulement si fj; est mesurable pour tout M > 0.

Exercice # 31. Soit ( f,,),>0 une suite de fonctions mesurables de X dans R.

a) Rappeler pourquoi lim inf f,, et lim sup f,, sont mesurables.

b) Endéduire que B := {z € X ; (f,.(z)), est bornée} est mesurable.
¢) Soita € R.On définitg : X — [0,00] par g(x) := inf{n € N; f,(z) > a}, avec la convention
inf () = co. Montrer que g est mesurable.
Exercice # 32. Soit (X, d) un espace métrique.
a) Soient A € Bx et f : A — R continue. Alors f est borélienne.
En particulier, toute fonction continue f : X — R est borélienne.
b) Plus généralement, si f est continue en dehors d’'une partie finie de X, alors f est borélienne.

¢) Encore plus généralement. Soient Ay, A,, ..., boréliens d. d. d. tels que X = L, Ay. Pour chaque Ay,
soit fy, : Ay — R une fonction continue. Soit f : X — R définie par f(z) := fx(z)siz € Ay. Alors
f est borélienne.

d) De méme si, dans le point précédent, on remplace « f; continue » par « f;, borélienne » (voir aussi le
point f)).

e) De méme pour des fonctions a valeurs dans R™.

f) Soit (X, .7) un espace mesurable. Soient A;, As, ..., mesurables d. d. d. tels que X = LI, Ax. Pour
chaque Ay, soit f : Ay — R une fonction mesurable. Soit f : X — R définie par f(z) := fi(z) si
x € Ayg. Alors f est mesurable.

g) Montrer que les items a)—e) sont des cas particuliers de I'item f).



Exercice #33.S0it ¢ C Z(X)telque) € €.Sip : € — [0, 00| est o-additive, alors ou bien u(f) = 0
(et donc p vérifie les axiomes d’'une mesure), ou bien y(()) = oo (et dans ce cas u(A) = 0o,V A € F).

Exercice # 34. Soit X un ensemble. Montrer que I'application i : Z(X) — [0, 00],

card A, si Aestfini
n(A) = {

00, sinon

est une mesure sur Z(X). C’est la mesure de comptage.
Exercice # 35. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) SiAe 7,alors u(X) = pu(A) + u(A°).

b) Si(A,)n>0 est une suite décroissante d’éléments de .7 et 1(As) < oo, alors
p (Mnz0An) = lim pu(Ay).

c) SiA,Be T etu(AUB) = u(A)+ u(B), alors A et B sont disjoints.

d) Il existe un espace mesuré (X, .7, u) telque {u(A); A e T} ={0,1,2}.
e) Ilexiste un espace mesuré (X, 7, u) telque {u(A); Ae 7} ={0,1,3}.
f) La mesure de comptage sur N est finie, respectivement o-finie.

g) Soient .o/ une famille qui engendre .7 et yu, 1o deux mesures sur .7. On suppose que pour tout A
dans .o/ ona p1(A) = ps(A). Alors pour tout 7'dans 7 on a (1) = us(T).
Pour cette derniere question : y a-t-il des hypotheses raisonnables a ajouter ou enlever?

Exercice # 36. Soit ;1 la mesure de comptage sur (N, Z(N)). Trouver une suite décroissante d’ensembles
(An)n>o telle que pu(An) 7 1 (Npz0An).
Exercice # 37. Soit 1, une mesure finie sur (X, .7). Soit . C 7 l'ensemble défini par

S ={Ae T ; uA) = 0oup(A) = u(X)}.

Montrer que . est une tribu.

Exercice # 38. Soit 1, une mesure o-finie sur (X, .7). Montrer quil existe une suite d. d. d. (X,,), C 7
telle que u(X,,) < 0o, Vnet X =1, X,.

Exercice # 39. Soit ;1 une mesure o-finie sur (X, 7). Soit (X,,),>1 C 7 avec u(X,) < oo, ¥n > let
X = U, X,.Posons i, (A) == pu(AN(X1U...UX,)),VA € 7. Alors:

a) i, est une mesure finie, Vn > 1.
b) pn .

Exercice # 40.
a) Montrer que si u(A; U A U...UA,) < oo alors

n

pATUA UL UA,) =) (-1)7" > p(An NN A,

j=1 1<i1 <ig <+ <i;<n
b) Que devient cette formule dans le cas particulier de la mesure de comptage?

Exercice # 41. Soit .7 une tribu contenant les singletons. Soit ; une mesure sur (X, .7). Soit D := {x €
X p({z}) > 0}. Est-il vrai que D est a. p. d.

a) Sipestfinie?
b) Sip esto-finie?



c) Sipestquelconque?

Exercice # 42.

a) Soit p une mesure borélienne de probabilité sur [0, 1], avec la propriété suivante :
w(B) >0 = p([0,1]\ B) =0, VB € S
(i) Construire une suite d’intervalles fermés (/;);>o C [0, 1] avec les propriétés suivantes : I, =
0,1], I;41 C I;,Vj >0, I; estdelongueur 277,V j > 0,et u(I;) = 1,Vj > 0.
(i) Endéduire quil existe un point a € [0, 1] tel que p = 4.

b) Soit v une mesure borélienne o-finie sur R avec la propriété suivante :
v(B)>0 = v(R\B)=0,VB € %.
Montrer qu'il existea € Retb € [0, 00| tels que v = b,.

Exercice # 43. (Mesures discretes) Soit .7 une tribu contenant les singletons. La mesure p sur (X, .7)
est diffuse (ou continue) si, pour tout z € X, u({x}) = 0. u est discréte s'il existe un ensemble D a. p. d. tel
que p(D°) = 0.

a) Montrer que p est diffuse si et seulement si toute partie a. p. d. A de X est y—négligeable.
b) Montrer que p est discrete si et seulement si il existe une suite (ay),~, de points de X et une suite

(€n)ns1 C [0, 00] telles que p = Z CnOa, -

n=1
c) Supposons maintenant /. o-finie. Montrer que p s’écrit de fagon unique pt = i+ ptq, OU ji. €St une
mesure diffuse et 11, est une mesure discrete.

Exercice # 44. (Mesure image) Soient (X, .7) un espace mesurable et f : X — R" une fonction me-
surable. Soit 1 une mesure sur .7. Nous définissons f.u : Brn — [0, 00] par fuu(A) = p(f~1(A)),
YV A € PBgn. Rappelons que f,u est une mesure sur Bgn. C’est la mesure image de i par f.

a) Déterminer f,d,, aveca € X.
b) Soit i une probabilité sur X (donc p(X) = 1). Nous prenonsn = 1. Si B € .7, déterminer ()i
Dans les quatre exercices suivants, A est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R. (Avec les notations
du cours, A = 1v;.)

Exercice # 45. Soit U un ouvert de R. Montrer que A(U) = 0 si et seulement si U = ().

Exercice # 46. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) Si A C Restborélien etsi A(A) > 0, alors il existe un ouvert non vide U C Rtelque U C A.
Et réciproquement?

b) Si A C Restborélien et si \(A) < oo, alors A est borné.

Exercice # 47. Soit B € % tel que A\(B) > 0. Soite > 0. Montrer qu’il existe un borélien A C B tel que
0 < M(A) < e.Indication : recouvrir B avec des intervalles disjoints de taille < ¢.

Exercice # 48. Le but de cet exercice est de donner une définition équivalente de A comme la seule mesure
borélienne normée et invariante par translations.

a) Montrer que,siz € Ret A € By, alorsx + A € HBr.
b) Onfixex € R. Soit i : Br — [0, 00| définie par p(A) := Az + A) pour A € HBg. Montrer que y est
une mesure sur Sg.

¢) En déduire que A\(z + A) = A\(A) pour tout x € Ret A € Sy, cest-a-dire : la mesure de Lebesgue est
invariante par translations.



d) Inversement, soit  une mesure borélienne sur R, invariante par translations et telle que x([0, 1[) =
1. Calculer 1([0, 1/n[), n € N*. Déterminer la mesure d’'un intervalle arbitraire. Montrer que 1 = .

e) Prouver ou réfuter. Une mesure borélienne sur R, invariante par translations, est un multiple de la
mesure de Lebesgue.

Exercice # 49. Cet exercice fait suite au précédent. Nous nous proposons de montrer que, si . est une
mesure borélienne et invariante par translations sur R” telle que x([0, 1[*) = 1, alors 1 = v,.

a) Montrer que ([0, 1/k[") = (1/k)", ¥V k € N*. Indication : recouvrir [0, 1[" avec des cubes d. d. d. de
taille 1/k.

b) Soit K; comme dans le lemme 9.6 du cours. Montrer que p(K;) = v, (Kj).
¢) Endéduire que p(K) = v,(K) pour tout compact K C R".

d) Conclure.

Exercice # 50. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Une partie d’'un ensemble négligeable est négligeable.
b) Une union a. p. d. d’ensembles négligeables est négligeable.

¢) Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Exercice # 51. Pour des fonctions f, g définies sur X a valeurs dans R ou R”, la relation f ~ g siet
seulement si f = g u-p. p. est une équivalence.

Exercice # 52. Prouver ou réfuter. Une partie d'un ensemble Lebesgue mesurable de R™ est Lebesgue
mesurable.

Exercice # 53. Soit A = \; la mesure de Lebesgue (complete) dans R.
a) Soient f et g deux applications continues de R dans R. Montrerque f = g\ —p.p. < f =g.
De méme pour f,g: A — R,avec A C R" telque A C A.

b) Soit f : R — R. Nous considérons les deux propriétés suivantes.
(P1) f est continue A-p. p.
(P2) Il existe une fonction g : R — R continue telle que f = g A-p. p.
Montrer que (P1) n’implique pas (P2), et que (P2) n’implique pas (P1).

¢) Soite > 0. Montrer qu’il existe un ouvert U dense dans R tel que \(U) < e.

Exercice # 54.
a) Nousavonsi =fiet 7 = 7.
b) .7 est compléte par rapport a Ji.

c) Une partie de X est u-négligeable si et seulement sielle est i-négligeable.

Exercice # 55. Soit \,, la mesure (complete) de Lebesgue sur la tribu de Lebesgue .Z,, dans R™. Montrer
que
a) )\, esto-finie.

n
J=1

b) A, estl'unique mesure sur.%, telle que A\, (P) =[]
R™.

(bj — a;) pour tout pavé P = [[_,]a;, b;[ de



